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APPROXIMATION DU CROCHET

DE CERTAINES SEMIMARTINGALES CONTINUES

C. STRICKER

Séminaire de Probabilités

1982/83

Tous les processus ou filtrations considérés seront indexés par [0, 1]. Soit t

(n, 9, (t), P) un espace probabilisé fil tré vérifiant les conditions habituel es. Il

est bien connu que si X est une semimartingale continue appartenant à S , al ors

la suite ~ ~C(~. ’~ ) converge 
1 
vers lorsque le pas

de 1 a subdivision o = (0 = t o t,...  t p =t) tend vers 0. Nous nous proposons
ici de préciser cette convergence lorsque X appartient à une certaine cl asse de

semimartingales continues. Après avoir établi un théorème assez générât, nous

examinerons quelques cas particuliers qu’on rencontre notamment en mécanique

aléatoire.

THEOREME. Soit H un processus prévisible borné dans L et soit B un mouve-

ment brownien. On pose X - B + J ds et on suppose qu’il existe un proces-

sus prévisible borné dans L et Riemann-intégrable tel que :

=EC(s-t)-’ 1 

tende uniformément vers 0 dans L quand s tend vers t.

Alors ""-’( E~ tend dans L 1 vers

DEMONSTRATION. On pose . ui/n. En développant 
on 

se a somme E 
0 

E[(.X ti+1 -X. ) ! ?. *! en trois parties que nous allons

étudier séparément.

i) Comme B est une martingale de carré intégrable et que [B,B]t = t , on a :

E E[(a -B ) 2|ti ] =u.

ii) Montrons que Zn = nu-1  Et Hs ds) ) B ti ] converge dans L 
1

vers J 
o 

H 
s 
ds. On désigne par B la mesure de Lebesgue sur [ 0,u].
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Comme le processus H est borné dans L (P), pour presque tout w, (~)

appartient à LZ(~). Le théorème de convergence des martingales entraine que pour

presque tout w K = nu E i+1ti Hs ds 1 (t) converge dans L2(03BB) versH.

En développant ti+1ti (Hs-Kns)2 ds, on remarque que 03A3 | ti+1ti (H2s-(Kns)2) ds|

tend vers 0, P p, s, et même dans L (P) car H est borné dans Or :

Et 1 Zn - o s ds 1 J ;; E 1 n u -1 E C 
i 

+ 1 
H 

s ds)
2 

1 
i 1 
] - E 

i 
H: ds B 

i 1 
J 1

+ E[03A3|E[ti+1tH2s ds|t]-ti+1tH2sds]| .

Qn i i i

La première somme ci-dessus converge vers 0 car, en vertu de l’inégalité de

Jensen, elle est majorée par ((« ) -H qui tend vers 0. Mon-

trons maintenant que la deuxième somme tend aussi vers 0.

D’après C 1], il existe une version mesurable de si bien que
i

S 

Qn i i i

= E I

~ ti+1ti E [|H2s - E [H2s |t]|] ds.

Cette somme converge vers 0 car H est borné dans L (P) et H est s--mesurable.
Ainsi Zn converge dans L (P ) vers H S ds. 

s ~’

iii) Pour achever a démonstration du théorème, il reste à examiner les termes

mixtes. Comme B est une m artingal e de carré intégrable et que H est borné dans

L (P), 1 a formule d’intégration par parties montre que :

H s C B s -s t. 1 1d / s]
= ti+1ti E[ H

s (Bs- Bti) |ti ] ds .

Si on pose y t (s) = Hs- Ht- H’t (Bs- Bt), on a :

- Bt) H s 
i

+ ti+1ti E[(Bs-Bti)03B3 ti (s) |ti]ds .
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Reprenant es notations du théorème, il vient :

E[|(Bs-Bti)03B3ti(s)|]~|s-ti| E[|ti (s)|].

Comme H’ est Riemann intégrabl e et borné dans L (P), es sommes de Riemann
u n -1 H t, convergent dans L 

1 
vers uo H’s ds. Ainsi :

E[ (B ti+1 -Bti)ti+1ti 
1 
H ] converge dans L1(P) vers 

s 
ds.

Le théorème est établi.

REMARQUE. On peut noter que si X est une semimartingale continue appartenant
à g2 telle que pour tout converge

dans L 1, alors = u et 1 a partie martingal e de X est un mouvement

brownien B. On pourrait sans doute montrer que Xt = Bt + j Hs ds où H est un
processus prévisible vérifiant S1 o H ds  Ainsi X appartiendrait à I a cl asse

définie dans ~2J.

Nous all ons maintenant examiner quei ques cas particuliers du théorème ci-dessus.

Les hypothèses du théorème sont évidemment vérifiées l orsque H est un processus

déterministe, mesurable et borné. Dans ce cas H’ = 0. D’ailleurs, si on examine

de près I a démonstration précédente, on peut remplacer !’hypothèse borné"

par "de carré intégrabl e pour I a mesure de Lebesgue~~ lorsque H est déterministe.

Voici un autre cas important où le théorème s’applique.

PROPOSITION. Soient H un processus prévisibl e borné et B un mouvement

brownien. Posons Xt = B +,~ô H ds et supposons existe un processus pré-

visible borné vérifiant :

Hs-Ht-H’t(Xs-Xt)=(Xt-Xs) ~t(s) où ~t(s) tend vers 0 uniformément dans L 2.

Alors s(t) =E[(s-t)-1(Bs-Bt)(Hs-Ht-H’t(Bs-Bt))|t] tend uniformément vers

C dans L 1 quand s tend vers t. 
s t t s t t

DEMONSTRATION. D’après les hypothèses de cette proposition il existe une

constante ce majorant et Posons :

Kt(s) = (s-t)-1(B s-B t)[H s-H t-H 1t(B s-B t)]

= (s-t)-1[(Bs-Bt)H1tst Hu du +(Bs-Bt)2~t(s)+(Bs-Bt)stHu du ~t(s)].

Or (B s -Bt~2 (s-t)-~ est borné dans L2 d’après les inégalités de Burkholder - 
~

Davis-Gundy tandis que > et 
i 
tendent uniformément vers 0 dans L

quand s tend vers t. Ainsi Kt(s) tend uniformément vers 0 dans L 
1 

et il en est

de même a fortiori pour ~t ] , ce qui achève ta démonstration de ta pro-
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position ci-dessus.

La formule des accroissements finis nous donne immédiatement le : :

COROLLAIRE. Si f est une fonction de cl asse C~ 1 à support compact ou si, plus
généralement, f est de classe C ~, f et f~ étant bornés, alors X =B + ~’t o f (X ) s ds
vérifie les hypothèses du théorème ci-dessus. 

t t o s
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Ajouté sur tes épreuves : Nous aHons montrer que ta conjecture émise dans ta re-
marque est correcte.

Faisons d’abord quelques remarques dans te cas déterministe. Soit 03BB ta mesu-
re de Lebesgue sur [0,l]. f désigne une fonction à variation bornée sur [0, t]
et o~ = (o==t~t~ ... t ~ = t) est subdivision dyadique de[;0, ~.

On pose hn (t)= 2" X (f(ti+1)-f(ti)) t (t) . H est bien connu que h est une
martingale discrète par rapport à sa filtration naturel te et qu’elle converge B p. s.
D’autre part, et te converge dans tJ(B) si et seulement si f est absolument conti-
nue. En particulier si f n’est pas absolument continue, ta martingale h n’est pas
uniformément intégrable et ne peut donc pas être bornée dans L2(03BB). Enfin si
f(t) = ~ h(s)ds et si h~ est bornée dans L~B), ’ te temme de Fatou entraine que

J" ds est finie.
o

Revenons maintenant au cas généra!. Soit X une semimartingate continue ap-
partenant à g2 telle que poru tout u, nu-1( E[(Xu(i+1)/n-Xui/n)2 |ui/n]-u)

converge dans L . Alors X,X>u = u et !a partie martinga!e de X est un mouve-
ment brownien B:X=B+A. Comme  E[ (Bu(i+1)/n-Bui /n)2|ui/n ]=u ,

l’inégalité de Cauchy-Schwartz montre que ta suite nu-1 E[(Au(i+1)/n -
Aui/n)2] est bornée. En prenant u = 1 et la sous-suite associée aux subdivisionsdyadiques, tes remarques ci-dessus montrent que A~= H ds avec / H~ ds  +ce


