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LE DRAP BROWNIEN COMME LIMITE EN LOI
DE TEMPS LOCAUX LINEAIRES

Marc YOR

Laboratoire de Calcul des Probabilités - Université P. et M. Curie -

Tour 56 - 4, place Jussieu - 75230 PARIS CEDEX.

INTRODUCTION. Ce travail a été largement inspiré par les conférences de K. Itd,
faites a Paris en Mars 1981, ainsi que par le calcul stochastique des variations
("Malliavin Calculus") dans lequel le drap Brownien, indexé par IRi, joue un rdle
fondamental (voir, par exemple, D. Williams [15]) dans des questions relatives a des

processus indexés par ]R+.

I1 était alors naturel de chercher a "construire" le drap Brownien & partir du
mouvement Brownien réel. On obtient ici (cf : théoréme (1.1) ci-dessous) un résultat

de convergence en loi des temps locaux du mouvement Brownien vers le drap Brownien.

De facon plus précise, soit (Bt’t > 0) un mouvement Brownien réel, issu de O.
D'aprés Papanicolaou - Stroock - Varadhan [Kﬂ, si ¢ :IR >R est une fonction boré
lienne, bornée,a support compact, on a :

t
(0.a) (8, 3 xl/zfo ¢(xss)des)%> 8, 5 loll Ez")’
t
ou (d) désigne ici la convergence étroite de probabilités sur CGR+JR2), associéed
la topologie de la convergence compacte sur cet espace, (Et) est un mouvement

Brownien indépendant de 8, (Z?) est le temps local en O de (Bt) et
2 1/,
llell, = (| ¢"Goax) 2.

Le théoréme (1.1) ci-dessous permet d'interpréter ||¢[|2 comme la variance de 1'in-
tégrale de Wiener de ¢ relativement a une mesure Brownienne sur R. On comprend

aisément le passage de (0.a) au théoréme (1.1) i partir des remarques suivantes :

X
- soit f : R +R, borélienne, bornée, et F(x) = f f(y)dy. On peut réécrire
0

(cf. [4]) 1la formule d'Itd sous la forme :

t
(0.b) F(Bt) = I f(BS)dBS - % ff(a)dali,
0
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N a P . . . .
ou (Et) désigne une version bicontinue des temps locaux Browniens, et la seconde

intégrale est une intégrale stochastique relative & la semi-martingale (2: ; a€R)
(cf. Perkins LHJ).
N2

- si 1'on remplace maintenant en (0.b) f par fAE $(\+), on obtient, en combi-

X
nant (0.a) et (0.b), aprés avoir remarqué que FA(X) = [o fA(y)dy oy 0 :
& (d)
LA X X d . n
0.c) (B, 5 5 f¢<xx)dx1t) To=y” B 5 el 8 o)
t

L'énoncé du théoreme (1.1) est alors suggéré, au moins formellement, par la considé-

ration des fonctions ¢ (x) = 1 (x) (a >0).
a JO,é] -

Voici finalement un plan succinct de 1'article : le paragraphe 1 est consacré a la
discussion du théoréme (1.1), le paragraphe 2 & sa démonstration ; on étend, au
paragraphe 3, le résultat principal & certaines diffusions réelles, ainsi qu'a la
famille des temps locaux unidimensionnels associés au mouvement Brownien & valeurs
dans ZRd ; on y donne également certains résultats d'aproximation - & partir du
mouvement Brownien réel - d'un processus gaussien & 2 paramétres, qui est un mou-

vement Brownien dans la premiére variable, et un pont Brownien dans la seconde.

Notations.

Dans tout ce travail, (St,t > 0) désigne un mouvement Brownien réel, issu de O,

et (Rt ; a€R, t > 0) une version bicontinue en (a,t) des temps locaux

(au point a, et au temps t) du processus B.

On se servira de facon essentielle de la version suivante de la formule de Tanaka :

t
+ + 1 o a
(1.a) B, - (Bt—a) = [O 1(0:ﬁs:?)dss + 5‘(2t'lt),

N + .
ou x =xV0 ;a>0;t>0.
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1. ENONCE ET DISCUSSION DU RESULTAT PRINCIPAL.

Le résultat principal de cet article est le

. 2
Théoréme (1.1) : Pour tout A > O, on note PX la loi du processus, en (t,a)61R+,

N 3
et a valeurs dans R~ :

1
a2’ (za/A -9
t’ 2 t t

(1.b) (Bt 3 L

sur CGRE ;:m3) muni de sa tribu borélienne (pour la topologie de la convergence

. 2
uniforme sur les compacts de iR+).

Alors, PA converge étroitement, lorsque A - «, vers la loi de :

(1) (8, 3 z: ; B

(17,a)

N

ot (B(u a) (u,a)e]Ri) désigne un drap Brownien issu de O, indépendant de B.
b

L'énoncé suivant est la version "temporelle" du théoréme (1.1), dans lequel ne varie
que la variable d'espace des temps locaux de PR. On conserve les notations du

théoréme.

Corollaire (1.1') : La loi du processus :

1 1 a 1 a o
~B., 5 T & s — (8 -2.))
A Azt A Azt 2>\7; Azt )\Zt

(

converge étroitement, lorsque )\ + «, vers celle de :

(1.¢) (Bt s & ;B

a
t o )
(252)

Une conséquence du théoréme (1.1) est que, pour tout x > O donné, si
déf

Ty inf{u / Zz > x), alors :
Al/z a/k
(1.d) le processus ( 5 (lT -x) ;a>0)
x

converge en loi, lorsque A + », vers (vx Y, 08 > 0), ou (ya,a > 0) désigne un

mouvement Brownien réel, issu de O en a = O.
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Ce résultat se déduit bien du théoréme (1.1), du fait que P[}x = TX1] =1, ce qui

entralne que, en dehors d'un ensemble négligeable pour la mesure de Wiemer, 1'appli-

: . +
cation : ® - rx(w) est continue sur CGRtJR).

Or, le résultat précédent peut se déduire également du théoreme suivant, dd a
Ray [12] et Knight [8] :

a ) .
le processus (Za = zT ,a 2_0) est le carré d'un processus de Bessel de dimen-
X

sion 0, issude VX en a = 0.

Autrement dit, quitte i se placer sur un espace de probabilité élargi (ce qui est
nécessaire, car le processus (Za,a > 0) est absorbé en 0 au "temps"

. . . , n .
M_ = sup Bu), il existe un mouvement Brownien réel (ya,a > 0), issu de O

X )
u<t
— X

a
tel que : Z_ =x + 2 I /Z'dv .
a o " u

Le résultat (1.d) découle alors de ce que, pour tout A > O :

1 a 1
E[QSUP ( /2 I /A /i; dyu - Yx{(A /Zyalx})%] o=y 0,

<a<A 0
1
et du fait que () /2 $§/ »a > 0) est un mouvement Brownien réel issu de O.
A

Le théoréme de Ray - Knight rappelé plus haut donne donc uneexplication du compor-
tement asymptotique "de type Brownien", en a, des temps locaux dans 1'énoncé du

théoréme (1.1).

Remarque : On pourrait de méme interpréter le résultat donné par le théoréme (1.1),
en ce qui concerne le processus :

1
N /2

=

a/
A o
(1, - %,
T T -

ou T1 = inf{t / By > 1}, a 1'aide d'un second théoréme di & Ray et Knight

([ﬁg, Eﬂ) :
1-a

le processus (&, °,0
- T
issude Oen a=0.

A

a < 1) est le carré d'un processus de Bessel de dimension 2
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2. DEMONSTRATION DU THEOREME (1.1), ET CRITERES DE RELATIVE ETROITE COMPACITE POUR
UNE FAMILLE DE PROBABILITES SUR C([p,sz s R).

2.1) On s'intéresse maintenant aux différents points de la démonstration du

théoréme (1.1) :

- on commence par remplacer la troisiéme composante du processus figurant en (1.b),

1/2 a/
A A
7 (g

t

soit : 1 dg .
0 (05}655§) s

1
- zz) par : A /2 J

[On notera la distribution - sur CCIRE,]RB) - ainsi obtenue, P)'J.

Cette substitution de processus est licite, car les deux processus en question ne

1
different, d'aprés (1.a), que par : A /Z[B:-(Bt - §)+], processus qui est majoré

al

en valeur absolue par l37;, et qui converge donc vers O, uniformément sur tout
A

compact de IRE, lorsque ) > «.

- la démonstration du théoréme se compose alors de deux étapes :

(2.(i)) montrer que les marginales de rang fini des probabilités P} convergent

étroitement vers les marginales correspondantes de la loi du processus (1.c).

(2.(ii))montrer que la famille (P;) est étroitement relativement compacte.

L'étape (i) est franchie 3 1'aide de la proposition suivante, die & Papanicolaou -
Stroock - Varadhan ([10]).

Proposition (2.1) : Soient (f1,...,fd) une suite finie de fonctions, de IR dans R,

boréliennes, bornées, dont les supports sont compacts et disjoints deux a deux.

Les lois, sur CGR+JRd+2) des processus :

Goay a5 2% a2 [ e Geoas s a2 [k (g)dg.)
. B 3 % s RO R S NEACCR LS

convergent étroitement, lorsque ) + », vers celle de :

o 1 d
(2.6) (B, ;5 2 5 |f4], Fz° Seeed |fd|2 rz°)’

t t
d
t

1 L. .
ou (Ft,...,F s t z_O) désigne un mouvement brownien & valeurs dans ]Rd, issu de O,

indépendant de B, et IfiIZ est la norme de f. dans 1'espace LZGR 3 dx).
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En ce qui concerne 1'étape (2.(i)), il reste & appliquer la proposition (2.1) aux

suites de fonctions fi(x) = <...< a d€N, et on

),avec 0=a <a
+1

1(ai<xiai o 1 4’

vérifie aisément que le processus :

o 1 i
(Bt 3% 5 Va5 ... Yama rt 3 .. 3 Ya.-a Fd )

1 o i i o d “d-1 o
th zt JZ't
a méme loi que :
(B, 5 20 ; B 5 ... 3B -B 5 ... 3 B - B
t "t o PP o 5 ..o 3B o
(Et,a1) (kt,ai) (zt,ai_1) (lt,ad) (lt,ad_?

Pour &tre complet, nous esquissons trés succinctement la démonstration de la
proposition (2.1), dans le cas ot d = 1 (pour simplifier) ; on note alors f
pour f1.

Le résultat annoncé provient de ce que :

1/, * p.s. 2 o 1, [° p.s.
<A [o £(Ag)dB >, ?7323°|fl2'2t ;<A . £Q(A8) 5 8>, reed

et d'un théoréme de Knight ([7]) qui affirme qu'un couple de martingales continues

M et N, orthogonales, nulles en O, peut se représenter comme un mouvement brownien
2 " .

dans R” dont chacune des composantes a été changée de temps avec <M> et <N>

respectivement.

Enfin, il peut €tre intéressant de remarquer que, pour tout t > O, les variables

1 t
( /2 I f(ABS)dBS, A > 0) sont uniformément bornées dans Lp, pour tout p éji,w[,
0

. 2
et convergent faiblement dans L° vers O, lorsque X\ - .

. . . . 2 . .
En effet, puisqu'elles sont uniformément bornées dans L“, il suffit
[?n ce qui concerne la seconde assertiora , d'aprés un théoréme bien connu selon
lequel les martingales du mouvement brownien se représentent comme intégrales

stochastiques, de montrer que :

sl (€ t
IA = E[}A Io f(ABS)dsS) Io Hsdsé} ooy o,

pour tout processus H prévisible, uniformément borné.
1, [t 1/, t a
Oor, I, =E|rx'2 f(A8_)H ds| = E|A da f(}a) Hd 51,
A 0 s’ s o 5588

et done : L, | <l vl Jda |£(a) | (sup EGD).
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Comme sup E(Sl,:) <c /t (avec c, constante universelle), I)\ tend vers O,
a

lorsque A > =,
La convergence en loi énoncée dans la proposition (2.1) ne saurait donc &étre

améliorée en une convergence en probabilité. [J

2.2) 11 reste a traiter 1l'étape (ii) de la démonstration. Pour cela, nous rappelons
tout d'abord deux critéres d'étroite relative compacité pour une famille de proba-
(2)

bilités sur C = C([0,1]2,]R), qui étendent de deux facons différentes, le "cri-

tére des moments'" figurant dans Billingsley ([31, theorem 12.3).
(2)
C

(On suppose ici muni de sa tribu borélienne, pour la topologie de la conver-

gence uniforme).
On note (s,a), ou (t,b), le point générique de [0,1]2, et x la fonction géné-
rique de C(Z). En outre, si s <t, a <b, on pose :
x([5,] x [a,6]) 9€F x(£,b) - x(t,a) - x(s,b) + x(s,a).
Voici les deux critéres en question (pour des références bibliographiques plus

complétes, voir M. Straf [13:]).

(2)

famille de probabilités sur C 7,

Proposition (2.2) (Centsov [5]) : (Q)‘))‘€ It

est étroitement relativement compacte, dés qu'il existe p; > 0 (i=1,2,3,4),

a,B,A > 1, et une constante C tels que :

Py
sup E (|x(0,0)| ') < =
A A

Py V1
sup E)‘(|x(0,a) - x(0,b)| ) iC|a-b]
A

P3 B
sup EA(Ix(t,O) - x(s,0)| 7) iC|t-s|
A

' P
(2.¢c) sup E)‘(|x([s,§] x [a,b])| 4) < ¢{(t-s) (b-a) 1
A

Proposition (2.3) (Stroock - Varadhan [14]) : (Q)\)

(2)

sur C est étroitement relativement compacte dés qu'il existe p',p > 0, & > 2,

famille de probabilités

rE N

A}
et une constante C tels que : sup E)\(|x(0,0)|p ) < =, et
A

(2.4d) sgp E)\[Ix(s,a) - x(t,b)lrj < C(|s-t] + |a—b|)‘5.
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Comparons maintenant les critéres (2.c) et (2.d) : supposons le critére (2.d)

vérifié. On a alors, lorsque |s-t| > |a-b] :

' E)‘Dx([s,tj x [:a,b])IP]

A

cp{E)\(lx(t,b) - x(t,a)|P) + E}\(IX(S,b) - x(s,a) |?)

8 8
a-b| /2|s-t| /2.

A

2Cec_+|a-b|® < 2Cec_»
P =%

Ainsi, les deux variables jouant le m@me rdle, le critére (2.c) est satisfait,

avec y = 6/2. ]

2.3) Montrons maintenant que, pour tout T > 0, et A > O, les lois des processus :

t

1/2
(X)‘(t,a) = A L) 1(09\6331)%S 3 0<t<T,0<ac<A);

indexés par X > 0, sont étroitement relativement compactes.

Pour simplifier les notations, on prendra T = A = 1,

t

Remarquons que, si X(t,a) = I dBS, on a :

1
o (0<B.<a)
1
2.0 X (t,0) =1 /2 x(e, B,
D'autre part, d'aprés les inégalités de Burkholder, il existe, pour tout p > 2, une

constante cp telle que : pour tous 0 <s <t <1,et 0<ac<b<i,

eIxLs.e] [ 1)
t ?/;
‘p E[(L du 1(ai3uib)) ]

b P
< E[(L ay (2-22)) /2]

| A

| A

1)/2 1 b y_ .y ¥/3
cp(b—a) EI:F—‘E L‘ dy (kt—ls) J

% P,
c_(b-a) /2 sup EI:(ZY—R,Y) /2:|
P y t s

| A
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Les inégalités de Burkholder, et l'identité (1.a), entralnent 1'existence d'une se-

conde constante c; telle que :

o/,

P
sup E[(Q,Z—Z}S') /2] < c!(t-s) .
y P

Finalement, il existe une constante Cp telle que :

®/

P
2 (t-s) /4'

E[.|X([s,t] x [a,b])lp} iCp(b—a)

D'aprés (2.e), on a donc :
v/ p/ »/
Eli|x)\([s,tjx[a,l;_l)|pil iCp(b—a) 2 (t-s) 4 icp[(b—a) (t—s):ll 4,
ce qui entralne que, pour p > 4, le critére (2.c) est satisfait avec vy = R/A.

Remarque : On peut également montrer, avec une démonstration analogue, que le

critére (2.d)est satisfait, avec § = p/4, pour p > 8. ]

2.4) Nous terminons ce paragraphe par une autre application du critére (2.c), en
donnant une redémonstration du théoréme suivant, obtenu par D. Nualart [é], de

facon tout a fait différente.

Théoréme (2.4) : Soient (Bn(s) : s€[0,1], n€N) et (Cn(t) H te[O,l:], ngN)

une double infinité de mouvements browniens réels, indépendants,issus de O.

Alors, la suite des lois des processus :

X ( 1T i
ns,t)—— I B (s) C(t)

Yo i=1

converge étroitement vers celle du drap Brownien.

Démonstration : 1) Pour tous O 8,58, <1,etO0 it st <1, ona:
1 n
o e _ /21
x ([syss)) x [ty5t,]) = [(s57sy) (&, t,)] (7IT if g, ),

avec (Ei,ni ; 1€N) une double suite de v.a. gaussiennes, centrées, réduites,

indépendantes.
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Ainsi, pour tout nombre vy > 0, il existe une constante universelle c¢ telle que :

E[|Xn([s1,szj x [t,,t,]) IY:I

Y, '1 n
[(32'31) (tz't1)] /ZED/_E g 7

i=1

v/, «c noo,y
[(82—31) (t2—t1)] /2 Y—; E[('Z ) /2].
n 2

i=1

Pour vérifier le critére (2.c), il reste & montrer que, pour un nombre vy > 2, la

. 1 no Yz
suite (Y_ E[( b {,i) -])n est bornée. Or, pour y = 4, on a :
i=1 -

2
n

n
L. E[(.E gi)z} - '—2- {(3n + n(a-1)} < 4.
n i=1 n

2) Montrons maintenant que les marginales de rang fini de la suite

{Xn} convergent étroitement vers les marginales correspondantes du drap Brownien.

I1 suffit de montrer que, pour toute suite finie de rectangles 2 a 2 disjoints

(RJ., 1 < j <k), de cBtés paralléles aux axes, et pour toute suite ()\j, 1<j<k)

de réels, la suite :

(

W~

k
)‘j Xn(RJ.) ; n€N) a pour distribution limite N(O ; I

A2 IR, D,
1 =t 33

3j 1

ot |R| désigne la mesure de Lebesgue de R.

N~ =
-

{
LI

: A. X (R.) = . i i . U
Or, on a 5 n( J) )\J(B ®cC) (RJ)}, ol

n~=

1
j=1 /o i 1

el och (s,0) = h(s) clw).

D'aprés le théoréme de la limite centrale sur TR, la suite précédente converge en
loi vers N(O,u), ou :

k 1 5 _ k
w=El(Z A.(B@C)(Rj))]=2 5 1B
=17 j=1



3. RESULTATS COMPLEMENTAIRES.

3.1) Considérons tout d'abord (St) mouvement Brownien réel relatif & une filtra-

N

tion (‘:Fc/t), et (Xt) solution forte (c'est a dire : adaptéed la filtration
naturelle de (Bt)) de 1'équation stochastique :
t t
Xt =x + [ c(Xs)dBs + I b(XS)ds,
o] 0
pour laquelle on suppose o,b : R R  boréliennes, bornées, et 1l'existence de
e >0 tel que : \Q/x, |c(x)| > E.

N . . . . . a s
D'apreés EIGJ, il existe une version bicontinue (Lt) des temps locaux de X, et a

1'aide de estimations obtenues en [16], la démonstration du théoréme (1.1) faite

dans le paragraphe précédent permet d'énoncer le

Théoréme (3.1) : Les hypothéses ci-dessus étant supposées satisfaites, les processus

(indexés par : (t,a)E]Ri) :

L /)
t

2

(X, 3 L

o
¢ - Lt))

convergent en loi, lorsque X + «, vers

[o]
(Lt,a)

N 2 - . oz
ou (B(u a) H (u,a)éR+) désigne un drap Brownien, indépendant de X.
’

3.2) Considérons maintenant (Xt) mouvement Brownien d-dimensionnel, issu de O.
A tout 60 & Sd-1’ on associe, en suivant Bass [2:], le mouvement Brownien réel
(O,Xt), et sa famille de temps locaux, notée (Li(e) ; a€R, t > 0).

Bass [2] a montré l'existence d'une version (L:(S) : BéSd_1, a€R, t > 0) conti-

nue dans les 3 variables. On peut maintenant énoncer le

Théoréme (3.2) : Soient (6.)

i’i=1,2,...,n n points distincts de S

a-1°

Alors, les processus (indexés par (t, a)e]Rz) :

(3.a) ;L?%)(iiiin);———(Lh

. (8;) = 19(8;)) (1 < i <))
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convergent en loi, lorsque X »> = , vers :

(3.b) X, 1%(.) (1 <i <mn) ; Bt (1 <i<m)),
et s @Loe),a) T
t i’
ot (BS H u,a)€]R2) . désignent n draps Browniens indépendants entre eux,
— (u,a) +’1<i<n
> — —

et indépendants du mouvement Brownien (Xt)'

Démonstration : 1) On a déja prouvé, au cours de la démonstration du théoréme (1.1),

que les lois des processus (3.a) sont étroitement relativement compactes, lorsque A

varie.

2) 11 reste donc & identifier toute valeur d'adhérence des probabili-
tés correspondantes, lorsque A + «, comme loi de (3.b), ce qui se raméne, & l'aide
des arguments développés dans la démonstration du théoréme (1.1) (lesquels reposent

finalement sur le théoréme de Knight Dﬂ) 3 montrer le résultat suivant :

. 1/
si 1'on note Ml(x,a) =) '2 I 1 d(e.,X_ ), alors :
0 (oi(ei’xs)ia/x) i*%s

(3.c) <M1(A,a) ; MJ()\,b)>t > 0, pour tout couple (i,j), avec i = j.

A>oo

Or, on a :
i j t

Le résultat cherché est immédiat, dans le cas ou (ei,ej) = 0, et également lorsque

6, = —ej. Une fois ces cas écartés, décomposons 6, en 6, = aej + ku, avec

a = (ei’ej) ;‘xesd_1 3 (ej,u) = 0. On a alors :

. . t
M (h,a),M (A,b)>. = (8.,6.) A I ds ¢(AY_),
t i*7j o s
ol Y, = ((ej,xs) ; (u,Xs)) est un mouvement Brownien bidimensionnel, et

¢ (x,y) = 1(0;iaX+ky§?) 1(0§¥§P).

Le résultat suivant montre que (3.c) est satisfait, et donne une estimation de la

vitesse de convergence vers O en (3.c).
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Lemme (3.3) (cf : Kasahara - Kotani [6]) : Si (Yt) désigne un mouvement Brownien

.o . 2 21 s
bidimensionnel, et ¢ : R" »+R est borélienne, bornée, a support compact, on a :

AZ

log A

Sy

t
IO ds d)()\YS) (

olt % = [¢(x,y)dx dy, et V est une variable exponentielle, de parametre 1/2.

3.3) Retournons au résultat (0.a) de Papanicolaou - Stroock - Varadhan [10], et
remarquons que, mis a part le théoréme de Knight [7], (0.a) repose sur le résultat

d'approximation élémentaire suivant : si ¢ €L (R,du), et g est continue, a sup-

port compact, alors : n Jcb(nu) g(u)du (—n—;;? $+g(0), ot ¢ = J’¢(u)du.

Les résultats ci-dessous reposent sur un autre type d'approximation, également
élémentaire.

A toute fonction ¢ : [0,1[—»][{, on associe ,cial : R +R, périodique, de période 1,

¥ [0,1]

telle que = ¢. On a donc ’$(x) = ¢(x-k), pour k < x < k+1. On peut alors

énoncer le

Lemme (3.4) : Soient g€L1CIR,du), et ¢ : [O,1E—>]R, borélienne, bornée. Alors,

ﬁ)’(nu) g(u)du fesoyd beg.

Démonstration : 1) On suppose tout d'abord g continue & support compact. Alors,

p;(nu) g(u)du = Idu IO, (CORICTES)

]

1
dv k+v
Zk J o o (v) g(T).
(0]

Soit A tel que (supp g)C[—A,zg. I1 y a alors (2An) entiers k qui contri-
buent 4 la somme précédente, que l'on peut donc remplacer, grice 3 1'uniforme conti-
nuité de g, par :

1
dv ky _ - 1 k — —
Zk [0 o ¢ (v) g(n) = ¢'Xk n g(;)m—> beg.
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2) Dans le cas général, on approche g(éEL1) dans L1 par une

suite (gk) de fonctions continues, 3 support compact. Le résultat cherché découle

alors de 1), et de 1'inégalité triangulaire :
¥ wwan - 52l <lloll, [ a0 lsw) - g @l + 1[5 g - 75,

18l o lsw - g @1

A 1'aide du lemme (3.4), et du théoréme de Knight [f],on montre aisément les deux

résultats suivants, analogues 3 (0.a) :

¢ : [p,l [—)]R est une fonction borélienne, bornée ; (B(t)) et (E(t)) sont deux

mouvements Browniens réels indépendants. Alors :

t
G0 60 5 [ Sena )@ 6@ 5 Faw + [4-7l, B
0

@

(n->)

t
(3.e) (8(t) 3 [ $(ne B IS (B(E) 5 $-8() + [lo=gll, B(E)).
0

On peut maintenant énoncer le

Théoréme (3.5) : Soit (B(t)) mouvement Brownien réel, issu de O, et 3 1e

t —
processus de ses temps locaux (bicontinu en (a,t)).
Alors, les processus suivants (indexés par (t,a)€]R+ x [0,]])
k+a k
1 . — - —
(3.4")  (B(t) 5 £ {B(=—AD) B(Z AE)})
k+a k
(3.e ) 541 (e - D
: >2 %kt t
convergent en loi, lorsque n + «, vers :
3.5) @) ;8L -at ) G =1.2)
) > 7 (t,a) (t,1) ’
ou, pour i = 1,2, (Btu,a) H (u,a)é]Ri) désigne un drap Brownien indépendant

de 8.
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Démonstration : 1) A 1'aide de (3.d) et (3.e), on obtient la convergence en loi des
marginales de rang fini (en a) de (3.d') et (3.e'), considérés comme processus
indexés par t€R, , vers les marginales correspondantes de (3.f) (on prend pour

cela ¢a(x) = 1(0 <x ia))-

N

2) Pour conclure, il reste & vérifier le critére d'étroite relative

compacité (2.c), par exemple. Soient O <b <a <1, et 0<s<t<T.

- On a, en ce qui concerne (3.d') :

t t P
Em (3, () - %b(nu))deuﬂ’] ;cp(f au(¥, () - §, @))?) /2
s

s

7P

< cp[((nt) -?) A(t-s)

P, P, P
< Cp[(b—a) t(t—s)-] /4 <c, T/“[(b-a)(c—s)] /",

et le critére (2.c) est donc satisfait dés que p > 4.

- En ce qui concerne (3.e'), on a :

t -t P,
e[l B8y - e )08, P] <o, El(f aut s - 3,07 2}

s s

Or, on a :

t N (2 N2 X X
L du(¢a-¢b) (nBu) Idx(¢a-¢b) (x)(SLt-JLS)

(S
™
o~
—
| w
rt
*
[-%
=
P
+
o
=
+
©
% e
[C]
~
)
nlx
m&k
-

a-b *
<) (B + D2n s:p(lz-lz)

*
< (a=b) (g, + D2 sup(ai-2),
X

et, finalement, le critére (2.c) est satisfait, lorsque 1l'on prend p suffisamment

grand & 1l'aide de 1'inégalité de Holder, et de la majoration
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¥
/ 2
E[;:p\lt—lz)i] j_CY(t—s) / (cf. D]). 0

Remarque finale : D'autres applications du lemme (3.4) i des résultats de conver-

gence en loi seront développées dans une publication ultérieure.

Je tiens a remercier J. Deshayes, D. Picard et L.C.G. Rogers pour plusieurs

discussions au sujet de ce travail.
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