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ETUDE D’UNE EQUATION DIFFERENTIELLE STOCHASTIQUE

AVEC TEMPS LOCAL

par Sophie WEINRYB
*

1 - Introduction

On étudie ici l’équation stochastique unidimensionnelle :

t
(1) Xt 

où (St) désigne un mouvement Brownien réel issu de 0, (Lt) est le temps local

en 0 de la semi-martingale inconnue X, et a : : R+-~ ]R est une fonction déter-

ministe.

Dans le cas où a(s) = a  1/2, l’équation (1) admet une unique solution

trajectorielle, appelée "skew Brownian motion" (voir Harrison-Shepp [1], et, pour
d’autres extensions, Stroock-Yor [2]). Des résultats partiels d’existence de solution

ont été obtenus par Watanabe ([3], [4]). Bien que le cas où a est constante soit

maintenant bien connu, il semble que l’étude de l’équation (1) présente une réelle

, difficulté, malgré les liens étroits qui existent entre celle-ci et le "skew

Brownian motion". Indiquons également que l’équation (1) est apparue de façon na-

turelle au cours de l’étude d’un phénomène de diffusion à travers une paroi poreuse

(voir [5]), question que nous ne détaillerons pas ici. Cette note est consacrée à la

démonstration du théorème 1.

Théorème 1

Lorsque a(t)  1/2, il y a unicité trajectorielle pour l’équation (1) .

Pour la démonstration du théorème, nous utilisons une méthode due à

Le Gall [6], inspiré lui-même de Perkins [7], qui consiste à prouver d’abord l’unicité

en loi des solutions de (1),p,uis que, si X1 et X2 sont deux solutions de (1),

(Xt v t>0) en est également une, ce qui implique alors l’unicité trajecto-

rielLe.
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2 - Démonstration du Théorème 1

2.1. unicité en toi. Remarquons tout d’abord, en écrivant l’équation stochastique

satisfaite par (X~) ~ que )x) suit La Loi du module d’un mouvement Brownien issu

de x (cf. Yamada-Matanabe [8])-

a) On en déduit l’unicité de La Loi du processus (L.) . . En effet, si L’on note

L’ = Lim où (LXt) désigne Le temps local de en x , on a, d’après
’ ’

Yor [9] : :

= 2 A =; (Lt + L-t) = 1 2~ to1(0|xs|~)ds
et donc, La Loi de (Lt = ! dAs -03B1(s), t  0) est déterminée par ceLLe de |X| .et donc, la loi de (lt ’" "o o , t;;’ 0) est détermi née par ce lle de 1 xl.

b) Montrons maintenant l’unicité, pour tout de La Loi de La variable Xt .

Notons = (ÀCK ; t~O) . . D’après La formule d’Ito, pour tout

À ER, (gt(03BB), t  0) est solution de l’équation différentielle du 1er ordre :

gt(03BB) = ei03BBx - 03BB2 2 to gs(03BB)ds + i03BBh(t) ,

où h(t) = est, d’après a), une fonction uniquement déterminée.

Ainsi, pour tout La Loi de La variable X est uniquement déterminée.

c) L’argument précédent montre que, pour tout La Loi conditionnelle de La

variable connaissant us} ~ est uniquement déterminée (La nouvelle

fonction déterministe considérée est S(u) = a(u+s)) . . Ainsi, La Loi des marginales

de rang fini de toute solution X est uniquement déterminée.

2.2. 

a) Si et sont deux solutions de (1)~ Le processus est à va-

riation bornée, son temps local en 0 est donc nul, et L’on a :

X1t v X2t = (X1t - X2t)+ + X25 = to1(x1s>x2s)d(X1s - X2s) + X2t .

= x + Bt + to03B1(s){1(X2s0)dL1s + 1(X1s  0)dL2s} ,
où (L~) (1=1~2) désigne Le temps local en 0 de (X~) . .
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b) La démonstration sera alors terminée à l’aide du résultat général suivant.

Lemme :

Soient (i = 1,2) deux semi-martingales continues teZZes que Ze temps
local en 0 de X1 - X2 soit nul. Alors, si (i - 1,2) désigne Ze temps local
de (Xit) , Ze temps local de (X1 v X2) est donné par :

o_ 1 2

Lot = 0 1 (XS  0)dLs + o 1 (X1 s 0)dLs .
Démonstration du lemme: :

On a, d’après la formule de Tanaka :

(2) (Xt v Xt)* = t01(x1 v 
v Xs) + 1 2 Lot .

o s s

On a, d’autre part:

(3) (Xl v X2)* = X1* v X2* _ (X1* - X2*)* + X2+
t t t t t t t 

’

Ces deux formules permettent d’obtenir (~t) par identification des processus à

variation finie qui y figurent. On obtient aisément:

(4) Lot = At + 1 
o s

où (At) désigne le temps local en 0 de (Xt* - Xt*) . Il reste donc à montrer:

(5) At - 1 (X2 o s

Dans ce considérons la transformation lipschitzienne : (Xit) ~ (Zt) , où l’on
1 1 _ + _ _ 1 + -

pose: Zt = 2aXt - - Xt + (1 - 2a) Xt* , avec â E ]0,1/2[ .

On vérifie que:

(Zt - Zt) est du même signe que (Xt - 
(6) 

_

si Xt - 0 , on a : (1 - 2a) (Xt - X2t)  Zt - X1t - Xt .

On déduit de (6) deux remarques:

déf 
_

(R1 ) si St - [ (Xt - Xt) - (Zt - Zt) ] * = 2a(Xt* - Xt*) * , on a :

(7) St = (Xt - Xt)* - (Zt - Zt)* .
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(R2) Le temps local en 0 de est nul.

Pour prouver (R2), notons le nombre de descentes, pendant

l’intervalle de temps [O,t] , de Z1 - Z2, à travers la bande [O,a] (a > 0) , et

la quantité analogue relative à la semi-martingale X1 - X2. On déduit de

(6) que pour tout t E R+, . Ces deux expressions convergent

en probabilité, lorsque a -~ 0, respectivement vers le temps local en 0 de 

et (cf. [10]) ; la nullité du temps local en 0 de entraîne alors

celle du temps local l en 0 de Z1 - Z2.

Réécrivons maintenant l’égalité (7). Il vient, à l’aide de la formule de

Tanaka et de (R2) :

St = 2a 1(X1+ > X2+)d(Xs+ - Xs+) + d’une part.
o s s

= t1 1 > X2) - Z2)} , d’autre part.o s s s s s s

= Za XS+) .

d’où : At = 2 1 1 2 } d’où l’on déduit aisémentt 
o s > s s > s s s

l’identité (5).

3 - Remarques

1°) L’hypothèse : : a(t)  1/2 n’a quasiment pas servi dans la démonstration;
toutefois, on déduit aisément de l’argument utilisé en 2.1. - a), que l’équation (1)

n’admet pas de solution dès que 1-2a(t)  0 sur un ensemble de mesure de Lebesgue

positive.

2°) Le théorème 1 s’étend au cas d’une équation plus générale.

Théorème 2

Sous les hypothèses du théorème 1, si l’on suppose en outre que Q et b

sont deux fonctions mesurables, bornées et que Q est lipschitzienne, minorée par
une constante strictement positive, l’équation suivante jouit de l’unicité trajec-
torielle :

t t t
(7) Xt = x + 03C3(Xs)dBs + b(Xs)ds + a(s)dLs .000
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Démonstration du théorème 2

On se ramène d’abord au cas 1 . En effet, grâce aux hypothèses

faites sur Q , La fonction dy 03C3(y) est un homéomorphisme de R dont la dérivée

seconde au sens des distributions est une mesure absolument continue par rapport à la

mesure de Lebesgue ; nous la noterons Soit une solution de (7),

l’extension de la formule d’Ito permet d’écrire :

03B3t ~ H(Xt) = H(x) + Bt + to[03C32 (Xs) 03C6(Xs) 2 + b(Xs) 03C3(Xs)]ds + to 03B1(s) 03C3(0) dLs

En remarquant que h(u+) = [h(u)]+ , on montre aisément, à l’aide de la formule de

Tanaka, par exemple, que le temps local en 0 , soit de Y, est

. 
Posant aLors b(y) = [03C32 03C6 2 + b 03C3] 0 h-1(y) , L’unicité trajectorielle de

Q (0) t  0 2 a

(7) découlera de l’unicité trajectorielle de l’équation (8) vérifiée par Y. :

t rt

(8) Yt = h(x) + Bt + b(Ys)ds + a(s)dLs .
Ce dernier résultat est une conséquence de La démonstration du théorème 1

dont on reprend pas à pas Les étapes. On montre en effet que (8) admet une unique

solution en loi en se ramenant à l’équation (1) par la transformation de Girsanov ;

on prouve enfin que le supremum de deux soLutions est encore une solution, comme

en 2.2., en remarquant qu’alors l’argument essentiel est que le temps LocaL en 0

de la différence de deux solutions est nuL.

Je tiens à remercier ici Messieurs Yor et Métivier pour leurs précieuses

indications concernant ce travail.
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