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PROCESSUS CANONIQUEMENT MESURABLES (ou : DOOB AVAIT RAISON)
M. TALAGRAND

Soit K un espace métrique compact, et (Xt) un processus sur K. Ce processus

définit de facon canonique une mesure de Radon u sur ]I_KK Pour t1,...,tn€K et

une fonction continue bornée f sur R, on a

If(x(t1),. -eox(t ))du(x) = Ef(xt1 oo .,xtn)

ol pour xé]EK on pose x = (x(t)) si JD désigne la tribu des boréliens de

=T . —K .. -~
R, les fonctions x > x(t) sur @R, 3D,u) sont finies presque surement, et

t&kK’

constituent une représentation trés canonique du processus. Il est donc tout-a-fait

naturel d'étudier les propriétés de 1'évaluation (t,x) - x(t).

Supposons maintenant le processus continu en probabilité, et soit ) une proba-

bilité de Radon fixée sur K.

Définition 1 : On dira que le processus est canoniquement borné si pour tout € il

existe un compact LCK xR tel que A®u(L) > 1-€ et que 1'application

(t,x) » x(t) soit bornée sur L.

Définition 2 : On dira que le processus est canoniquement mesurable si 1'application

(t,x) » x(t) est A ®u mesurable.

Nous allons montrer que ces notions, qui paraissent bien générales,sont en fait
trés restrictives. Cela est dfi, 4 n'en pas douter au caractére trés pathologique de
1'application (t,x) - x(t). Ainsi, pour avoir en général des représentations con-
jointement mesurables, il convient de recourir a la méthode des versions mesurables

de Ioob's.

Théoréme 1 : Le processus est canoniquement borné si et seulement s'il existe des

compacts Kn de K et des compacts Mn d__e__]EK

telsque A®@u(UK_ x M) =1 et que
_— n D n ——

1'évaluation soit bornée sur chaque ensemble Kn x Mn.

Ainsi, la condition d'é@tre canoniquement borné, qui portait sur des compacts du
produit K x R®X se trouve ramenée 3 une condition portant sur des produite de

compacts !
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Preuve : La suffisance de la condition est immédiate ; prouvons sa nécessité. Soit
A un compact fixé de K X]l_(K avec A ® u(A) > 0. Par hypothése, il existe un
compact BCA avec A ®u(B) > 0 et tel que 1'évaluation soit bornée sur B, c'est
3 dire qu'il existe a tel que (t,x) €B — |x(t)]| < a.

Désignons par En = (E“’i)iéln un recouvrement fini de I(n par des ensembles
de diamétre < 270, Désignons par p la projection de K x ]!_QK sur le deuxiéme

facteur, et pour ieIn soit

_ =K
By = PEAE, ; xT))
et soit C_ . le support de la restriction de p a B_ .. Soit
n,1 n,1
L~ {teEn,i : {xecn,i |[x(t)| > a + 1} = ¢}
On a donc
Ln,i_ = {teEn,i H u{xecn’i 3 |x(e)] > a+ 1} =0}

Le processus étant continu en probabilité, Ln ; est fermé.
’

Montrons que \/ Ln i K. En effet pour teK, on a
n,ie In ’

(t,x) €B = |x(t)] < a + 1. Par compacité de B, il existe un voisinage V de t
tel que
—K
PBAW xB) N {x ; |x(t)| > a+ 1} = ¢@.

Ainsi, pour E_.CB ‘e i
s P n,i , on a téLn,1 Soit

C = {teK ; u{xsﬁK ; (t,x)e B} > 0O}.

On a A(C) > O, puisque A ® u(B) > 0. Il existe n et iéIn tels que si on pose

N=CAL_., on ait A(N) > 0. Pour x€&C .
n,i n,i

’

et t€L . ona |x(6)| <a+1

par construction. Mais d'autre part, on a

c .5 (xeR" ; (t,x) € B}.
n,1i
I1 est donc clair que

A ® pu((N x Cn,i)f\B) > 0.
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En particulier on a A Q® u((N x Cn i)/\A) > 0 et 1l'évaluation est bornée sur
’

N x Cn i Le résultat en découle par exhaustion.
’

Théoréme 2 : Le processus est canoniquement mesurable si et seulement si pour

chaque m&N il existe des compacts Ko de K et des compacts Mo de RS tels
’ I - 3 I -

que A ®u(r‘ijn’m x Mn,m) = 1 et que pour chaque n on ait

Sup{x(t) ; (t’x)eKn,m x Mn,m} - Inf{x(t) ; (t,x)GKn,m x Mn,m} <2

La encore la condition se réduit a une condition portant sur des produits de

compacts .

Preuve : Prouvons la suffisance. Soit ¢ > O. Pour chaque m existe une réunion

.. o e . =K N . .
finie disjointe L“1 de compacts de K xR~ sur lesquels l'oscillation de 1'évalua-
tion est au plus 2 7, et telle que A ® u(Lm) >1 - 27™c. On en conclut que 1'éva-
luation est continue sur an, qui a une mesure > 1-¢.
Prouvons la nécessité. Soit A un compact fixé de K xR de mesure positive,
et m&N. Par hypothése, il existe un compact BCA de mesure positive sur lesquel

. . . . : -m-1 . . P . 2
1'oscillation de 1'évaluation soit <2 . Mais la méthode du théoreme précédent

montre qu'il existe K'CK, LC]T(K tels que A ®u((1(1 x L)NAB) >0 et que 1'oscil-

. p . . -m .
lation de 1'évaluation soit < 2 sur K, x L. On conclut la preuve par exhaustion.

1

Le cas des processus gaussiens.

Rappelons tout d'abord un résultat de structure des processus gaussiens bornés.

Théoréme 3 : Soit (Xt) un processus gaussien borné a covariance continue sur

. . s =Y .
1'espace polonais Y, et u la mesure associée sur IR". Il existe alors une topolo-

gie polonaise T sur Y, plus fine que la topologie de Y et telle que :

a) Tout ouvert de (Y,1) est un F0 de Y.

b) Il existe des sous-ensembles fermés 2 d_e]l_{Y tels que u(Zn) > 1 - 27", et

que Zn soit équicontinu sur (Y,1).

La démonstration de ce résultat ne nécessite que des modifications faciles de
celle de la proposition 1 de [2] Nous n'utiliserons que le fait plus faible que u

est portée par 1'ensemble des fonctions continues sur (Y,7).
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Théoréme 4 : Pour un processus gaussien (Xt) sur K, les conditions suivantes sont

équivalentes :

a) Le processus est canoniquement borné.

b) Le processus est canoniquement continu.

c) Pour tout € > O il existe un compact LEK avec A(L) > 1-¢, tel que la

restriction de (Xt) a2 L ait une version continue.

Preuve : a =—> c. D'aprés le théoréme 1, pour tout n > 0, il existe une famille

finie K

IERREE de compacts de K tels que n(Y) > 1 - 27 on Y =\U K, tels

p>m

que pour chaque p <m il existe un compact Mp de IﬁK tel que 1'évaluation soit
bornée Kp x LP et que u(Mp) > 0. Autrement dit, si

Np(a) = x€R" 'V/tGK, |x(t)| < a}

il existe a avec p(N_(a)) > 0. La loi O-1 montre alors que 1lim p(N_(ma)) =1,
P noso P
donc lim (/N N (na)) = 1, ce qui montre que la restriction du processus a2 Y est
bornée. Soit 1t la topologie sur Y fournie par le théoréme 3. L'application
Y - (Y,7) étant mesurable, est lusin mesurable, donc 1 coIncide avec la topologie

-n+1

de Y sur un compact L de Y tel que A(L) > 1 -2 , ce qui prouve le résultat.

¢ = b. Il suffit de prouver qu'un processus ayant une version continue

est canoniquement continu. Soit Zt une version continue de Xt.
Soit ne&N. Il existe alors une fonction ¢ : N >R telle que :
. \</ “P -n
P(w ; s,te€Kk, P,d(S,t) i ¢(P) = IXS(w) - Xt(w)l i 2 } z_ 1 -2 .

Si

L = {xE]ﬁK 5 "(/s,tel(, \</p,d(s,t) < ¢(p) = |x(s) - x(t)] i2_p}

. -n .
I1 est clair que u(Ln) >1-2", et (t,x) > x(t) est continue sur K x L, ce

qui prouve le résultat.

Le reste est évident
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Exemple 5 : Un processus gaussien non canoniquement mesurable. Soit toujours (Xt)
un processus gaussien. Pour s,t€K, soit §(s,t) =||Xt - Xs”Z' Soit a, le nombre

.. -n . . .
minimal de 4&-boules de rayon 2 necessaires pour recouvrir K. Il est connu que

3n

si le processus est borné, on a a <c = 3 pour n grand. Il est donc treés

facile de construire un processus gaussien non canoniquement borné. Posons b_ = nc.
n n

Soi - N . . -
oit, pour 1< p < bn’ In,p E(p 1)/bn, p/b!;]. Soit fn,p une fonction positive

égale 3 1 sur In,2p’ et nulle en dehors de In,2p—1uln,2 v de sorte que

P In,2p+1’

= 1. Soi . P .
Efn,p oit (Zn,p)ne‘]N,pibn/Z une famille indépendante de variables normales
Posons X = 1 2%f ()2 .

nem n’p n’p

2p<| bn

I1 est clair que 1l'on définit ainsi un processus 3 covariance continue sur [:0,1].
Montrons qu'il n'est pas canoniquement mesurable. Soit KC[O,[I avec A(K) > O

(o A est bien slir 1a mesure de Lebesgue). Il existe alors un intervalle Ic[0,1:|
avec A(KNI) > 0,9A(I). Pour tout n, KAI rencontre au moins bn A(I)/2-1 inter-

valles In 2p distincts ; il faut donc au moins autant de G&-boules de rayon 2"
’

pour le recouvrir, ce qui montre que la restriction de (Xt) a4 K n'est pas

bornée.

Autres représentations des processus. Soit f la tribu sur ]RK engendrée par

les fonctions coordonnées ; le processus définit une mesure v sur CIRT,"G). Toute-
fois @ contient trés peu d'ensembles mesurables (les ensembles mesurables ne
dépendent que d'un nombre dénombrable de coordonnées) et on voit sans peine que
1'évaluation n'est bornée sur un ensemble A de K><]RT que si la projection de A
sur K est au plus dénombrable. Il n'est pas en général possible d'étendre v 2

la tribu borélienne _rb de ]RT. C'est toutefois le cas si u*CIRT) = 1, au sens que
tout compact de ]l_lT\]RT est négligeable. On pose alors simplement \)(A/\]RT) = u(a)

pour tout borélien A de ]l_lT.

Cette situation est toujours réalisée dans le cas des processus gaussiens r?] I1

est dans ce cas beaucoup plus naturel de considérer la mesure v que la mesure y.

N

On peut donc dans ce cas définir les notions analogues a celles des définitions 1
et 2, et 1'on obtient des notions plus générales. Nous n'avons pas pu caractériser

les notions correspondantes par un théoréme du genre du théoréme 4. Toutefois, nous

avons pu construire des un processus gaussien a covariance continue tel que 1'éva-

[0, ]

luation ne soit bornée sur aucun sous ensemble fermé de [0,1] x R de mesure

positive.
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