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PETITES PERTURBATIONS DE SYSTEMES DYNAMIQUES AVEC REFLEXION

PAR HALIM DOSS ET PIERRE PRIOURET.

Laboratoire de Probabilités, 4, Place Jussteu, Tour 56, 75005 PARIS

Soient D un ouvert connexe régulier de RP et v(x) un champ de vecteurs non

tangents sur 3D ; on considére la solution (xg,ag) de :
t t t
€ _ € € €
Xy = Xte Joo(xs)dBS+ fobe(xs)ds + [

€
v(xs)daS

0

— . . . €
avec xi €D et ai processus croissant continu ne croissant que sur {s ; xSG 3 D}.

On suppose de plus que b€ tend vers b Tlorsque e tend vers 0. I1 s'agit d'ob-
tenir pour A C CX([O,T 1, D), une évaluation asymptotique de P(xf € A). Pour cela,

on construit une fonction 6*(x,v) sur D x RP (voir le th. 4.2), telle que si :
v €A, X(v) = %-J 9*(¢t, ét—b(wt))dt et A(A) = inf(A(¢), v € A),
0
on ait :
O lim 2 e — 2 e -
(0.1) -A(A) < =0 € log P(x~ € A) < 1im €"Tog P(x~ € A) < -A(A).

e>0
Ce résultat donne immédiatement une évaluation asymptotique, lorsque t - 0, de
PX(Et ET) ol (gt,PX) est une diffusion réfléchie sur D dont le générateur

coincide , sur les fonctions h de classe C2 telles que %% =0 sur 9D, avec
un opérateur semi-elliptique L.

On suppose que o et b6 sont lipschitziens bornés mais on ne suppose pas o
non dégénérée. Lorsque o est inversible, ce probléme a &té étudié par Anderson et
Orey. [11.

La méthode de ces auteurs consiste & étendre les estimations de Ventcel-
Freidlin [51] & des E.D.S. dépendant du passé puis & en déduire le résultat. Notre
approche, qui permet de traiter le cas ol o est dégénérée, est différente. Elle
est directement inspirée d'Azencott [2 ].

Elle consiste & montrer que si le mouvement brownien B est prés d'une fonction
réguliére f, le processus x° est prés de g, solution d'une équation différen-
tielle déterministe avec réflexion, ceci avec une grande probabilité ; et, a partir
de 14, a transporter le résultat classique de grandes déviations pour le mouvement
brownien. En particulier si D = Rd et donc 3D = @, on retrouve le cas des E.D.S.
ordinaires.

I. Cas du demi-espace.

+ 1 . -
On note Rp 1'ensemble des (xl,...,xp), X1 =0 ; €= (1,0,...,0).
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On se donne sur R_ un champ de matrices p x d o(x) et des champs de vec-

oo +

teurs bE(x), b(x) vérifiant :

) lo(x)| < M,[b_(x)| <M,|o(x)-0(y)] < K|x-y|,]b_(x)-b_(¥)| < K|x-y|
. be(x) tend uniformément vers b(x) Tlorsque e tend vers 0.

Enfin (Q,Et,E,Bt,P) désigne un mouvement brownien issu de 0 a valeurs Rd.

On considére 1'équation :

€ _ t ¢ t € € . €
(1.2) Xg = xte J[Oo(xs)dBS + Iobs(xs)ds tep.ag s (xt)1 >0
t
et ai processus continu, croissant, at =0 et a. = J 1 (xE)da®.
0 t B S S
0 {xl-O}

I1 est bien connu que, sous les hypothéses (1.1), il y a existence et uni-
cité des solutions de (1.2). Rappelons la construction donnée par Anderson et Orey
[1] : pour w=(w1,...,wp) € C(R+,Rn), on note &w = 81 et I‘w=(w1+r<1)'1,w2,...,u)n)
oil ml(t) = - inf (w)(s) A 0). Alors T vérifie sup IPSm - Psw'] < 2 sup |uw(s)

s<t s<t s<t
- w'(s)] etsi yi est solution de :

t (t
(1.3) yi =x+e foa(rS y5)dB + JObE(I‘S y©)ds,
€ _ € € _ €
ona xg =Ty et ag =&,y .

T .
Maintenant, soit f € C(R+,Rd), absolument continue avec I ]fslzdx <+ © pour
0
tout T > 0, et soient ht et ay les uniques ‘solutions de :

t .
(1.4) h=2+h“wdf;bw9“5+ﬁﬁt;W01>°

t
t
et ag processus croissant, continu, a,= 0 et f l{x =0}(hs)das = 3.
071
On a encore h(t) = Ftk et a(t) = Etk oi k est solution de :
t o
(1.5) k(t) = z + J {o(r_k)f_+ b(I_k)}ds.
0 s /s s
Le but de ce paragraphe est de montrer (on note ||f|13 = sup |f(s)],

(o] USSSV
HFlly = [Ifll7), T >0 étant fixe :

Théoneme 1.1 : Pour tout A,R, p > 0, il existe €gs0s ' > 0 tels que si
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T«
f | f |2ds <A,si e<e,si |z-x|] <r,ona:
0 S 0
Z og P(|[x%h| |5 + |1a%a] |y > o |[eB-F||; < o) < -R.
dém : Compte tenu du caractére lipschitzien des applications TI' et &, il suffit
d'évaluer P(I[ye-kllT >0, ||eB-f||; < a). Posons,

(1.6) ce(s,x) = o(x)?s+ be(x) 3 C(s,x) = o(x);s+ b(x)

et supposons que y° et Kk vérifient :
(t {t

(1.7) yi = X+e J o(Fsye)dBi + J ce(s,Fsye)ds, B® de méme loi que B ;
0 0
e, t .,
(1.8) kt =2z + JO c(s,FQE)ds
alors,

Lemme 1.2 : Pour tout A,R, p > 0, il existe €20 > 0 tels que si
f | f |2ds <A, e<e, |z=x|] <r,ona:
0 S 0

2 log p(| Iye-?IIT> o, |18 |} < a) < -R.

dém : On omettra le e dans B les calculs étant des calculs de lois, e fixé,
et aussi les barres sur y et k ainsi que T dans -1

T .
Lemme 1.3 : Pour tout A,R, p >0, il existe a > 0 tel que si I lfslzds <A et
0

e<l,ona ¢ Tog P( ]|J eo (T y dB, || > p, |]eB]] < a) < -R.

dém : On introduit le partage de [0,T], de pas % : t0= 0, t1= % ,...,tn= T,
P ,Nn . ' . .
et on définit yi par yik si tk <tc< tk+1' Notons que 1'application T

s'étend au fonctions c.a.d. 1.a.g. donc, en particulier, au processus ye’" avec la
méme propriété : [N, w - [w'|| < 2||w-w']].

Alors, pour tout n et vy > 0, {IIJ eo(T y )dB [l >0, ||eB]] < a} c EJVEVE

2° 73

"))dB ||

(-
avec Ep= {||y®- y* "] > v}, Ep= {]1y5- =" | <, IIJ E(O(Fsye)‘ﬂ(f‘S

0
o ) >
> 5 by Ep= {||J0€0(FS)’e n)dB [l >% ,]1eB]] < a}
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Majoration de P(E,) : Comme sur [1y&- y& "

452K2y2, 1'inégalité exponentielle entraine que,

2
1
P(E,) < 2p exp (— e < > exp (—
2 167e4 k%% /2
Majoration de P(E;) : P(||y™- y*"|| > v) = P (
o] eergies 11 >3
<XP(JC(5,I‘y)ds >x )+ I
k=0 L o0 tel 27 k20
t 7k t (t
Mais |J c (sl‘y Yds| =] J I‘y)f ds + I b,
t t It
k k k
donc le premier terme est nul si n >

exponentielle,

n-1 € tk
2 p(l1[ eotryyidsg ||
k=0 t a1
k
si n=> nz(y) et pour tout e <1.

On fixe y puis n comme ci-dessus, alors,

Majoration de P(E3) : On remarque que I‘sy‘?”n

égal par exemple a ui’n = I‘,C y D'ol, sur
k
t n-1
n
|J eo(Cy**MdB_| = e = o(u’") B

o S s k=0 K tent
si a < p/4Mn'

Revenons au Lemme 1.2. On a,

Y - Ky
. €
fsds + Ut

t
€ _ [P
avec Ut = L)eo(lgy)st . D'ou,

€
<v, |le(o(Tgy™)-o(Tyy

-
€

>32(-)<2pnexp(— )
8pMsT

- B |

t t
X-z + Jo(be(l“sye)-be([‘sk)ds + JO(bE(FSk

e |2

<

pour tout e <1,

R ) si vy est bien choisi.

i
t

n-1 € _€,n
u oy -yl > y)

|j (0 gy, ||,

k
AT
(r Y 5

k+1

N

7 )

k+1
1/2
) +

Eyds| <M ( M

S|

ny(y). Par ailleurs, toujours par 1'inégalité

I\J|r—-

R
-7)
€

est constant (en s) sur [ tK, 1:KJr1 [,

IleBl]| < a

< Mno et P(E;) = 0
teat 3

t
)-b(r k))ds + IOO(I‘SyE)-o(FSk))
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£ .
€
IS kgl < Ix-z| + T/[b.-bl| + [[U°]] + K [0(1+|fs} sup 15§ = k,Ids.

.
. 1 .
Par Gronwall, en posant B=K J0(1+!f5|)ds < K(T+(AT) /2), sie< g et|x-z|<r,

[1y*-k[| < & +[]u%]]eB, donc,
PCI1Y"~k[| > o, [1eBI| < a) < P(|JUS]] > 5 €™, ||eB|| <a) et on conclut faci-
lement par le Lemme 1. 3.

Montrons maintenant le théoréme.

On définit P® sur (2,E;) par :

)

T T
dp® _ 1 (e 1 22
(1.9) == exp(E»JO(fs,st) - Egz»fo|fs| ds)

o
=
o
S
»

1
o
'
™|

f, estun (2,P%) mouvement brownien et,

€ t €4 47t t €14 € 5€
(1.10) Yi = xte Ioo(Fsy )dB™ + Jo{o(Fsy )fS+ bE(FSy }ds, P~ p.s.

T
1 -
Soit E={||y€-k||T > o, IIeB-fllT < a}, V&= exp(- = fo(fs’st))’ alors

2
€ A € A A
P(E) < P(V™ > exp —E-) + P(EN (V- <exp— ) <2exp(- — )
€ € 2Ae
+E(L 0 (Fcen A)><2exp(-%2 )+ exp( L ) exp( )
e &2 2he 2¢2 e?
PRS-kl I > oo €8] |7 < )
% 1 R .
On choisit alors X pour que 2 exp(- ———2-) < ?-exp(- — ) puis €gor 0
2Ac €
grace au Lemme 1.2 pour que le 2™ terme soit < % exp(- B? ).
€

Remarque : le zhZongme 1.1 et sa démonstration sont aussi vrais (avec des modifi-
cations d'écriture évidentes) lorsque x® est une diffusion sur RP (cas sans
bord). On retrouve alors le théoreme 2. 4 d'Azencott [2 1. La démonstration ci-dessus
est une adaptation de celle du théoréme d'Azencott qu'on trouve dans Priouret [31.

T L}
Notons $(A) 1'ensemble des f de Co([O,T ],Rd) telles que I Ifslzds <A;
0

et a

¢ de (1.4)

alors, pour tout (z,f) de R+p x U %(A) les solutions ht
A
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existent. De plus,

Pwoposition 1. 4 : L'application (z,f)a—(h,a) € C([0,T 1], RP x R,) est
continue sur R+p x $(A), 3(A) étant muni de la topologie de la convergence uni-
forme sur [0,T].

dem : Soient z >z et f ,fe$(A) telles que |[f -f||; > 0. Notons ke

la solution de (1.5) relative a z, et o
n t n t p n
g K1 < fzezy |+ | 1b(P)-BTkM ds + [ ofrgk)(F= £)as]

t t
n wn n *n
+”JMQH%U§)WSMI<VQJ+KI022M§QH1+HJNS

t . e
+ |J c(FSk)(fs—fg)dsl ; par Gronwall,
0

t 12 <
|[k=k"| | < (]z-2, | + o"(T)rexp K(T+(TAYY2) ou  p"(T) = sup |J o(l‘sk)(fs-fg)dsl.
t<T /0

e
Remarquons que kt est a.c. de dérivée p.p. kt= o(FSk)fS+ b(FSk), donc, pour

Ve
0<u<v<T, |o(k)-o(l k)| <K|F k-T k| <2K sup [k.-k | <2KJ Ik |ds
v u v u i<y © Y u °

et donc la variation totale de SA__,o(FSk) sur [0,T ] est majorée par

T,
2K I |kS|ds donc par une constante C=C(K,T,A).
0
t £ _n n t n
Alors IJOO(I‘Sk)(fS-fS)ds[ < |o(I‘tk)(ft-ft)|+|J0(fs-fs)d(o(l‘sk))|

< (M+C) ||f-fn]|t et donc p"(T) tend vers O avec n.

2. Cas d'un ouvert de RP.

Soit D wun ouvert connexe de RP. on suppose qu'il existe une fonction u de
classe Cé_ (bornée ainsi que ses deux premiéres dérivées) telle que :

(2.1) D={u > 0}, 3D={u=0}, vu(x) # 0 pour tout x € dD.

On considére, sur D, un champ de vecteurs v(x) de classe Cz, vérifiant

(2.2) < Vu(x), v(x) > =8 > 0, pour tout x € 3D.
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Sous ces hypothéses, i1 existe, pour tout x € 3D une carte locale (U,»)
contenant x avec w=(¢1,...,¢p) de classe €2 et UND = {wl >0} et
¢* v = 53—-/¢(x). Une telle carte sera dite canonique au bord.
1
On se donne sur D des champs de matrices pxd o(x) et de vecteurs b(x)

et be(x) vérifiant, pour tout x,y € D :

(2.3) lo(x)] <M, [b(x)| <M, Jo(x)-0(y)| < K|x-y|, [b(x)-b_(¥)| < K|x-y|
' b€ tend vers b uniformément sur D.

On condidére alors 1'équation :

t t t
€ _ ( € € € € € Y
Xy = Xte JOo(xs)dBS+ jobg(xs)ds + Iov(xs)daS ; avec xy €D
(2.4)

€ . . € _ € _ €y, €
a; Pprocessus croissant continu, ag = 0 et ay = JolaD(xS)das.

Sous les hypothéses (2.3), i1 y a existence et unicité des solutions (xE,ae)
de (2.4) et elles sont définies sur R+ (i1 n'y a pas d'explosion). Ceci se montre
en recouvrant D par un systéme de cartes et en construisant de proche en proche

la solution de (2.4) jusqu'a un temps d'explosion t. Mais on a lim ]xi] = 4o
tA1<+o

p.s. d'ol on déduit facilement, les coefficients é&tant bornés, la non-explosion.
L'important pour les calculs est le point suivant. Soit (V,e) une carte cano-
nique au bord et U wun ouvert de D tel que UcCV ; on définit sur RP,

(y) = J(w)*d(w_l(y)), Yy € ¢(U), J(¢) Jjacobien de ¢,
i

) = L5 0 (07 (y)), y €Uy, LS o= 3 ez(Wi)* 00" o+ Vo, b_

oo Qe

€
qu'on prolonge sur tout R en des fonctions lipschitziennes bornées.

€ N n N .
On note alors xt(to,xo), at(to’xo) les solutions de :

t t
€ - n N, VE AL VS e . e
Xg = Xt e jto(xs)dBS+ the(xs)ds tepag,t>t (xt)1 >0

t
e . . e _ ( e Ve _ e
a;y processus croissant continu, ato— 0, Jtl(x1=0) (xs)daS = ay.

Alors pour u < v, on a p.s. sur {xg € U pour tout s € [u,v 1},

€

LVEY _ v "y
olxg) = xs_u(u,¢(x§)), ag - aﬁ = ai_u(u,w(xﬁ)) pour s € [u,v].

T »
Pour f € C([0,T ],Rd), a.c. avec J lfslzds < A, on définit (h comme
0

£23¢)
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comme solution de :

t t

(2.5) ht= z+ Jo{o(hs)fs+b(hs)}ds + jo\)(hs)daS 3 avec ht €D, a, processus
. - t
croissant continu, a = 0 et JolaD(hs)das= 3.

Sous (2.3), on établit facilement 1'existence s?r tout R+ et 1'unicité des
solutions de (2.5). On a donc, en posant 94= o(hs)fs+b(hs),
t t
Vu(hs).v(hs)das.

(2.6) u(ht)—u(z) = J Vu(hs).gS ds + J

0 0

Remarquons que si t_,t, sont tels que h, € 3D, h, € 3D et h, € D si
0’1 t t t
t 0 1
1
t, < t<ty,ona Jt Vu(hs).gS ds = 0 puisque ag est plate sur ]to,t1 [.
0
Fixons t, et soit A = {s ; hS € 3D} et t0= inf(s < t, s € 4), t1= sup(s < t,

s €4) ; évidemment a,= 0 si s<t et as- atl si t) <s<t.De plus,
tl (tl tl t1
0= ft Vu(hs).gsds+ Jt Vu(hs).v(hs)das= [t Vu(hs).gslsD(hs)ds+ Jt Vu(hs).\)(hs)daS
0 0 o

o
Y

car Jt Vu(hs).gS lD(hS)ds = 0 puisque c'est une somme dénombrable sur des in-
0

cursions dans D. On en déduit les formules :

t t
(2.7) ¢ JOVu(hS).v(hS)das= - IOVu(hS).gS.laD(hs)ds

t
( Vu(hs).gs \ ’
=-| —=—= 1 D(hS).ds ou g.= o(h )f+ b(hy).

(2.8) 5
0 vu(hy).v(hy)

at
Compte tenu de (2.2), on en déduit facilement :
Lemme 2.1 : Soient T,A >0 et K un compact et soient (ht’at) les solutions

T »
de (2.5) avec z€ K et J Ifslzds < A, alors :
0

(i) h et g sont absolument continues avec ht et 3 dans L2([0,T 1)
(i1) 11 existe des constantes Cl(T,A,K) et CZ(T,A) telles que :

T
> 2

sup |h.] < C,(T,A,K), ( |h_|“ds < C,(T,A).

w7 b Jo s 2
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On a alors, (xg,ae) et (h,a) désignant les solutions de (2.4) et (2.5),

Théoneme 2.2 : Pour tout T,A,R, p >0 et K compact de DU, il existe €05%s
T, 2
r >0 tels que si J [f |"ds <A, e< €y> [x-z] <r, ze€e K, ona:
0

e? Tog P [1x%h| |} + ||a®al|; > p, ||eB=F||; < @) < -R.

Démonstration : D'aprés le Lemme 2.1, sup }ht| < C=C(T,A,K). On peut construire
t=<T

w» ) telles que :

§ >0, 0<a<B etdes cartes (U1,¢1),...,(Uq q

1) Les Ui sont soit des ouverts de Rp, soit des cartes canoniques

au bord.
2) Les (Ui) recouvrent B(0,C) (boule fermée de centre 0, de rayon C)

3) Pour tout x € D n B(0,C), B(x,8) C U; pour un certain i,

Ty (), (0) =

4) pour tout i et x,y€ Ui’ o < <B.

[x-y|
Soient xl,...,xq €Dn E(O,C) tels que Tes boules B(xj, % ) recouvrent
D n B(0,C) et soit Vj= B(xj, %—). Fixons A,T,R, alors pour tout p, il existe

r(e), eo(p), a(p) telles que si f € $(A), si 0<s<t<T etsi, pour un

certain i, h([s,t])cC Vi, on a, pour tout e < eo(p),

[> S € S R+1
NHXmHt+HaﬂHt>mI@mgﬂiﬁg<rwhﬂw4HT<Mm1<er—?)

Ceci résulte du théoneme 1.1 car compte tenu de 3) et 4) ci-dessus, une telle
probabilité s'évalue dans une carte (Ui,wi) dés que p < % .

B . e 8
Définissons t,= 0, ty= inf(t > tys |ht z| > T )se-oty

s 4= Inf(t >t lht'ht.l
> )senn !
4 t
Comme |h.-h_ | = |[ h dy| < [t-s|1/2 c1/2 it ainsi
ehsl = g dul < [t-s| C5""(T,A) (Lemme 2. 1), on construit ainsi
s
. _ _ 8
une suite ty= 0<...< t,= T avec m<N=N(T,AK) et h([ti, ti+1 ])CVj=B(xj, Vi )

pour un certain j. Alors, P(||x€-h||T+ ||a€-a||T > o, ||eB-f||T < a)

€
< PUL IxEhl+la®al 1y >0, [1eB-Fllp < a) <P LI] [xS-h|+]a®a] 12> 5,
1

||€B-f||T <al

m-1 t.
+ EP(I] [x5-h]+[a"-a Vosp XS b [+[af ca, | <o .o.,||eB-f|]<
i=1 II I I ' Ht'i+1 m-~|)l t-i ti' I t] t]l pm-1+1 HE ”T< o ]7,
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ou Dfp/z, pj+1= inf-(r‘(pj),pj).
Donc posant a=inf(a(p)s...,0(py)) e = inf(e(pl),...,e(pN)),r‘=1'nf(r‘(p1),...,r(pN));
si e < €y |x-z| <r,
R+1
P(I1x®-h] [ + [[a%-al| > o 5 |[eB-f||; < a) < Nexp (- )

I1 suffit alors de choisir e < €, Ppour que Nexp (- R_‘% ) < exp(-

€

mr\Jx
~

Etendons maintenant la proposition 1. 4.

Proposition 2.3 : Pour tout A > 0, 1'application de D x %(A) dans' C([0,T 1,

D x R,) qui & (z,f) associe (h,a) solution de (2.6) est continue, '<\§(A) étant
muni de la topologie de la convergence uniforme.

dem : on conserve les notations de la démonstration du théoreme 2.2. Soit alors
- = _ $ . .
to— 0<...< t= T tels que h([ti’ti+1 ])c VJ.— B(xj, Vi ) pour un certain j.

On note (hn,an) les solutions de (2.5) relatives a z, et fn et on suppose
z >z, [1£"-f] |T > 0 en restant dans &(A). Comme h( tyoty 1) €V , tout un voi-
sinage d'ordre -g de h([ to,t1 1) est inclus dans une carte (UJ.., soj.), on a
(prop. 1. 4), hr,g tend vers ht et a: tend vers a uniformément sur [O,t1 1

alors hn(tl) > h(ty) et h([tl,t2 1) ¢ VJ... et on recommence...

3. Transport des estimations de Ventcel-Freidin

Dans ce paragraphe nous présentons des résultats d'Azencott [2 1 sous une forme

synthétique et bien adaptée & notre situation.
T>0 est fixé, on note '(\.‘0 1'ensemble des applications continues de [0,T]

dans Rd nulles en 0, muni de la topologie de la convergence uniforme. On définit
pour f € %o’

Y

T
(3.1) X(f) = %J |fS|2d5, si f esta.c.; +o sinon.
0

Rappelons que X est s.c.i. sur '(\,'0 et :f(A) = {fe ?:o’ ')\\'(f) < A} compact.
k . s
(Q,Et,E,Bt,P) &tant un brownien a valeurs R issu de 0, nous utiliserons les

deux estimations classiques suivantes :
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(i)  pour tout fe ¥, a>0, lim e’ log P(||eB-F|| < a) >-X(f) unifor-
° =0

mément sur 3(A).

(i1) pour tout fermé F de Oy, Tim e log P(eB € F) <=K(F) = -inf(¥(f),
>0
feF).
Soit (S,8) un espace métrique, C=C([0,T]1,S), d 1la distance usuelle sur C,
C, = {gec, 9" x} 3 on suppose donnés :

1) pour tout x € S, des processus continus, Et adaptés yi(x) avec yz(x)=x,

2) une application B : (z,f) » Bz(f) de S xU $(A) dans CZ, continue sur
A
S x $(A) telle que : pour tout compact K de S, tout A,R, p > 0, il existe
€150 > 0 tels que si f vérifie X(f) <A,si z€K, si §(x,z) <r onait,
pour tout € < € ¢

62 log P(d(ye(x),s

On pose alors, pour g€ C,

) >0, [[eg-fl|; < a) < -R

(3.2) A(g) = inf(X(f); Bg (f)=9),A(A) = inf(X(g),geA),2(A)={g; A(g) < A}.
o}
On a alors,

Poposition 3.1 : X est s.c.i sur C ; &(A) N {g0 € compact} est compact ;

si A(g) < +=, 1'inf est atteint dans (3.2).

Proposition 3.2 : Pour tout compact K de S, A,po,n > 0, il existe €00 ¥ >0

tels que si A(g) <A, 9,= 2 € K, on ait, pour tout x tel que §&(x,z) <r et
€ < N

¢ Tog P [d(y*(x),9) < p1 =>-A(g)-n.

Proposition 3.3 : Soit o (A) = {g ; A(g) <A, 9" x}. Alors pour tout K com-

pact de S,AK,o,n > 0, i1 existe € tel que, si e < €p> X € K, A<A, on ait :

¢? g P(d(y"(x),0,(A)) > p) < -Atn.

Theoneme 3.4 : Pour tout borélien E de Cx> on a,
0
-A(E) < lim_ez log P(y®(x) € E) < Tim €2 log P(y®(x) € E) < -A(E).
e>0 >0

La démonstration de la prop. 3 1 est facile.
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Démonstrnation de La prop. 3.2 :

IT existe f € ,Co telle que ’>\\'(f) <A et Bz(f) = g. On applique 2) ci-dessus

a K,A,p et R=A+n ; on en tire €q5051. De plus, vu (i), i1 existe €, tel que

si e <ey, e? log P(||aB-f||T < a) > -X(f)-n/2. Soit g, < €1A €, tel que

2

e log 2 <% ; alors pour e < e, 8(x,z) < r & P(][eB-F|[; < o) <P(|[eB-Fl|< s
R

d(y*(x),9) > 0)+P(d(y*(x),9) < p) < exp(- =5 ) + P(d(y“(x),g) < p). Donc -x(g)-n/2=
€

-’>\\'(f)-n/2 < €2 log 2 + Max(-R, 52 log P(d(ye(x),g)) < p) ; mais, vu le choix de R,

-1 (9)- % > -R donc le max ne peut étre atteint pour R d'ol Te résultat.

Démonstrhation de La prop. 3.3 :

Soit M=M(x,A) = {h ; d(h,g) = p pour tout g tel que 9= X» A(g) < A}
alors d(h,<I>X(A)) > équivaut & h € M(x,A). On applique 2) ci-dessus a K, A,p

et R = A-n+l ; on en tire €150 I1 existe fl,...,fN € %(A) tels que af(A) C
N N
U B(f.,a) = U ; alors, puisque g.= B.(f;) € @ (A), {eB € U} n {y*(x) e M} C U
1 i ioox X i

{||eB—f].| Iy <o ye(x) e M} c U {||s:B—f1.||T < a, d(yg(x),gi) >p} et donc,
1

P(eB € U, yE(x) € M) < N exp(- EZ ) si e<eg et x€K. Par ailleurs U &tant
€

ferme, pour € < e,, ¢ log P(eB € U%) < -K(U°) + 3

< -A +% . D'ol pour € < €1052°

N

P(y(x) € M) < P(cB € US) + N exp(- Ry ) < exp(- Ay + Ty ) 4+ Nexn(- 55 ) <
€ 2¢

€ €

exp(- —A—Z +—2— ). (exp(- _12 ) + N exp(- lZ )) - Vu le choix de R- < exp(- AZ + 12 ),
€ € 2e € € €
Si e<ey. Ici e deépend de A ; mais soit kK tel que kn <& < (k+l)n ; on
peut choisir e, tel aue P(y*(x) € M(x,kn)) < exp(- K43, kel,2,.. K. Alors
e e

pour kn < A < (k+1)n, M(x,A) C M(x,kn) et P(y(x) € M(x,A)) < P(y“(x) € M(x,kn))

2
<exp(-%‘-+%)<exp(——é+—2—).
€ € € €

Démonstrnation du théoneme 3. 4 :

La prop. 3.2 entraine immédiatement 1'inégalité de gauche. Supposons donc E

fermé et soit 0 < A < inf(A(g) 3 g€ E) - si A(E) =0, il n'y a rien @ montrer.
Alors E et <I>X(A) sont disjoints et <I>X(A) compact donc i1 existe p > 0 tel

que d(y“(x), o (A)) =p si y€(x) € E donc (prop. 3.3) Tim 2 log P(y© € E)<-A.
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4. Identification de .

1°"). On considére 1'application, définie pour f € %On (U (A), f> 8, (F) = (h,a)
A -

solutions de (2.5) et on se propose de calculer X(h,a) définie par (3.2).

On peut supposer que h et a sont absolument continues avec des dérivées
dans L7(0,T) sinon, compte tenu des résultats du n°2, Q(h,a) = 4o, J1 existe
donc (prop. 3.1), f avec X(f) < +o  telle que :

(4.1) o(hg)f =k, avec k.= hs-b(hs)-v(hs)laD(hs)as.

Posons, pour x € D, v € RP,
*
(4.2) q (

On montre facilement (on omet x qui est fixé dans le lemme),

x,v) = Inf {|w|2; o(x)w=v} ; = + si {...} = Q.

Lemme : Soit q(v) = < v,oc*v > et q*(v) = sup {< 2t,v > - g(tv)}. Alors
q*(v) <+0 s5.5.1 vE€Imo et, pour veE Imo, goit W= o*(pI+oo*)-1v, wp tend
vers w Tlorsque p > 0 et ona ow=v et ]w|2= q*(v) = inf {|w'|2, ow'=v}.

Soit ' = {(x,v) ; x€D, ve Rp H q*(x,v) < 4o}, T est borélien ainsi que

la fonction, définie pour (x,v) €T, e(x,v) = 1im o*(x) [pI+o(X)c*(x) ]_lv et
p>0

ona o(x)e(x,v) =v et o(x)w=v entraine |w| > |o(x,v)].

Remarquons enfin que q*(x,v) est s.c.i du couple et que si oo*(x) est
inversible q*(x,v) =< v,(oo‘)_l(x)v >,

Vu (4.1), (ht’kt) €T ppen t. Soit donc, Uy telle que U= 0 et p.p.

L] L] ')
Ug= w(ht,kt) et soit v, tel que (h,a) = Bx(v) ;0N a o(ht)ut= kt= O(ht)vt et
donc Iﬁtl < ]vt| pp en t. En particulier pour v=f ce qui entraine que

1

T T
o) .
%(u) < 4o et %(u) < %(v) ; donc A(h,a) = %»f |utl2dt = ?-J q*(ht,kt)dt. En
0 0

résume,
Proposition 4.1 : La fonctionnelle de Cramer relative i (xg,ae) solution de
(2.3) est

T
A 1 ('« . .
(4.3)  A(ha) = Joq (hyshg=b(hy)= v(hy )1, (h )3, )dt.

IT suffit alors d'appliquer le th 3 4 pour avoir le résultat de grandes dé-
viations cherché.

e\ nx . . .
27) Déterminons maintenant la fonctionnelle A définie par (3.2) et 1'application
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f - Bx(f) = h solution de (2.5). Si A(h) < +», i1 existe f avec }(f) < 4o et

T
a ne croissant que sur {s ; h_ € 3D} et vérifiant [ a 21 (h_)ds < +o,
S oS AR

tels qu'on ait (2.6) - voir le n°2. Donc :

T

< 2
mesurable ¢'0,Joas 1yp(hg)ds <40}

(4.4) A(h) = infir(h,a),a = J'aslaD(hs)ds ;o
0

ol ')T(h,a) est donnée par (4.3).

Pour x € 3D et v € Rp, on définit :

(4.5) e*(x,v) = inf q*(x,v-v(x)a).
a0

Soit D+(x,v) la demi-droite {v-v(x)a,a =0} et posons A={(x,v) ; x € 3D,

veRrP, D+(x,v) N Im o(x) # @}. Alors 6*(x,v) < 4o ssi (x,v) € A et deux cas
sont possibles :

(i) D+(x,v) rencontre Im o(x) en un seul point donc pour une seule valeur
de a.
(i) D+(x,v) C Im o(x) ce qui entraine que v et v(x) appartiennent a
Im o(x) et alors o -~ q*(x,v-v(x)a) est un polyndme du second degré en o.
I1 existe donc une application borélienne (unique) w(x,v) de A dans R+
telle que, pour tout (x,v) € A, q*(x,v-v(x)w(x,v)) = e*(x,v). Puisque A(h) < +=,
L ] . _ L] _
(ht,ht-b(ht)) €A ppsur {t; ht € 3D} ; pour de tels t, soit, yt—w(ht,ht b(ht))
qui est positive. Posant kt= ht-b(ht)-v(ht)laD(ht)yt, on voit immédiatement que,

* * » .
ppen t, q (ht’kt) <q (ht,ht-b(ht)-v(ht)laD(ht)at) pour tout o, intervenant

T
dans (4.4) ; en particulier I q*(ht,kt)dt < 4w,
0

Mais, utilisant le 18" et 1a fonction mesurable ¢, si utest telle que uy= 0,

T t
. ¢ 2 . . PR
u,= ¢(ht,kt), Iolusl ds < 4= et si c,= JOYS laD(hs)dS’ le triplet (u,h,c) vérifie

T
(2.5) et le raisonnement du n°2 montre alors que J YSZ laD(hs)ds < +o. L'inf dans
0

(4.4) est bien atteint pour . Donc,

Théoneme 4.2 : La fonctionnelle de Cramer relative a x% solution de (2.3) est :

(T .
A(h) = | € (neop-bln))dt, o :
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(4.6) 6" (x,v) = inf q*(x,v-v(x)alan(x)) , x€D,verP

=0
o
Le théoneme 3.4 donne alors le résultat annoncé dans 1'introduction (0.1).

Remarque : Le théonéme 4.2 généralise les cas suivants :

R - 2
(i) x€ D, o matrice carrée inversible, ei(x,v) = |o 1(x)(v)| ; on retrouve
le résultat de Ventcel-Freidlin [51].
(ii) x € D, o quelconque, 9*(x,v) = q*(x,v), c'est le résultat d'Azencott
el 1,0, .2
* - .
(ii1) x € 3D, 0 matrice carré inversible ; q (x,v) = |6 " (x)v|° et on voit

< o'l(x)v,o_l(x)w >

lo™ (xyw) 2

lorsque o

T * .. —
immédiatement que q (x,v-ow) est minimum pour o =

parcourt R et donc :
1
(

2
X)o(x) >" 1 (o o'l(x)v,o'l(x)V(X) >)

-1 -
(4.7) ei(x,v) - loil(x)VIZ- < 0 T(x)v,0 .
2 +

-1
lo™ (x)v(x)]
C'est le résultat de Anderson-Orey [1].

5. Considérons pour D,o,b vérifiant (2.1), (2.2), (2.3) la solution xt(x) de :

t t t
(5.1) X = X+ Joo(xs)dBS+ Job(xs)ds + fov(xs)daS avec x, €D,

t

a, processus croissant continu, a,= 0, ne croissant que sur {s ; Xg € 3D}.

Soit Py Tla loi de xo(x) sur 1'espace canonique (N,Gt,G,Et), w=C(R+,ﬁ),
Et(w) = w(t), alors (gt,Px) est un processus de Markov dont le générateur coin-
cide sur les fonctions ¢ de classe C2 vérifiant < W,v > =0 sur 3D avec
Ly = % (Vw)*oo*(V¢) + Vo.b. I1 est bien connu qu'un résultat comme le théondme 4.7
permet d'estimer, lTorsuge t - 0, Px(gt € A).

En effet, posant a§ -a ,85=-L3 €

X, =X on a :
s t] . 9
Je €S t et

t t t
€ _ € € € € € | € Iy €
(5.2)  x = x#/e Joo(xu)dBu + Joeb(xu)du + {Ov(xu)dau savec x; €D et a

processus croissant continu ne croissant que sur {s ; xg € oD}. On peut donc appli-
quer le thZon2me 4.2 en observant que PX(Et €A) = P(x} € K) o K={y 3 PoT X,

¢, € A}. Donc si on pose :
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1
. 1 * ’
(5.3)  S(x,y) = inf { ?'Joe (wt,wt)dt 39,7 Xs 017 y)

oi 6 est défini par (4.6) ; on a :

Proposition 51 : -inf S(x,y) < lim t Tog P (g, € A) < Tim t log P (&, € A)

¥E 0
< -inf S(x,y).
yeR

10 1
Exemple : On choisit D = {(xl,xz) X > 0} 5 o(x) =( ), v =( et on

suppose p > 0 (par symétrie, on a le cas od p < 0).
* 2 . .
Alors gq (x,(vl,vz)) = VT osiov,= 0, =40 siovy #0 et

2 . _
. vy si ;1 #*0, v, = 0
(5.4) 8 ((x%p)5(V)5V5))= (Vi=Vo /) st X = 0, vy > 0
4 sinon.

Donc si A(e) < +», on a, p.p, 552 =0 sur {s; wsl #0} et ;52 >0

sur {s ; wsl = 0} et alors,

1 °
(5.5 Ale) =’12J([(*"51)2 1

0 {ws

o 1
+ (¢
1 > 0} S

1. 2)2 1
oS {¢51 IR

Une trajectoire ¢ allant de (xl,xz) a (yl,yz) avec A(¢) < +° ne se
déplace donc que parallélement a X)= 0 tant que Xy > 0 et dans le sens des X5
croissant lorsque x;= 0. Mais une incursion a 1'intérieur avec un A(¢) minimal
va aller de (xl,xz) a (0,x2) pendant [O,t1 ] ; puis de (0,x2) a (O,yz)
pendant [tl,t2 ] - avec nécessairement Yo > X - enfin de (O,yz) a (yl,yz)
pendant [t2,1 1 et sur chacun de ces intervalles ce sera la trajectoire a vitesse

constante qui aura un A(¢) minimum vu la forme (5.5) de A(¢). Cette trajectoire

sera donc de la forme :

X
17 _
ey = f; (t1 s)
, 0<s< t1
2 _
s T X
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1 _
¢ = 0
2 L () -y, (t-s) . ty<s<t
vs = -t 2l YolYy S| 2
11 )
j¢s - e 4 (57t
t, <s<1
2

. 2
b=y

Pour une telle trajectoire,

2
1,1 2 1 Y275 1
A(‘P) = { T:‘l' (Xl) + tZ-tl ( ) ) + l_tz (‘yl)

"
—
-

w| =
<|=

1
Comme pour a,b,c >0, inf {aa+Bb+yc ; o > 0,8 > 0,y > 0, 3

=(/5+/5+/E)2, on a,

1 1 2 .
’Z[X1+ 5 (yz-‘X2)+‘y1 ] st y, > X,

2 .
(5.6)  S((xqs%5)5(¥15¥5))= %-lxl'yl ] St Y2 =%

400 si Yy < X,

6. Une autre application de ces résultats est la suivante. On se place toujours
sous les hypothéses du n°2. Pour x € D, on note g(x) = o(x)ot(x) = (gij(x) H
1<i1,j<p). Soit (VE)E20 une famille d'applications continues de D dans R

telle que V. — V, uniformément et vhe L™(D).

>0 °
Supposons que, pour tout e > 0, il existe une fonction we(t,x) continue
sur [0,T] x D, de classe cl:2 sur 10,T[ xD et vérifiant :

, 2

p 2
3
i € 3t l})(t,x)= 32' ; §=1 g1J(X) BX?.B—t_j(t’x)+€ /E(

b
20

\ X) g% (t,x)+V€(x)w(t,x)
J J
(6.1)) (t,x) €10,TIx D
V< VU(£.X),0(x) > = 0, (t,x) €10,T 1x aD
P(0,x) = f(x) , xe€D;
ceci pour une donnée initiale f continue et bornée sur D.

On notera wef(t,x) la solution de (6.1). Evidemment 1'existence d'une telle
fonction demande certaines hypothéses de non dégénérescence de o et éventuellement
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de compacité sur D. On montre alors facilement, grdce & la Formule de Itd, que :

t
(6.2) wef(t,x) = E {f(x{e’x)exp( IO é-VE(xge’X)ds)} H

Ve, X

Xt étant la solution de (2.4) ol on a remplacé e par Ve.

On définit une application GX de CX([O,T 1,D) dans R par la formule

T
ex(h) = JOVO(h(s))ds. Soit :

(6.3)  S(T,x) = sup {6,(h)-A(h) 5 h € C ([0,T1),D)}

ol A est la fonctionnelle de Cramer donnée par le théoneme 4.2.

Les résultats de Varadhan [4 1 joints aux estimations de grandes déviations
(0.1) montrent alors que :

(1) Time Tog y '(T.x) = S(T»x)
>0

ii si dans (6.3) le sup est atteint en un point unique hT’X alors
(i) P P

wef(TsX)

Tim - £(h¥(T)).

>0 ws (T,x)
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