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SUR UN THEOREME DE TALAGRAND

par ABOULAÏCH Rajae et STRICKER Christophe

Nous nous proposons de donner quelques conséquences d’un remarquable

théorème de Talagrand [6] concernant les mesures à valeurs dans t’espace vecto-

riel topologique des variables aléatoires p. s. finies, muni de la topologie de la

convergence en probabi I ité,

Soit t ) un espace probabilisé complet muni d’une filtration

(Ft)t  ~ vérifiant les conditions habituelles, Cette note est essentiellement con-
sacrée au résultat suivant qui, dans le cas déterministe où 0 n’a qu’un seul point,

s e confond avec le théorème de Vitali i - Hahn - Saks pour les mesures de Radon

sur IR+ : :

THEOREME 1 : Soit (xn) une suite de semimartingales jusqu’à l’infini. On suppo-
se que pour tout ensemble prévisible A, , la suite . ~ l A dXn converge
en probabilité vers une variable aléatoire J(A). , Il 1 existe alors une semimartingale

jusqu’à t’infini X telle que, pour tout ensemble prévisible A , la suite . 

converge en probabi I ité vers . X)~,
Compte tenu du théorème de Talagrand, on pourrait donner une démonstra-

tion directe et rapide de ce théorème grâce aux travaux de Bichteler et

Drewnowski [2]. ~ Toutefois nous préférons utiliser des outils plus familiers aux

lecteurs de ce séminaire et par souci de complétude nous détaillerons les différen-
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tes étapes de la démonstration. Pour démontrer que J est une mesure, nous au-

rons besoin d’un lemme auxiliaire analogue au lemme 1 d’Emery [3]. , Il existe

une loi Q équivalente à P telle que toutes les semimartingales X appartiennent

à l’espace norme : autrement dit, pour la loi Q , X est spéciale de décom-

position canonique X = M + A , , M appartenant à t’espace vectoriel m des mar-

tingales de carré intégrable muni de la norme = E[Mn, Mn]co. , A~ apparte-

nant à t’espace vectoriel G des processus à variation intégrable muni de la norme

. P désigne la tribu quotient de la tribu prévisible P par la

relation d’équivalence : A ~ B si et seulement s pour tout n , 1 . . X". .

On pose :

~Xn~ = ~Mn~m + ~An~G,

d(A , B) 
n n t 1 ) 

pour tout A, BEP,

n = (~. X~)~ pour tout A 6 ?, ,

J(A) = lim Jn(A)
, la 1 imite étant prise en probabil ité.

noo

On désigne par L~ t’espace vectoriel topologique des var iabl es aléatoires p. s.

finies, muni de la topologie de la convergence en probabilité avec la quasinorme

~u~L°=E[1^|u|] .

LEMME t. , d est une distance sur P pour laquelle P est complet. Les applica-

tions J de P dans L sont continues pour tout n et J est aussi continue.

Démonstration. d est évidemment une distance sur P. . Si ( B n ) est une suite de



308

Cauchy pour d, , c’est aussi une suite de Cauchy dans

L n 
| dAn| dQ .’ 

n 2n 1 + n 2n~ 1 + 
Donc (1Bn) converge dans L (... (... ) vers l’indicatrice d’un ensemble pré-
n 

-

visible B. Par conséquent ~B ~ converge aussi vers B dans P. Les applications
Jn sont l ipschitziennes, donc continues. I f en résulte que J admet aussi i un point

de continuité. Comme J est additive, on vérifie aisément que J est continue par-

tout.

Nous abordons maintenant la deuxième étape de notre démonstration du

théorème 1. .

LEMME 2. J est une mesure sur n, ~~ à valeurs dans L°, .

Démonstration, J est évidemment une mesure additive. D ’après le lemme 1 si

A est une suite dlensembles prévisibles de limite A, , J(Ak) tend vers J(A)

dans L o. . Donc J est aussi i c-additive.

Enonçons maintenant le théorème de Talagrand [6] :

THEOREME 2 : : Soit une mesure sur un espace mesurable (E ~’) à valeurs

dans L°. Alors ~, est bornée. De plus il existe une loi Q’ équivalente à P, , de

densité bornée, telle que ~, soit une mesure à valeurs dans L (Q ). ..

Pour tout t, ’ on pose Xt= J([O, t]). . Ceci définit à modification près un

processus adapté X tel que, pour tout ensemble prévisible élémentaire H, ,

J(H) _ ~ 1 dX. ~ D’après le théorème 2, sup E~ ~J(H)~2 est fini, si bien que X
o ’’ H

est une quasimartingale continue à droite en probabilité d’après le lemme 1. . Or la
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démonstration du théorème t, 5, de [5] montre qu’une quasimartingale continue à

droite en probabilité admet une version continue à droite. Ainsi après le choix de

la bonne version, X est une semimartingale et l’égalité J(H) = J 1 dX a lieu
pour tout ensemble prévisible élémentaire H. . Par classe monotone, on obtient

l’égal ité J(H) = ~o 1H dX pour tout ensemble prévisible H et le théorème 1 est

démontré.

REMARQUES.

1) ) Si on suppose que les semimartingales (xn) appartiennent à gl et si on rem-

place dans les hypothèses du théorème 1 la convergence dans L° par la conver-

gence dans L , , on peut montrer que (H. xn)oo converge dans L~ 1 vers (H. x)
pour tout processus prévisible borné H. . A-t-on dans le cas L° un résultat

analogue ?

2) Le théorème de Talagrand permet aussi d’améliorer un peu la caractérisation

des semimartingales donnée par Métivier, Pellaumail, Bichteler et Dellacherie

(voir par exemple : : Probabilités et Potentiel de C. Dellacherie et P. A. Meyer,

chapitre V à VIII) : : Soit X un processus continu à droite et adapté. Alors X est

une semimartingale jusqu’à l’infini si et seulement s’il existe une mesure m sur

(IR+ x ~1, 6~~ à valeurs dans L° tel le que pour tout couple (u , v) avec 0  u  v

et tout A E Fu , m(Ax ]u,v]) = 
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