PIERRE VALLOIS

Le probleme de Skorokhod sur R : une approche
avec le temps local

Séminaire de probabilités (Strasbourg), tome 17 (1983), p. 227-239
<http://www.numdam.org/item?id=SPS_1983__17__ 227 0>

© Springer-Verlag, Berlin Heidelberg New York, 1983, tous droits réservés.

L’acces aux archives du séminaire de probabilités (Strasbourg) (http:/portail.
mathdoc.fr/'SemProba/) implique I’accord avec les conditions générales d’utili-
sation (http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisation commerciale ou im-
pression systématique est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou im-
pression de ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

‘NuMDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=SPS_1983__17__227_0
http://portail.mathdoc.fr/SemProba/
http://portail.mathdoc.fr/SemProba/
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

LE PROBLEME DE SKOROKHOD SUR IR :

UNE APPROCHE AVEC LE TEMPS LOCAL

Pienne VALLOIS

1.~ INTRODUCTION

désigne, dans tout ce travail, un mouvement brownien sur R, issu
def

(Xt)t eR

de 0, (L) " son temps local en O, S sup X , et U une mesure de probabi-
t te{R+ t s<t s
1lité sur R. Lorsque u vérifie J |x| du(x) < + o et I x du(x) = 0, Azéma et Yor
def
ont introduit ([1],02]) le temps d'arrét Tu = inf (t }St > Yu(Xt) =

inf {t |¢u(St) > Xt}’ ol Wu est la fonction "barycentre" de p et Qu son inverse

continue 3 droite, et ont montré que X, a pour loi u ; si de plus

T

2 2 M 2
| x| “du(x) < + «, alors E(Tu) = E(XT ) = | x“du(x).
def
Jeulin et Yor ([3]) ont &tudié les temps d'arrét Th’k = inf {t IXZh(Lt) +
X;k(Lt) = 1}, ce qui, compte tenu de 1'équivalence en loi des processus

(St - Xt’ St) et (IXtI’Lt) généralise 1'étude faite par Azéma et Yor.

La construction d'Azéma-Yor est tr&s asymétrique : les grandes valeurs de
(St) y jouent un rdle privilégié. L'objet de notre travail est de donner, dans le
cadre de [3], une construction plus symétrique pour laquelle le résultat suivant

sera vrai : lorsque u({0})> 0 , S, est intégrable si et seulement si :

T

dx < + o, et f|x| du(x) < + o (avec

o - +
p (X-p (%) -
,[o x T "ot (0}

p+(x) = I t du(t) et p_(x) = - L} t du(t), x > 0).
{o,x] X,0]

2.- RAPPELS DES RESULTATS DE L'ARTICLE DE JEULIN et YOR

. + . . P - *
a) Soient h' et h deux fonctions boréliennes de ‘R+, a valeurs dans R4

sur [0,8[ et nulles sur [§,+ o[, 0 < § < + o et vérifiant :



228

o1
(2.1) ¥x, 0<xc<3§6, J G-: +—)(u) du < + @
o h h
1 1 . 1
(2.2) (—; +—)(u) du = + (avec la convetition — = + ®),
o h h 0
def "
On note T, = inf{t | L, = x} pour x > 0, et T=TgA (inf{t>0; X:=h+(Lt) ou

X; = h—(Lt)}) (avec la convention inf(@) = + ),
b) On peut donner une traduction géométrique de T :
- WVr ¢ R oz
x:R«(x) *= (&)

- - o> =]

e = = - - -

fs e e > > - -

— . —

I Xe
e i1z . . X
_fen pointillé : une trajectoire de (X;,L;; t<T)]
¢) La loi de XT est domnée :
PR
(2.3) E(f(XT)) =f(0) exp -3 J (——;+-—_—) (t)dt +
o h n
1 (8 £(h' () . £(-h"(x)) 1 X1
+ 5 dx { " + — } exp—fJ (—++-—:)(u)du
o h (%) h (%) oh h
pour toute fonction f borélienne, positive.
On dispose aussi de la loi du couple (XT,T)
2 1 § + _
(2.4) E[f(XT) exp - %— T] = £(0) exp -5 I p(coth(ph (x)) + coth(ph (x))dx
o

S + - X
+ RI dxr {: f(h (%)) + £(-h(x)) } exp —BJ (coth(ph+(s) + coth(ph_(s))ds]

2, sh(ph*(x))  sh(ph™(x)) 2,

pour toute fonction f borélienne positive et tout réel p.
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3.~ RESOLUTION DU PROBLEME DE SKOROKHOD

a) Soit u+ la restriction de | a R+. Si XT a pour loi u et si 1l'on fait
les hypothéses simplificatrices suivantes : u(0) = 0O, h* continue 3 droite et
strictement croissante, en notant A" 1'inverse continue 2 droite de h' et en
prenant f fonction borélienne de R, dans R+, d'aprés (2.3), il existe
£(h' (x))

h* (%)

o: R,_-R,_ telle que : f £(x) dut(x) = I #(x) dx =

[ ~ ~ ~
= J Eé;l ¢(h+(x)) dh+(x) ; on en déduit que Wt vérifie 1'équation
dg+(x) = ¢(E+(x)) d [I t du+(t)] , ce qui met en évidence ﬁ+ (et non h+) et
- [o,x]
suggére de poser h+(x) = F( J t du(t)).
[o,x]

NOTATIONS :

I I T R MK OB MR Ry o

[o,t] [-t,o]

~
. si f est une fonction croissante et continue 3 droite, on note f son inverse

continue 3 droite.

THEOREME 3.1 : Il existe §, O < § < + » et une fonction F définie sur [0,+ o]

a valeurs dans [0,+~], finie sur [0,8[ , tels que si 1l'on pose ﬁ+ = B+'o? et

h” =3 oF sur [0,6[, h' = h™ = 0 sur [§,+w[ et T & ToA (inf {t>0 | X, =h' (L)
ou Xt =h (Lt)j), alors XT a pour loi y.
+ -
p=) g * p{=) g¢
Démonstration : On remarque que J s = u( R*) et J — = p( R*) 5
o o (v) o b (1)
on peut alors définir la fonction ) :
£ 1
A(t) =1 - J (= + — ) ds pour 0 < t < a
°o B () P (s) °
(3.2)
A(t) = u({oh) pour a_ < t < +w
A est continue sur R+.
Notons F la fonction définie sur [0,+«] dans [0,+®] par :
* 2 du
Yy pour X € [O,ao[
F(x) =¢{ + » pour x € [ao,+ ©7 si u{o}) = o

[)
2du<+oo N :
. ) pour x € [ao,+ o1 si p({o}) > o
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F est croissante sur [0,+®], strictement croissante, continue et dérivable

sur LO,ao[ .

On introduit les deux fonctions H' et H™ définies par :
+ + - -
(3.3) H (x) = F(p (x)) et H (x) = F(p (x)) pour tout x de ]R+.
Nous pouvons & présent définir les deux fonctions h' et b~ :

(3.4) * si p(10}) = o, on note nt = ﬁ+ et h = ﬁ_, et on prend § = +»,

* si u({0}) > 0, on pose § = F(ao) <+, Wt =8 et h =

sur [0,8[, et h+ =h =0 sur [§,+>[.

Pour montrer que XT a pour loi y, nous procédons en quatre lemmes. Le pre-

s . PR . + -
mier permet de simplifier les expressions de h et h :

LEMME (3.5) : Pour tout x de R+, on a : h+(x) = S+(‘i?"(x)) et h_(x) =IZ)~(F(X))

Démonstration : Il suffit bien siir d'établir 1la preuiiére formule. Soit x ¢ R,.

1) si x < H+(+°°) = F(p+(°°)) < F(ao), alors x < F(ao), et donc x = F(F(x)).
Mais, h'(x) = H'(x) = inf {t|H'(t) > x} = inf {t | F(p (£)) > F(F(x))}=

= inf {t| ot () > F®)} ,
d'oii h+(x) = ’5+(‘I\?’(X))-

2) si x > H+(~0°°), alors F(x) > p+(+-x>), et donc E*(’ﬁ(x) = 4 © = ﬁ+(x) = h+(X).

Le lemme (3.5) permet de montrer le résultat intermédiaire suivant :

LEMME (3.6) : Si x est un réel positif, x < F(ao), on pose
(x 1
B(x) = J T+ =
o h(t) h (t)

) dt, alors B(x) = - 2 log[)\(F(x))] .

. + - e ..
Gracde 3 ce résultat, les fonctions h et h vérifient les deux conditions

(2.1) et (2.2) nécessaires pour la définition de T :

X
1 1

LEMME (3.7) : Pour tout x de R,, X < §, on aJ (= + D (Wdu < += et
o h h

= 1 1 _
J (+—2)(u) du =+,
o h h

Enfin, on a le :

LEMME (3.8) : Si f est bor&liemme positive, on a E(f(XT)) =J f(x) du(x).
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S +
t
Démonstration : Notons I, = l M exp - &dt et
—_— 1 2 o h+(t) 2

8 _
! J f(=h (1)) o _ B(O) 4
5 — - exp - ——dt
2 2, h(t) 2

en utilisant successivement les lemmes (3.5), (3.6) et la définition de F :

pt (@) o~ o' @ g~
I =_1.J’ £p(t)) A(t) dF(t) = J f(p(t)) dt =

-4 ¢ § [ o ao
o P o B Jo, sl

On obtient de méme 12 = f(t) du(t), mais d'aprés (3.6), u({0}) est donnée

J]--°°,o[

—

§
par u({0}) = exp - 7[ & + D (D).
o h h

QUELQUES EXEMPLES

Exemple_1 : u(dx) = 1 (x) dx, o >0 ; alors, H+(x) =H (x) =

-------- " % 0,03
=-x-albg(l -g—) (dans [1], les formules obtenues pour cette loi sont plus sim-

ples).

Exemple 2: u(dx) = 0.63 ¥ (1-0) Gb 3 0<o< 1, aethb réels, a < b. On distin-
gue :

1) a-= ;alors,T=inf{t|Xt=a};

2) 0<a<bj;0<ac<l,

Si 0 <a<betsic=-2alog (l-qa), alors sur [O,Tc[, T = inf {t |Xt = a}et
sur [Tc,+°°[,T = inf {t | X = b} .

Sia=0<betc=—2bloga,alorsT=inf{tIXt=b}AT.
c

3), a<0<b;0<qa<]l

2ab aa + (1 -a)b
b-a log ( a

) si aa+(l-a)b=‘[xdu(x) <0

en notant c =

2ab log (a—a—"-'—é]——a)ll) si J x du(x) >0 .
b-a

Si J x du(x) < 0, alors, sur [0,T.[, T = inf {t | Xt = a ou Xt = b} et sur
[Tc,+oo[,T = inf {t|Xt = a} ; si J x du(x) > 0, il suffit de changer a en b et

b en a.

d d
Exemple 3 : u(dx) = A[l{XZaJ X—; + l{}L<"b} x—,j] avec a > 0, b > 0 et A réel véri-

fiant A(% + %) = 1. Alors
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) = X “(x) = X
h(x)—a(l+2A et h (x) b(I+2A.

Exemple 4 : u(dx) = -l? exp - Al-zz{—l» dx, alors h+(x) = h_(x) = avx .
a a

4 .- QUELQUES QUESTIONS D'INTEGRABILITE

Rappelons que U est une mesure de probabilité sur R, et T le temps d'ar-

rét défini par le théoréme (3.1).

a) Uniforme intégrabilité de (X_ )

tAT te ]R+
On se propose ici de donner une condition nécessaire et suffisante portant
sur U pour que (xtAT) te R soit uniformément intégrable. Lorsque la loi p est sy-
+

métrique et ne charge pas 0, la condition cherchée est trés simple a &tablir ;

nous obtenons :

PROPOSITION (4.1) : Si u est une loi symétrique : ¥ xe R,, u[0,x] = uf-x,0]

et p({0}) = 0; alors les assertions suivantes sont équivalentes :

; AT
(CORNNNC S R, appartient 3 H ;
23 . P . = 1 .
(ii) (Xt/\T)te R, est uniformément intégrable ;

f
(iii) J lx| du(x) < + =,

Démonstration : Il suffit bien slir de prouver iii) ==> ii). Mais si
T - -

|x[ dp(x) < + ©, | étant symétrique, on a p+(°°) =p (o) et nt = n ; de plus,
p({o}) =0, donc ¥ s, s < T, |Xsl < h+(LS) < h+(LT)

loi y et |xl dp(x) < + », alors i) est réalisé.

|XT| H XT admettant pour

Si | n'est pas symétrique, on procdde par approximation ; d'aprés la défi-

nition de T, on a le :

f
LEMME (4.2) : Si y est une mesure 3 support compact vérifiant J x du(x) =0,

est une martingale bornée.
alors (X, p)¢. R, &

f f
Remarque (4.3) Si p vérifie J |x| du(x)< + et | x du (x) = 0, et n'est pas 3
support compact, par exemple sur ]R+, alors pour tout n de N, il existe €

- + -
réel positif tel que p (En_) <p @ <p (En)-

Définissons & présent une suite de mesures Uy qui approxime y :
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=

LEMME (4.4) : Soit p vérifiant { |x| du(x) < + = et I x du(x) = 0. Si W est 3

* .
support compact, on pose un = U pour tout n EE. [N, sinon on peut supposer par

P + -
exemple que ul R n'est pas 3 support compact. On définit Kn et Kn par :
+

K'(x) =h'(x) et K (x) =h (x) pour x e [0, (a)[ , K (x) =K_(x) =0

: - +
pour Xx e [H+(n—),+oo [ ; on note dn = H+(n—) (les fonctions h+, h , H étant

relatives 3 p). Alors :

1°. 1les fonctions K; et K; et le réel Gn vérifient les conditions (2.1) et (2.2),

P N . A +
On note Tn le temps d'arrét défini par Tn = 1nf(T,Td ) (il est associé 3 Kn et

- . n
Kn) et la loi de XTn.

2°. (T)

) ne N* &st une suite croissante de temps d'arrét qui converge vers T.
€

f
3°. pour tout n de N*, Wy est 3 support compact et J X dun(x) = 0.

~

Grice au lemme précédent, on a, a& 1l'aide du principe de démonstration du

théoréme (3.4) de [17 :

PROPOSITION (4.5) : La martingale (X est uniformément intégrable si et

tAT)te'R+
seulement si : J |x| du(x) < + o et | x du(x) = o.

¢
PROPOSITION (4.6) : Si u vérifie les conditionms J [x] du(x) < + e_t:J x du(x) =0,
alors E(X%) = E(T).

Démonstration : Il suffit en effet de remarquer que, si f est bor&lienne, £(0) =0,

on a : E(f(XT ) = E(f(XT)]{L <5 })ou (Tn) est défini en (4.4), 1°), et donc :
n T "n

lim E(f(XT )) = lim J f(x) dpn(x) = J f(x) du(x).
n>+ ® n n-s>+

| por
=1

b) Appartenance de (XtAT)te R,

Soit St le processus défini par S_ = sup X . Afin de mettre en &vidence le
= P = <t P ~ . .
caractdre symétrique de notre &tude, donnofis une condition nécessaire et suffi-

sante portant sur y pour que S_ soit intégrable :

T

PROPOSITION (4.7) : Les assertions suivantes sont équivalentes :

1) EGD <+
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i) (EX) s E(XD et EL(X log" (X)] <+ = si u({o}) >0

L R € M M €
s + | 220y, axcee giouoh - o,
° {p x)sp (0}
def
Démonstration : D'aprés [3], si R = sup {s|s<T, X, = 0}, on remarque que :
ot + _ + _ +
ST = XT sur {XT > 0}, ST = SR sur {XT < 0} et ST = ST sur {XT = 0} et on peut

$

alors expliciter la loi de ST H

p f8

1
E£(5, )1 du +E[£(S,, )1
2], (o) ( Tu) {TusT}] u+ELE(C TG) {T6=T}]'

(4.8)  E[£(5p) =[ f(x) dp(x) +
o

pour toute fonction f borélienne de R, dans R+.

Introduisons les notations suivantes :

(4.9) o(u,x) = P(STu < x, Tu < T) avec ue -§+, u<éd§, xe R+

8
g, (0 = H L DF) - a0 dx
o h (u)

en appliquant la formule (4.8) avec f = , puis le lemme (3.6), il vient :
[

l[x,«»
(4.10) P(S; 2 x) = ulx,+ [+ g, (x) + u({oh) - a(s,x) .

Remarque : Si E(S'I‘) < + =, alors E(X,-r') = p—(OO) < E(X;) = p+(co) <+ oo, si
E(ST) < + o, Sachant que Xt - % Lt est une martingale locale continue, et que

+
de plus : Xt < ST pour tout t ¢ [0,T], et E(ST) < + o, il vient, en localisant :

+ 1 o
E(XT) =3 E(LT) < E(ST) <+ oo,

. . . - _ 1 .
Mais en raisonnant cette fois avec Xt -y Lt:’ en localisant & nouveau, et en ap-

. . - 1 +
pliquant le lemme de Fatou, on obtient : E(XT) < 7 E(LT) = E(XT).

On supposera dans la suite de la démonstration p (®) < p+(°°) <+ o,

Le lemme suivant nous donne 1l'expression de a(u,x) :

LEMME (4.11) : Pour tout u, uei+ , u<dé , et tout x de ]R+, on a :

1 (¢ 1 1
a(u,x) = P(S <x, T <T) = exp - 5 ( (——— +
T u °

u n(ax  hT(b)

) dt



235

+ - -
Démonstration : Soit u e [0,8]; notons h:(t) =h (t) Ax et h](t) = h (t) pour
t <u et h;(t) = h;(t) =0 pour t > u. (les fonctions h+ et h étant relatives

. +
a ). On introduit le temps d'arrét T; = inf {t |t 20, X: = hl(LT) ou
X, = hl(LT)} ATy Alors, {STu < x} n{Tu < T} = {XT.l = 0}. Il suffit maintenant
d'appliquer la formule (4.1) de [3] et (4.9).

- - +

On constate que pour u € [0,H+(x) AH (x)[,on a:h (u <x, h (u) <xet

a(u,x) = A(ﬁ(u)) ; en utilisant le lemme (3.5),on peut modifier g *

a

r °
(4.12) g = | L (1 - exp - b(£,®) dt, avec
+ p (t)
p (x)
t
1 1 ds
b(t)x) =1 + ('— - )
x o~ A(s)
(e" ) ) vy ¥ BT
3
Remarque (4.13) : Puisque o (®) < p+(m) < + o, j -:%———dt = ufx,+o[ et
+ p (t)
ao p (%)
— dt = pl-»,x] sont intégrables par rapport a (l]R dx) .
p-(x) P () +

a - p" (%)

LEMME (4.14) : Soit ¢ la fonction définie par : ¢(x) = si p({o}) > O,

= +
d(x) = Lo (0 ‘xp (x) JvO si u({0}) = 0. Alors,il existe c,0 < ¢ <7, tel que

pour tout x, X 2 1

X

—

c ot - 22(x,| 2% < PGSy > ®) <000 + 2 B(IXy[ 2 W)

Démonstration du lemme (4.14) : D'aprés (4.12), (4.13), et en notant

(o]

8, (x) =J ( +1 + _l )(1 - exp - b(t,x)) dt, on a :
ot P () 7 (0

(4.15) gy (¥) = ulx,+ [ <g (x) < g,(x)

! + ——l——)) et en remarquant que

~t ~
() B M
A(ao), il vient :

~(

En intégrant g, par parties avec A'(t)

A(ao) exp - bla ,x) = a(s,x) et p({o})
a
° 1

g,(0) + u({o}) - a8, = J d -

- — ) exp - b(t,x) dt.

re)) b (t)

Si 1'on utilise (4.10), (4.15) et (4.13), on obtient les inégalités :
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(10.16) g3(x) - u[x,+ o < P(ST > X) < g3(x) + u[x’+ o , avec :
1 (o
4.17) g3(x = — J exp - b(t,x) dt
L
p (%)

Nous distinguerons deux cas :

Mais A(t) = p({0}) ; pour x > |l et t 2 p+(x), il suffit alors de remarquer :

t a
1 ds 1 + [¢)
b(t,x) < - . < (t - p (x)) < <
p+(x) x ° A(s) xu(00) u(fon
2°.- u({o}) =0
+ _ def rao d
Soit t, t 2 p (x) v p (%), Al(t) = pl=»,-x] + J +S , on a successive-
t B (s)
t 11 ds
ment : A(t) < )\l(t) et b(t,x) > [ et ) , on en déduit

ot (x)vp (%) B () A ()
) a
j o

1 + - 1 ds
X . _ exp - b(t,x)dts)\l(p &)vp (x))[1 -exp-— J . _ )‘l(s)]

p (x)vp (x) p (®)vp (x)

+ -
A @ ve ) 5
en utilisant de plus la remarque (4.13), il vient :
(4.18) g, (x) < g4(x) < g, (x) + pl=w,~x] + ulx,+=[ , avec
. p ()
(4.19) g, (x) = 1 _ J - b d
{D+(x)<p (x)} p+(x) exp (t,x) dt
Mais la définition de g, prouve :
4200 g szl _ (g =p )= 0.
{p (N<p ()}
+ - - def -

Soit t e [p (¥),p (0], alors  (t) < x, At) 2 A () = Alp (x)) +

P 1 t 1 1, dt 2 1t ds
+ J (; + ~+( )) ds et b(t,x) < ol (t))W =3 J . )\2 )

t p s (x) p (x)

Ay (0" (x))
- log [W] ; en intégrant, on obtient :
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) ICNEN NI I
(4.21) ; J . exp - b(t,x)dt > 5 (]—exp-—;J . X;TESJ .
p (%) p (%)

p_(x) ds p_(x) 1 1 ds

= (——

Mais log(kz(p+(x))) —log(Az(p_(X)))"%J

X, (s) o Y < 0,
oty 2 Yot PG 2
donc :
+ 2 fp—(x) ds - -
(4.22) Az(p (x))exp—(;—J . X;?ET) sAz(p (x)) = A(p (%)) <ulx,+o[ +py J—»,-x] .
o (%)

En remarquant que Az(p+(x)) > %(p—(x)-p+(x)) =¢(x), et en utilisant (4.22),
(4.21) et (4.19), on montre g4(x) > % [6(x) - uly | |y| 2 x)]. Grate 3 (4.18),
(4.20) et (4.16), il vient :

3 6() -2 2w < P(Sp 2 %) < 600 + 2 B([x ] 20

ce qui achéve les démonstrations du lemme (4.14), et de la proposition 4.7,

en utilisant (4.14) et 3 nouveau (4.13).

L'énoncé suivant donne une caracté@risation de 1'appartenance 3 H1 de
X :
( r/\T)te]R+

PROPOSITION (4.23) : La martingale (XtAT)te R appartient a H1 si et seulement
+

si :

Xp appartient 3 L log L lorsque P(XT 0) >0

{ee]
. 1
h|XT| + Io z |E[XT,|XT] > x] | dx < + » lorsque P(XT =0) = 0.

Remarque (4.24) : Lorsque u({0}) =0 et p symétrique, en notant X;==sup |XS|.on

s<t
a 1'8galité : X; = IXT| ; il est ainsi clair que (XtAT)tE R appartient 3 H1 si
+

¢
et seulement si t] du(t) < + o,
_“_,Jllu

CALCUL DE LA LOI DU COUPLE (XT,T)

Etudions d'abord le cas symétrique.

PROPOSITION (5.1) : Si u est une mesure de probabilité symétrique

(uf0,x] = uf-x,0] ¥ x > 0) sur R, ne chargeant pas les points, on a :
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o

2 f
- _P - - PX L
BLE(K exp - B 11 = | {E + £00) gy T

o

X
_ u coth pu
exp - 2P Jo To2.t0,u] du(u) Hdu(x) ,

pour toute fonction f borélienne de R, dans ]R+ et tout réel p, p # O.

Pour 1'étude du cas général, on utilisera le :

LEMME (5.2) -2 f, et ) sont deux fonctions boréliennes de R+ dans R, que

1
1'on prolonge 3 E‘ en posant fl(+ ®) = g1(+ ©) = 0, alors :

a

o
J f1(3+(t))g1(t)dt = J f](u)u g';(u) du(u) et
o *
+
a
° - —
J fl(f)' (t))g](t) == J fl(-u)u g](u) du(u)
o *
R—-
+ + . + 1 o' (D) .
avec g (t) = g (p (t)) si t >0 et u(fe}) =0 ; g (t)=— j g, (Wdu si
Bo(®) o (=)
t 20, u({th) >o
- - - 1 rp—("t)
g (t) =g (p (-t)) si t <Oet u({th) =0 ; g (v) =_____J g (Wdu si
Ap (-t) o
t <0et p({t})) >0. («-t)-)
On peut alors &noncer le résultat général :
1 X +
PROPOSITION (5.3) : Notons ap(x) = ) exp[- p L’ {coth(pp (t)) +

—— * . L1 cas
+ coth(pp (t))} -)%:‘—)—] ot p e R, O < x. Pour toute fonction borélienne positive

de R dans R,, et tout réel p non nul, on a :

2 a

(o]
ELf (X )exp(- %T T)1 = £(0)exp [~ p IO {coth(pg" (£)) + coth(pp (t))} X%%YJ +

. -
+ LR* £(u) E%fm-) ap(u) dy(u)

avec ;p(u) = a;(u) si u>0et Ep(u) = a;(u) siu<Oet coth(p») = O.

Dans le cas oll y est diffuse, on a le :
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COROLLAIRE (5.4) : Si uy ne charge pas les points, on a :

2

f -
BLEGD exp (- D1 = | £ Foma @ dw
R

u
sh pu

pour toute fonction f borélienne de R dans~'R+ et tout réel p, non nul, avec

Ep(u) = ap(p+(u)) siu>0et ;p(u) = ap(p_(—u)) siu < 0, ap étant la fonction

définie en (5.3).
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