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SUR LA CONVERGENCE DES SEMIMARTINGALES CONTINUES DANS EB“

ET DES MARTINGALES DANS UNE VARIETE

par S.W. He , J.A. Yan®, W.A. Zheng

Soit Xt (Xt""’Xt) une semimartingale continue & valeurs
dans B% et du type suivant : o
i i i 1 _ i i i J
(%) Xp = X5+ My + AL = XG4+ ML 4By é B (s)ad S

o les M% sont des martingales locales continues, et les H;k sont
des processus prévisibles. Tout récemment, l'un d'entre nous a montré
dans [3] que sur l'ensemble

_,g’ { limsup, |H§k(t)| <o}
la convergence de Xt ( t-+» ) entraine p.s. la conveggence séparée des
parties martingales Mt et des variations totales IdA | . Cela per-

met de montrer que le crochet d'une martingale & valeurs dans une va-
riété riemannienne V admet une limite finie 14 ol la martingale con-
verge.

Nous nous proposons dans cette note de préciser le résultat de con-
vergence, pour des semimartingales qui ne sont pas nécessairement du
type (). Nous donnerons aussi une application géométrique : contraire-
ment au cas de B" » Ol toute martingale bornée est p.s. convergente,
une martingale & valeurs dans V dont les trajectoires sont contenues
dans un compact K de V n'est pas nécessairement convergente ( il
suffit de penser au cas olt V elle méme est compacte : le mouvement
brownien de V est récurrent ). Mais nous montrerons que tout point
de V posséde un voisinage K pour lequel la propriété est vraie.

NOTATIONS. La décomposition canonique d'une semimartingale continue
réelle X est notée X_X +M+A ( méme notation avec des indices pour
le cas de EB® ). Nous posons Al = é laagl i- 2(ﬂAﬂ+A), A= g(ﬂAﬂ-A)-

Nous adopterons dans cette note une terminologie commode en disant
que X converge en we() si 1imt Xt(w) existe et est finie, et que X
converge parfaitement en w si 1im t(oo) et 11m ﬂAﬂt(w) existent
et sont finies. L'ensemble de convergence parfalte dépend de la décompo-
sition choisie, et n'est défini qu'd un ensemble de mesure nulle prés.

(%) Boursier de la Alexander von Humboldt Stiftung & Heidelberg (RFA).
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Ces définitions s'étendent évidemment aux semimartingales d valeurs
dans B® .
REMARQUE. TI1 est bien connu qu'il existe des semimartingales convergentes
sans &étre parfaitement convergentes, mais en voici un exemple particulid-
rement clair. On prend Xt t-Ct ( t>1 ), ol Bt est le mouvement

brownien et Ct =e j Bsds . Alors Xt - O pe.s., mais B et C

et

ne convergent pas.

RESULTATS SUR LES SEMIMARTINGALES REELLES

IEMME 1 . La semimartingale X est parfaitement convergente sur l'en-

semble +
= { liminfy X > -0, A < ® }

Démonstration. Comme A < K on a sur U limsupt At < o, donc

1iminf M > -® . D'aprds un résultat de Lenglart [1], cela entraine
la convergence de M . On en déduit par différence llmlnf At > -,
donc limsup, IA | <o . Comme [JA]= oh - & , on a limsup, []AI]t <o, et
le variation tﬂ+a1e est finie.

Nous allons améliorer le résultat de [3], en remplagant ( dans le
cas réel ) la condition bilatérale sur H par une condition unilatérale.
PROPOSITION 2. Supposons que X soit du type (%) 2 une dimension :

t
(D) Xp =X + Mg+ Ay = X + M + é H Q<M M>
Alors X converge parfaitement sur l'ensemble
(2) vV = { sup, |X,| < o, limsup, Hy < o }

Démonstration. Soit k > 0, et soit V. = { sup, IXt|<a), limsup, Hy <k }.

I1 nous suffit de montrer que X converge parfaitement sur Vk pour

tout k fixé. Nous allons montrer que <M,M>‘m < a)+p.s. sur Vk ’

cela entrainera ( comme At = é HSd<M,M>S ) que Aa) < ® p.S. sur

Vk , d'ol la convergence parfaite grice au lemme 1. Nous pouvons suppo-

ser que XO:O. oux o '
Considérons la semimartingale Yt = e t, de décomposition canoni-

que Y = 1+N+B donnée par la formule d'Ito

2 -2kX
Ny = -2k / s an , B, =2k [ e 8 e )adi Mo
Sur V., on a 11msup Y. < 4+, B <o, donc Y est parfaitement con-
k Tt 2,0 _4kXg
vergente d'aprés le lemme 1 . Donc <N, N> =4k~ e A<M, N>, est

fini sur Vk , et comme e_qu' y est bornée 0 inférieurement, <M,M>_
est fini sur Vk . La proposition est établie.
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Nous passons 2 1'étude de semimartingales réelles qui ne sont pas
du type (%) . Nous désignons par §t et §t les bornes supérieure et
inférieure de X sur [O,t] , par A 1l'oscillation de X & 1'infini
(A= limsup, Xt - 1iminft XJG ).

LEMME 3. Sur l'ensemble L = | sup, ]th <o , M,M> = ©} , on a p.s.
pour tout k > O . 4: e-2kXSdAs
(3) limg k}fe—ZkXSd<M,M>s =1
. ’ p 2&(B-8,) Ky
) llmlnft Ee+ EMTM;t =21
(5) liminf, EﬂéﬁEt > ke ZKA ( donc 3 Syp Ke KA 1/2e\ )

Démonstration. Nous supposons toujours XO=O, et considérons la méme

semimartingale Yt = e'2kXt = 1+N+B que plus haut. Cette fois

_ t-2KXg _ oy U -2kXg
N, = -2k é e amg, , By = 2ké e (kd<M,M>s—dAS)
Comme sup, IXtI < oo sur L , le rapport <M,M>t/<N,N>JG est borné
supérieurement et inférieurement en t , et donc <N,N>Oo: o sur L .
D'aprés le"lemme de Borel-Cantelli™ de Lévy, lim, N /<N,N> =0 p.s. sur L.
Or N, = Yt'l'Bt , et dog;x limt Bt/<l\T,N>t = 0 , soit

JEe™ TS (kM Mg -dAg)

lim
bt e s qanus

=0 pes. sur L
0

I1 n'y a aucun inconvénient & remplacer au dénominateur e_q'kXS par

T8, car <M,M> est croissant et |[X| borné. On obtient alors (3).
Pour en déduire (4) on majore le numérateur et minore le dénominateur
respectivement par _
e.Zkﬁt Xt et ke—ekst<1VI,M>,G .

Enfin, pour obtenir (5) on remplace X par Xﬁ = n+t'Xn et on fait

tendre n vers 1l'infini : le premier facteur de (4), pour n assez grand,

est voisin ( uniformément en t ) de e k /k , et 1l'on peut donc rempla-

cer le second facteur par sa liminf, qui ne dépend pas de n.

On en déduit tréds facilement le résultat suivant, qui est le prin-

cipal dans cette section :

+
PROPOSITION 4. a) Sur l'ensemble ol liminf, At/<M’M>t < oo , la con-
vergence de X entraine la convergence parfaite.
b) Sur l'ensemble ol liminf, Xt/<:M,M>t =0 , <M,M> = o, les trajec-
toires de X ne sont p.s. pas bornées.
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c) Sur l'ensemble ol M diverge ( <M’M>bo= oo ) et X est bornée ,

la condition
liminf, X /<0M> <0 < o

entraine
A = limsup, Xt - 11m1nft Xt > 1/2e0.

Démonstration. a) Sur l'ensemble ol

i) sup, |X.| < @ , ii) lininf, A /<MM> < , iii) A=0 ( X con-

t t t 7t t ’

verge )

on ne peut p.s. pas avoir <M,M>00=oo , car cela contredirait ii) d'aprés
(5). On a donc MM> < @, et ii) entraine alors Koo< ©. On con-
clut & la convergence parfaite par le lemme 1.

b) Sur l'ensemble ol sup, |X | <o , donc A<, et J,M>_ = ,
1'inégalité (5) entraine que liminft Xt/<M,M>t >0 .

¢) ne fait que réénoncer 1'inégalité (5).

RESULTATS SUR LES SEMIMARTINGALES VECTORIELLES

Rappelons d'abord le principal résultat de [3] : si X est une
semimartingale vectorielle du type (%), la convergence de X entraine la
convergence parfaite sur 1'ensemble { ¥i,j,k limsup, |H3k(t)l<a)}.

La proposition 2 suggdre de remplacer la condition "™ X converge " par
la condition " X est bornée" . Mais c'est impossible, comme le montre
1l'exemple trés simple suivant. iBy

Soit By un mouvement brownien réel, et soit Xt=e , qui est borné
dans C=B°. Op a '

1 . 1 1

dMs = —s1n(BS)st , dAg = - zcos(BS)ds
2 2 1 .

dMS = cos(Bs)st , dAS = - 251n(Bs)d5
2

et d(<M1,M1>+<M ,M2>)s = ds, de sorte que X est du type (%) avec
des coefficients H3k tous bornés par 1/2 en valeur absolue. Cependant,
X ne converge pas. On remarquera que l'application tv€>elt

peut &tre
considérée comme une géodésique de la sphére Sl , donc Xt est une mar-
tingale & valeurs dans S1 : c'est en fait le mouvement brownien de cet-
te variété riemannienne compacte, et on constate élémentairement le fait
mentionné dans l'introduction sur les martingales & valeurs dans une va-
riété compacte . Cette remarque est due 3 Emery.

Voici tout de méme un résultat analogue 3 la proposition 2, mais plus
faible :
PROPOSITION 5. Soit X une semimartingale du type (%) & valeurs dans B™,
Pour tout k>0 il existe C=C(k,n)>0 tel que X soit parfaitement conver-
gente sur l'ensemble

i _ 1
{ sup; supy IXil <k, sup; 5 limsupy Iij(t)l <C}.
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i . i
Démonstration. Posons <M,M>, = Z; <1\/I1,Ml,>t y Hy = Sgpijk |ij(t)| .

. _ . . 2 t .
Soit Yt = YO+Nt+Bt la semimartingale réelle z, e $ on a
xi L Xt .
t i _ i i J
aNy =z e " Ay, @By =33 e (At W42y HY (5)dM M)

sur 1'ensemble ol sup; IX%I < k, on a donc
’ .
- k
2dB, > e”FaM >, -2ne H(6)E 5 |a<ud 'S, |
et comme |a<ld S| < S(a<ud MI>+aar M)

(6) 2aB, > e™F( 1 - 20®e®MH(t))a<, N>,
Prenons alors C < l/2n2e2k 3 sur l'ensemble
W= { sup; IXtI <k, limsup H_ <O |

montrons que X converge parfaitement. Il suffit de prouver que <M,M>‘m

y est fini , car cela entraine la convergence de tous les M? et
j°°|d<Mi,Mj>sl, et aussi des /ooldAgl puisque dAt = Z Hgk a<ud s
0 . 0]

et H;k est borné & 1'infini. Or sur 1l'ensemble WN{<JM,M>_ = o} on a
lim, By = +o0 d'aprs (6) et le choix de C ; d'autre part, Y reste bor-
née 3 donc limt Ntz—oo, ce qui est p.s. impossible pour une martingale lo-
cale. Autrement dit, Wﬂ{<M,M>G)=oo} est de mesure nulle, et la propo-
sition est établie.

REMARQUE ( due & M. Emery ). Nous avons vu que l'ensemble

{ supthtl < k , limsup, H_ < e'2k/2n?}
est un ensemble de convergence parfaite pour X . Remplagant X par AX,
H par H/A , k par Ak permet de remplacer e-2k/2n2 par Ae—ekk/2n2. Pre-
nant la réunion en A ( i.e., minimisant en A ) on voit que 1l'ensemble

{ suptIXtI <k, limsup, H_ < 1/4 en®x }
est un ensemble de convergence parfaite. Remplagant Supy par limsupt
et prenant la réunion sur k, on obtient finalement le méme résultat

pour 1l'ensemble P
{ limsup, |X,| < o, limsup, HtIth < 1/4en” }.

UNE APPLICATION GEOMETRIQUE

PROPOSITION 6. Soit V une variété de dimension n, munie d'une conne-
xion T sans torsion. Alors tout point p de V admet un voisinage

relativement compact U_ possédant la propriété suivante : pour toute
I-martingale (Xt) a4 valeurs dans V , presque toute trajectoire X.(w)
qui reste dans Up pour t suffisamment grand est convergente.

Démonstration. En considérant les processus (Xr+t) arrétés a la pre-
midre sortie de UP ( r rationnel Z 0 ), on se ramdne A démontrer que
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toute TI'-martingale (Xt) prenant ses valeurs dans Up est convergente.

Soit V_ 1le domaine d'une carte normale de centre p , que nous note-

rons (x). , et soient Il 1les symboles de Christoffel
i=l,..,n jk

de la connexion I dans cette carte. Soit (Xt) une I'-martingale &
valeurs dans V_ ; nous désignerons aussi par <Xt) la semimartingale
3 valeurs dans B% de composantes X%: xToX, . Par définition des
F-martingales , nous avons ( en écrivant Xi=Xé+Mi+Al comme dans toute
cette note ) ) . )

anl - -1 Z r;:k(Xt)ddVIJ,Mk>t

I1 est bien connu que tous les symboles de Christoffel sont nuls au
centre de la carte. Soit donc Up un voisinage de p de la forme
{ sup; |x*|<r }, contenu dans V, » et tel que

aeEr

i
Irjk(x)l <1/3n pour tout erP .

Alors la proposition 5 entraine que si (Xt> prend ses valeurs dans UP’
elle est parfaitement convergente.

REMARQUE. Si (Xt) est une I'-martingale & valeurs dans V, toute trajec-
toire qui converge vers un point de V se trouve contenue, pour t

suffisamment grand, dans un voisinage de ce point du type de la prop. 6.
Elle est donc parfaitement convergente ( cf. plus loin la note d'Emery ).
et on peut & partir de 12 retrouver immédiatement le résultat princi-
pal de Zheng [3].
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