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SUR LES MARTINGALES LOCALES CONTINUES
INDEXEES PAR ]0,00[

J.Y. CALAIS ; M. GENIN

0. INTRODUCTION

Dans un article publié en 1980, Sharpe a &tudié le comportement en O des

martingales locales continues index&es par J]0,o[ (cf. [9]).

Si (Mt)t>0

ossibilités s'offraient a M :
P

désigne une telle martingale, Sharpe a montré, qu'en 0, trois

i) lim M, existe dans R.

tvyo

ii) lim |Mt| = + o,
tyo

iii) lim M = - @ et 1lim M_ = + o,
tYo tyo

Dans la premiére partie de cet article, nous proposons de nouvelles démons-

trations des résultats de Sharpe, en particulier du théoréme précédent.

Dans la deuxiéme partie, nous &tudions le cas lim M_ = + «. Nous donnerons
PR P : tYo P
un théoréme de représentation pour de tels processus. Plus précisément, nous
montrerons, qu'd un changement de temps prés, les trajectoires de M sont celles

du processus - Log(p), ol p est un processus de Bessel de dimension 2, issu de O.

Si, de plus, M > 0 (condition toujours réalisée au voisinage de 0), nous
montrerons, qu'ad un changement de temps prés, les trajectoires de M sont celles

1 . . . .
du processus 5 oli p est un processus de Bessel de dimension 3, issu de O.

Ce dernier résultat nous permettra de généraliser un théoréme de Pitman

(£81).

Walsh s'est intéressé, dans un article publié en 1977 (cf.[11]) au compor-

tement en O des martingales conformes indexées par ]O,»[.

Si (Zt)t>o désigne une telle martingale, Walsh a montré qu'une des &ventuali-

tés suivantes était réalisée :

i) lim Z_ existe dans €

tyo t
ii) 1'1m'lzt =+ o
tyo

iii) ¥ § > 0, {Zt(m) ; 0 <t < 8} est dense dans C.

Ce théoréme est démontré trés simplement dans la premiére partie de cet ar-

ticle.

Dans la troisime partie nous montrerons que dans le cas ii), les trajectoi-
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res de Z sont, 3 un changement de temps pr@s, celle du processus % ol U est un
mouvement brownien complexe issu de O.
Nous montrerons aussi qu'on ne peut trouver de théoréme de représentation pour
le cas 1iii).
Enfin, soit Mt = (Mi)t>o (n 2 3) une martingale locale, continue, indexé&e

1<i<n
par 10,o[ telle que

d<M1,MJ>=O(i#j) et d<M > =d<M > (1 £1i,j <£n) .

Nous montrerons que cette martingale converge nécessairement lorsque t tend

vers O.

1. DEMONSTRATION NOUVELLE DE RESULTATS CONNUS

pans cette premiére partie, nous nous proposons de démontrer plus simplement
P s . PN open
un théoréme de Walsh [11], les principaux théorémes de Sharpe surl?cp , et d'a-
P DU inc
méliorer le théoréme (3.16;[91]) surﬁ(: .
Rappelons quelques définitions et résultats dont nous aurons besoin

(cf. [9D).
Soit (Q, 91,‘7,P) 1'espace de probabilité filtré de référence, supposé sa-
tisfaire les conditions habituelles.

‘3zpen désigne l'ensemble des processus (Mt)t>o tels que :

i)  pour presque toute trajectoire : t - Mt est continue

i N .
ii) ¥ e >0, (M€+t)t20 est une (3;:“:)tZo martingale locale
inc . . ' .
ﬁ(: désigne 1l'ensemble des processus (Ms,t)o<sSt tels que :
i > est un i i
i) ¥ s O’(Ms,t)CZS st une ( f})tZS martingale locale continue
ii) pour tout triplet (r,s,t) tel que 0 < r<s < t, ona zM =M +M .
r,t r,s s,t
open inc .z .
A un processus M ¢ X?Cp (resp. M ¢ ﬂ.c ), est associée une unique mesure

aléatoire positive d <M> sur JO,o[ , telle que :

2
¥ e >0, {M€+t -<M>(.,]e,e+t])} est une (57'€+t)tZo martingale locale

continue (resp. MS e " <M> (.,]s,t]), t > s, est une ( 5}) martingale locale
’ .

t2s
continue.

open _ . .
La classe £ cp est stable par les opérations suivantes :

)

open
t’t>o €

{1>0}¢ c
2) Localisation : si M ¢ £ zpen et A ¢ 9’0 alors IA Me £ zpen .

1) Arrét : M e £ Zpen et Tun (F temps d'arrét, alors MTl

De plus, nous utiliserons fréquemment le raisonnement suivant :

Soient A € :F;, B ¢ 370; pour &tablir que A ¢ B p.s., on peut, quitte 3
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changer de probabilité (prendre P, = P(./A)) supposer que A = Q p.s. et montrer
qu'alors P(B) = 1.

I.1.- LEMME : Soit Xt = Xo + Mo+ A la décomposition canonique d'une sous-mar-

tingale continue, positive, bornée par une constante c. On a :

E(A ) < c, A admet des moments de tous ordres et M ¢ BMO.

Démonstration : On se raméne par arrét, au cas ol M est bornée, ce qui entraine
¥t>0 E(At) < ¢ et donc
E(A)) < c. De plus, E(Am—AJ '.Ft) < cet E(IMw—Mt| |3=’t) < 3c; d'aprées [2],A

admet des moments de tous ordres, et M e BMO.

Le théor&me des surmartingales inverses permet de démontrer simplement la

proposition suivante :

1.2.- PROPOSITION : ([91 , 2-15(i)). Soit M ¢ ﬁzpen ; notons

A={w ; lim Mt(w) existe dans R} et B = {w ; <M> (w ; J0,1]) <=}, alors :
tio
A =B p.s. et lAM est une martingale locale continue.

Démonstration : A l'évidence,A € ,T'o. Supposons que A = Q p.s. Par localisation
et arrét, on se raméne au cas ol M est bornée par c. D'aprés le théoréme des sur-
martingales inverses,M est alors une martingale continue bornée,donc:

<M>(.,10,1]) <= p.s. et P(B) = 1.

De méme,B ¢ 'J-’o ; supposons que B = Q p.s. ; pour tout t > 0,
Ct =<M>(.,]0,t]) est un processus croissant, continu, nul en 0. Par arrét, on
. . . (open
se raméne au cas ol Cy < k (k > 0). Puisque M et M -C appartiennent 3a Lop N

c
on a, lorsque 0 < u < s <t :

2

= - - ’_J = -

EM -M)" =E(C,-C) <k et EM -M | F) =M -M .
Soit s +0 avec s < 1 ; notons Z =M -M . On a :

n o n 1 sn

2 ’ L2
E(z -2z)° =E(jc_ -¢_ |) —> 0, donc z_ —— Z .
n m S S n
n m n,m> © n > ®

. .S.
I1 existe donc une suite un+0 et Mo € ‘i’o tels que : Mu __13__> M

2 n n->®
M-M =1Zp.s. ¥t2=20, Mt—Mo=(Mt—Ml)+ZeL,et on a, lorsque s < t et

3

[]

- ¥ o= - - =M -M +M -M =M -M .
EQM -M | F) = EM -M  +M M| F) =M -M +M M

n n n n

D'aprés le théoréme des surmartingales inverses, lim Mt = Mo p.s., donc

¥
PA) = 1. tro
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1.3.- THEOREME : ([9] ; 2-4). Soit M ¢ £ zpen

éventualités suivantes est réalisée :

. Pour presque tout w , une des

i) lim Mt(w) existe et est finie

tyo
ii) lim [M (0)] = + =
tyo
iii) 1im M (W) = - @ et 1lim M_(w) = + o,
—  t —_— t
tto tio

Démonstration : Soient C = {w ; lim Mt(w) eR} et D={w ; lim M_(w) existe et
tYo tyo
est finie}.Pour démontrer le théoréme, il suffit, quitte 3 changer M en -M, de

montrer que C = D p.s.

On a, de toute évidence, D c C et C ¢ 9?0 ; supposons que C = Q p.s. Par
localisation et arrét, on se raméne 3 : Mt <k, ¥t>0.

Appliquons la formule d'Ito 3 Met 3 x » (k+1 —x)_l; on a :

rt dM rt d<M>s

1 1 s

= +
K+ T-M_ k+T-M_ J€

(1) (0 <e<t)

. s
(k+1 —MS)2 Je (k+1 —MS)3

Remarquons que : ¥ t > 0, 0 < < 1 ; on déduit alors du lemme I.1 que :

k+l—Mt
1 d<M> 1 d<M>
V€>0,E(f ———S—B)Sletdoncque:f —-————§-————§<°° p.s.
(k+1—MS) o (k+1—Ms)

rt d<M >S
Soit A, = J —————————= . A est un processus croissant continu, nul en O,
t 3
o (k+1- Ms)
1
71— — A_pour t > O.
k+l-M ¢ [ d<M>

D'aprés (1),V e £ zpen et <V>(.,]0,1]) = J

3a valeurs finies. Posons Vt =

7 < A1 . On déduit
o (k+l—Ms)

alors de la proposition I.2 que lim Vt; existe dans R, ce qui entraine que

tio

lim Mt existe p.s. dans R et donc que P(D) = 1.

tro open def o

Soi.t:‘@cp = {Z=X+iY;X,Yepren,d<X>=d<Y> et
open . .
d X,Y = .
<X, >~ 0}. Remarquons que Z ¢ 2 c si et seulement si ¥ ¢ » 0, (Z€+t)t20

est F i

st une ( z-:+t)t20 martingale conforme (cf. [3]).

I.4.- PROPOSITION : Soit Z ¢ € 2""“ ; alors :
pP.S.

{w ; lim ]Zt(w)l <o} = {p ; lim Zt(w) existe dans C}.
tyo tyo

Démonstration : Soient A = {w ; lim |Zt(w)| <o}let B ={w ; lim Z_(w) existe

ty o t¥o
dans €}. On a B c A et A ¢ J"o ; supposons que A = ( p.s. Par localisation et
arrét, on se raméne au cas oi IZtl <k, ¥t >0} donc : Xi < k2 et Yi < k2
¥t >0 ; daprés le théoréme 1.3, lim X_ et lim Y, existent dans R p.s., donc
tyo tyo

lim Zt existe p.s. dans € et P(B) = 1.
tyo
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A 1'aide de cette proposition, nous pouvons démontrer simplement le théoré-

me suivant :

I.5.- THEOREME : (Walsh [11]). Soit Z € 6.:pen 5 pour presque tout (, une des

éventualités suivantes est réalisée :

i) 1lim Zt(w) existe dans €
tyo

ii) lim [Zt(w)| =+
tyo

iii) ¥ § > 0, {Zt(m) 3 0 <t < §} est dense dans C.

Démonstration : Supposons i) et ii) non réalisées p.s. Soit z e €, r > 0 et

T = inf {t>0; |Zt—z] <r}.Testun (J’t) temps d'arrét et, € étant 3 base dénom-
brable, le théoréme sera démontré si : P {T > 0} = 0. Supposons que P {T > 0} > 0.
{T > 0} ¢ 970 ; supposons donc que {T > 0} = Q p.s.

1 5
; d'aprés la formule d'Ito, V ¢ B °P¢"
2Tz c
D'aprés la proposition I.4, lim V_ existe dans € p.s. ce qui est impossible.
tYo .
Nous allons &tablir maintenant, pour les processus de £ ;nc, un théoréme
Zpen_ fc désigne 1'espace des martingales

Soit V =

1
et IVt| < - pour t > 0.

analogue du théoréme I.3 relatif a
locales continues.

Commengons par démontrer quelques résultats sur £ in?
I.6.— PROPOSITION : Soit M € @ i“c(&'t), T un ('Ft) temps d'arrét tel que
P {T > 0} = 1. Alors :

;) 0 <s <t) efinc(f

N = (MsAz,tAT ’ c tAT

) .
Démonstration : Soit s > 0 fixé ; s A T est un (Sft) temps d'arrét, et
P(O<sAT<wo=1.t~> Ns est continue sur [s,o[ et N =N

+
,t r,t r,s

0 <r <s < t. Reste 3 montrer que : ¥ s > 0, (Ns t)
’

Ns,t pour

est une (F_ ) mar-

t2s tAT t2s

tingale locale.
(..)
&
(sAT) +u
temps d'arrét ; donc :

D'apré&s le lemme (3.7;[91), M est une ( )martingale lo-

SAT, (saT)+u

i - sA
cale continue, T sAT est un ( mksAT)+u)u20

( est une (F ) martingale

Ms/\T, (sAT)+(ua(T-sAT)) )u20 (sAT) +(uA(T=-sAT)) " u=o0

locale continue.

La proposition résulte alors de 1'égalité : (s AT) + (uA (T-s AT)) =

(s + u) AT.

Etablissons 1'analogue, pour les processus de . 2nc de la proposition I.2

relatif 3 £ zpen .
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I.7.- PROPOSITION : ({91, 3.8,9 et 10). Soit M ¢ L’c, A={w; INe L o’

= = > lim M
Ms’t},B {w; 312 s

¥ s < t,Nt-N existe dans R} et

s , 1

c={w;<M>(w; J0,1]) < =}

On a :A =B =C p.s.

Démonstration : On a : A c B, B ¢ ﬂro ; supposons que B = Q p.s. ; et soit

= 1i . - = open
N, = ii: Ms,t’ alors : N NS Ms,t’ donc N ¢ £ c

N € 'cc et par conséquent P(A) = 1.

; puisque lim Nt = 0,
tyo

On a d'autre part : A c C et C ¢ 9; 3 supposons que C = Q p.s. Soit

Jt =<M> (., 10,t]) J est un processus croissant continu, nul en O, 3 valeurs
finies. Par arrét, on se raméne, a l'aide de la proposition 1.6, a : J sc

N

(c >0). On apour 0 <s <t : E(M t) = E(Jt —Js) < c¢. Soit sn+ 0 avec s, < 1,

S,
posons Z_ = M .Ona:E@2Z -2) =E(J_ -J |)——— 0, donc
n s ,1 n p s s
2 n n P n,p >
Z ——ll—» Z.
n n > ®

. . . p.s.
I1 existe donc une suite un+ 0 telle que : MUn’l——;T—a-Z. Posons, pour

+ (Z - Mt,])1t<1 ; Vt = 1lim Mu Jt et Vt - VS =M
n>® n

donc Ve £ 2pen- Comme <V> (., ]0,1]) = Jl( © p.s., il en résulte que V ¢ (?c

>0,V =M +D1

’
s,t

et donc que P(A) = 1.

: o 1z inc
Nous pouvons maintenant démontrer, pour les &léments de £ c ° 1'analogue

du théoréme I.3.

I.8.- THEOREME : Soit M ¢ £ 2nc ; pour presque tout w, une des éventualités

suivantes est réalisée :

i) lim M existe dans R.
s,] SXiste cans
sYo
ii) lim M =+
svo
iii) lim M
syo

- wet lim M =t
syo S°
Démonstration : Soient A = {p» ; lim Ms 1€ R} et B ={p; lim M 1 existe dans R}.
sYo ’ sto 5?
Pour démontrer le théoréme il suffit, quitte & changer M en - M, de montrer que

A =Bp.s.Ona:BcA, Ac 170 3 supposons que A = ( p.s. et soit

X = 1lim M
sYo
Pour t > O, posons

s, 1

V. =M + X)1 + - H = lim - =
N (l,t )tZl X Mt,])ltd,vt 11mMs,tetVt v =M
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open
¢ tto
Vel . et donc, d'aprés la proposition 1.7, que P(B) = 1.

(0O <s<t), donc Vel ; comme lim Vt = 0, on déduit du théoréme I.3 que

REPRESENTATION ET PROPRIETES DES MARTINGALES OUVERTES QUI CONVERGENT VERS + o

Dans cette deuxidme partie, nous nous proposons d'étudier 1'ensemble :

% Y M g dinn =+ )
tto

Rappelons tout d'abord qu'un processus de Bessel p, de dimension q 2= 2, issu de
0, est 1'unique solution trajectorielle (et donc en loi) [cf. Yamada-Watanabe,
4], théoreéme 3.2,p.168) de 1'équation :

1 toa

o, = Bt + 7(q -1 I p_s (B mouvement brownien réel, issu de 0)
o s

Notation : Nous désignons par BES(q) tout processus de Bessel de dimension q 2 2

issu de O.

Rappelons ensuite le théor&me de caractérisation des mouvements browniens

arrétés.

THEOREME : Soit M une (Tt,P) martingale locale continue, issue de 0 ; T un

(Tt) temps d'arrét tel que : <M> =taT.

Soit B' = (Q',(F t':) ’B't’P') un mouvement brownien réel issu de 0. Alors sur 1'espace

O = U : s : = '
Q=0 xQ", muni de la filtration (J't ® rt)tzo

la probabilité P ® P', il existe un mouvement brownien réel issu de O, §, tel que

convenablement complétée pour

si on pose ﬁt(w,w') = Mt(w)/ T(w,w') = T(w), on ait :
Mt = BtA-T’ N
N.B.-Dans ce qui suit, le lecteur doit avoir & 1'esprit que, si nécessaire, nous
utilisons le théoréme ci-dessus et les techniques de rel&vement d'espace
(cf. [4]1,p.89-91 et[3],p.292 (cas complexe)) sans le préciser, de maniére a ob-

tenir des &noncéds plus concis et 3 éviter des changements inutiles de notationms.
Voici une représentation des &léments de & .
II.1.- THEOREME : Soit M ¢ # . Alors le processus croissant continu

rt . 3 .
A =J exp (- ZMS) d <M>S est i valeurs finies et il existe p, BES(2), tel que
o

t

exp (- M) = DAt
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Démonstration : Appliquons la formule d'Ito 3 x ~exp (- x) et AM e & , on a :

t t
1
(2) exp (_Mt) =exp (- Mg) —f exp (- Ms) dMs +5 J exp (-MS) d <M>s (0<egt)

€ €

Quitte & arréter M, on peut supposer M > 0 donc O < exp (—Mt) < 1 et on déduit
ft ,'t

du lemme I.1 que J exp (- MS) d<M>s < o p.s. donc que J exp (- ZMS) d<M>S <o,
o o

t
De la proposition I.7, il résulte que Nt = - J exp (- MS) dMs € ,@c. On a :
o
t
<N >t = J exp (- ZMS) d<M>s
o
Lorsque 1l'on fait tendre € vers O dans 1'&galité (2), il vient, en faisant
apparaitre d <N > s :
t

1
¥ t 20, exp (—-Mt) —Nt+ifoexp (MS) d<N>S .

Soit T 1'inverse 3 droite de <N >; T(0) = 0, car <N>t >0, ¥t >0.0na:
rEA<N>
Vt20,exp (-M,.) =N + 1 “exp (M_, \) ds
=0, ww’ " Nw Tz (s)
(Nl_(t))120 étant un mouvement brownien réel, issu de 0, arrété a <N >

T(t))tZO
<N > . On termine la démonstration en remarquant que les intervalles de cons-

exp (- M est, d'aprds le théor&me de Yamada-Watanabe, un BES(2) arrété

tance de M et de <N > sont les mémes.

Ce théoréme montre, qu'd un changement de temps prés, les trajectoires de

M e # sont celles du processus (- Log (pt))t>o ol p est un BES(2).

II.2.- COROLLAIRE : Soit p un BES(q), q > 2. Il existe un processus croissant

continu, nul en 0, A, et p' un BES(2) tels que : exp (- ﬁ) = p;\ .
t
t

Démonstration : D'aprés la formule d'Ito, ql_2 e# . Le résultat se déduit du
t p

PR _ _ oy 2 _2 ds
théoréme II.1 avec At (q-2) J exp( q—2) ORI CE)
o Ps Py

Le résultat suivant est 1'analogue d'un théor&me de F. Knight [5] sur la

représentation de deux martingales continues, orthogonales.

II.3.- PROPOSITION : Soient M et M' ¢ ¥ telles que d <M,M> = 0. Alors il existe

p et p' deux BES(2) indépendants tels que :

- = . ~ M"Y = A
exp ( Mt) pAt ;5 exp ( Mt) pA;; .
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Démonstration :

t t
- = _1_ — ' - ] 1 1 \
exp ( Mt) Nt+2 Jo exp (Ms) d<N > g0 eXp ( Mt) —Nt +§-IO exp (MS) d<N'"> s
, t t
= - - ' E - ' ' .
avec Nt jo exp ( Ms) dMs el c et Nt [O exp ( MS) dMS € 'ec

On a : d<N,N'> =0 car d<M,M' > =0 ; d'aprés te théoréme de Knight [5],
N‘L‘ et N%, sont deux mouvements browniens réels, arrétés, issus de 0, indépen-
dants, T et T' désignant les inverses i droite respectifs de <N>et <N . On
en déduit‘ donc que p et p' sont deux BES(2) indépendants.

Remarque : Soit M e # , M > O; en appliquant la formule d'Ito 3 X - % et a M,
le lemme I.l., et le théor&me de Yamada-Watanabe pour caractériser BES(3), on

obtient le théor&me suivant, qui est une représentation des &léments positifs

de #0 .

II.4.- THEOREME : Soit M e # , M > 0. Alors le processus croissant continu

t d<M>
A = [ __T_s est 3 valeurs finies et il existe un BES(3) noté p, tel que
o M
s
1.,
Mt At

De ce théoréme, on déduit, en suivant le raisonnement du corollaire II.2 et

de la proposition II.3, le corollaire et la proposition suivants :

II.5.- COROLLAIRE : Soit p un BES(q), q > 2; il existe un processus croissant

continu A, nul en 0, et un BES(3), p', tels que : 02—2 = pA avec

a= -2 [ FOD g ’

t 4 Ps )

[0
II.6.- PROPOSITION : Soient M et M' orthogonales, M > 0, M' > 0, alors ML:,)A ,
t t

M_l'- = p;\. ,pet p' étant deux BES(3) indépendants.

t t

Le théor@me de représentation II.4 des processus strictement positifs de
1'ensemble # permet de généraliser le théor&me de Pitman ([8]) dont nous rappe-

lons une version :

Soit p un ('J"t) processus de Bessel de dimension 3, issu de O et

Jt(p) = :r;i Pge Alors Bt =2 Jt(p) -0, est un (T’t\( O(Jt)) mouvement brownien.

II.7.- THEOREME :

1) Soit M e & , M > 0. Alors est une martingale locale continue

2z .1
Jt(—M) M
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nulle en O.

2) En particulier, soit X une diffusion strictement positive, X(0) = O,

X(t) —> + o, s sa fonction d'échelle telle que s(x) mo. Alors :
t>+o

2 1 . .
- 1 .
S(Jt(X)) S(Xt) est une martingale locale continue, nulle en O

Démonstration :
1) D'aprés le théoréme II.4, on a : M—l = pA oll p est un BES(3) et

b d<M >s t t
A = ———— <® , Alors
t Jo M4

s

1 | _ _ . ' n

2 Jt(ﬁ) M_t = ZJt(pA) pAt = BAt ; At est un (’I"tvcr(Jt)) temps d'arrét,

1

donc 2Jt(-!_13) e est une martingale locale continue, nulle en O.
i t

De 1'égalité J (l) S . on déduit la premiére partie du théoréme.
tM J (-M)

2) On choisit s de sorte que s < O ([10]).Dans ce cas, - s(Xt)e % et

- S(Xt> > 0. Par application de 1) a - S(Xt)’ on obtient :

2 -—
3 GE)

1 . .
) est une martingale locale continue, nulle en O.
t

s étant continue et croissante, Jt(s(X)) = s(Jt(X)), la deuxiéme partie en ré-

sulte.
Nous allons maintenant démontrer une propriété de la mesure aléatoire d <M >
associde 3 M ¢ # , qui permettra de montrer que d <M >n'est pas déterministe.
Commengons par une remarque :

Soit Me @ , M >0 ; alors en appliquant la formule d'Ito 3 x - Log x,

P 1 .
puis ax->—a , & > 0, on obtient :

x
L d<M> =+ o (a<0)
s
«(o+ M2+o¢ < o (o > 0)
s
II.8.- P i open
.8.- PROPOSITION : Soient M e # , N ¢ £ . telles que d <M> = d<N>.
Alors MN ¢ g OP" |
5 open

Démonstration : Quitte 3 arréter M, on peut supposer M > 0. Supposons MN ¢ ¢ c

=

ce qui &quivaut 3 d <M,N> = 0, et appliquons la formule d'Ito 3

(n,m) > Arctg (%) et 3 (N,M). On obtient :
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N N tMsts—N aM
J (0 <e< t).

t € S
Arctg — = Arctg — + —_——
M Me c Nz + M_E,

On a bien siir : |Arctg M—t| S% . On déduit alors, du théoréme I.3 et de la
proposition I.2,que : t

N

lim Arctg M—t ¢ R, donc que lim o R et que Arctg % e £ .
tvo t tyo t ¢

=z
t

I1 découle alors de la proposition I.2 que :
d<M>

(3) ___S <

2 2

s

En étudiant les différents comportements en O de N (par application du théo-
réme I.3), nous allons montrer que (3) n'a pas lieu, ce qui terminera la démons-

tration.

a) N el c

Ceci est impossible car d<N> = d<M> et M ¢ ¥ .

b) limNt=+°°

tyo
. . 1 1
Au voisinage de O, 5 5 2 5 donc
N +M (N +M)
s s s s
¢ d<N + M> ¢ d<M>
[ —————-Zi <2 j -Z——Si- < o, ce qui, d'aprés la remarque précédente,
(N +M) . N~ + M
s s o+ s s

est impossible puisque N + M ¢ %% .

c) lim Nt = =
tto

On applique le raisonnement du cas b) a (-N).

d)limNt=—°°et1imN =+
tyo tyo
Nt 2
Dans ce cas, lim — = 0, donc, au voisinage de O, Ns < Ms, et par consé-
| t+ol t ¢d<, a<m>,
quent : ——— 2 7 . Donc : J —5— <2 J 2—;2— < ® ce qui contre-
N +M 2M M N~ +
s s s o+ s ot s s

dit encore la méme remarque.

II.9.- COROLLAIRE : Soit M ¢ ¥, . Alors, la mesure de Radon d <M> n'est pas

déterministe.
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Démonstration : Supposons qu'il existe (Q,(ﬁrt),gr,P,(M ) ) "processus" tel

t" t>
que : M e % (Q,(frt), ?ZP),M >0 (ce a quoi on peut toujours se ramener par
arrét), et <M>(.,Je,t]) = p(Je,t]), avec u mesure de Radon déterministe, posi-

tive, sur JO,»[, u(le,1]) A +» .
€Yo

Soit (Q’,(T’L),T",(ML),P') une copie du processus précédent. Sur 1l'espace
produit convenablement complété, posons : Xt(w,m') = Mt(w) et Yt(w,w') = M;(w').

Alors :
XeP,Yed,X>0,Y>0,<X> (.,]6,t]) = u(le,t]) =<¥> (.,Je,tl).

De plus, par construction, XY € # , ce qui, d'aprés la proposition II.8 est

impossible.

- REPRESENTATION DE CERTAINES MARTINGALES CONFORMES OUVERTES, ET APPLICATIONS

Dans cette troiséme partie, nous nous proposons d'étudier, pour n > 2, 1'es-

pace :

def

6zpen( RY) = (M= (Mi) open

licn 3 ¥ie {Lo,m), M cg e,

d<M'> =d<M > , d<Mt M > =0, i# j}

Cette &tude nous permettra de résoudre le probléme suivant

Soient B un mouvement brownien réel, issu de 0, et f : JO,o[+ R une appli-

cation continue. Sous queltes hypoth&ses existe-t-il V ¢ xzzpen telle que
ft
- = ?
Vt VS JS £(u) dBu (0 <s <t) ?
‘Gzpen( ]R2) s'identifie de maniére &vidente i 1'espace :
gzpe“ = {Z=X+iY;X,Y ¢ .e‘c’pe“, d<X> =d<Y> et d<X,Y> =0} . (cf. I).

Le théoréme I.5 donne le comportement en O des trajectoires des &léments
open
c -t

de ¢

Nota bene : Soient W = A + iB et Z = X + iY deux martingales locales,continues,

complexes ; on prend pour définition de <W,Z> = <A + iB ,X + 1Y > le proces-
sus <A,X> - <B,Y> + i(<B,X> + <A,Y> ). En particulier, si Z = X + iy

est une martingale conforme, on a :
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<Z,2> = <Z,2> =0, <Z,2> =2 <X>

open

III.1.- THEOREME : Soit Z € g tel que lim [Ztl = + o, Le processus croissant
. 1t d<z,Z> t
continu At =5 J 4 est 3 valeurs finies et il existe un mouvement
S oz
brownien complexe, U, @ssu de 0, tel que : -Zl‘ = UA .
t t

Démonstration : D'aprés la formule d'Ito, —;— € gzpen ; comme lim ZL = 0, on dé-
tyo t
duit de la proposition I.2 que-;- est une martingale conforme, nulle en 0. Il

existe donc_(cf. [3]) Ue BM (C) tel que : ?1— = UA , avec A —<Re(—) > =
1 Jt d<A,Z> t
o

2 IZS[4

open

Remarque : Soit Z € g tel que lim |Z | = + o, On obtient, en appliquant

t¥o
la formule d'Ito 3 =z > Log (|z|), puis & z » |z] q/2 (@ > 0), que :

J' d<Z,Z>S {=+oo (q < 0)

o+ |z lQ+2 <+» (qg>0)

Remarquons &également que la proposition I1.8 permet de montrer que les &lé-

ments de & ne peuvent &tre partie réelle d'éléments de gopen.

Il réste 3 étudier le troisiéme cas du théoréme de Walsh qui correspond & :

l_im_ |Zt| =0 et Tim IZ | ®
t¥o tyo

Le théoréme suivant montre que dans ce cas il n'est pas possible d'obtenir

un résultat analogue au théoréme III.I.

II12.- THEOREME : Il n'existe pas de loi y de martingale de 8(c>pen telle que :

Vvegopen,llm |V|-Oet11m |Vt| = + ®,

tyo tyo

3 A processus croissant continu nul en 0, A > 0 ¥t>0etMde loiu tel que

Démonstration : Supposons 1'existence d'une telle 1oi M. Soit U un mouvement
brownien complexe issu de O, et posons : V = exp ( ) W = exp (Vt). De la
t

open

formule d'Ito, on déduit que V et W appartiennent 3 é ; de plus on a :
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lim |V | = lim |w | =0, lim |Vt| = Tim |W | =4 o,
tio tio ty o tyo
Par hypothése, on a alors : V_, =M, , W_=M',6 ol Me t»open’ M' € %?open ,
t At t A c c
M et M' ont pour loi p. Ceci est impossible pu1sque [Log(M )|-——, + o

t tyo
lim |Log MA,| =0. 0O
tYo t
s ¥ie{l,.,n}, M e L ; d<M5> =d<md>

i
801t e(R) {M—(1~1)1<1<n b M £
pe (R") pour n €{1,2}.

et d <M MJ>—0} I1 est clair que ‘5(1()9.@
Pour les dimensions supérieures, on a le :
open

II1.3.- THEOREME : §_( RY) = G0 (R"), pour tout n > 3.

Démonstration : Soit n > 3. Supposons qu'il existe M = (Ml) € eopen( R" ),

M¢{ t% ( BP) Du théoréme I.3, on déduit que : lim |M [ = + © ou
lim |M [ < Tim IM | =+ o t¥o
tyo +
a) lim ]M | =+ =
tyo

Dans ce cas, on peut, quitte A arréter |M|, supposer que lMtl >1, ¥t>o.

Appliquons la formule d'Ito 3 (M ) xi)_n/2+1

il vient :

. . n ot am
= (2-n) } f
n-2 n-2 . n
I =1k
1 1 . .
Comme — o — - 0 (n 2 3), ——=; appartient 2 Jec,est nulle en 0, posi-
M| tyo [M]
t
tive, continue. Or c'est une surmartingale, elle est donc nulle partout, ce

qui est impossible.

b) lim IM | < Tim ]M | =+ .
t#O tyo
. f i 2,-q
Appliquons la formule d'Ito i (M )]siSn et 3 (x 1)l<1<n (1 + 12 xi)
avec q = ; = 1> 0. On obtient :
n t Ml dM1 t den's
1 _ 1 s
7.4 zq‘zq.2 2q+1‘ 7_q+2
a+ M| o+ u |5 i=1 0 (M5 e (1+|u| )4

1 d< Ml >

t
Comme 0 < ——————— < 1, ¥t >0, on a : E( f ~———————ii————) <'J*
2 t ’ -
(1+|Mt| )q (1 +|MS|2)Q+2 nq
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‘ d< Ml >
et par conséquent [

1+ |Ms|2)q+2

On en déduit alors, en appliquant le théoréme I.8, que
i .

t n M
s . N : 1
I z ———————7 appartient 3 [ et donc que lim ——  ___ oxist
L 7 g+l existe
o i=1 (1+|MS| ) ¢ tyo (1+|Mt|2)q+2

et est finie, ce qui contredit les hypoth&ses sur M|. O

open

III.4. PROPOSITION : Soit M ¢ o .

, M é.c"c. Alors d<M> n'est pas une mesure

de Radon déterministe.

Démonstration : Cette proposition n'est autre que le corollaire II.9, dans
le cas ot M € #, . Il nous reste donc & &tablir ce résultat pour M e Zpen s
limM_ = -oet lim M = + «,
tto tyo

open

Supposons qu'il existe M ¢ £ . M ¢ ‘cc vl vérifiant M>(.,Te,t]) =
u(Je,t]) (0 < € € t) avec y mesure de Radon positive sur ]O,[ , u(]e,l])€7:0+°°.
Donnons-nous deux copies M' et M" du processus précédent et sur 1l'espace produit

convenablement complété, définissons :

Xt(m,w',m") =Mt(m) , Yt(w,w',w") =M't(w') , Zt(m,m',w") =M't'(w") (t>0) .
Xe LM vy pOPR 7 2 OP®" 4<X> =d<Y> = d<Z> et par construction
Cc C Cc

(X,1,2) « 8 PR\ B (R, ce

[}

d<X,Y> =d<X,Z2> =d<Y¥,Z> =0, donc V

qui est impossible car cet ensemble est vide.[]

Remarque :

open

a)SoitZ=X+iYe€c

, Z ¢ 6(: ; posons U = X. Alors

d<U> =d<X> =d<Y>, d<U,Y> =d<X,Y> =0.

Par contre, d<U,X> = d<X> # 0.

b) Soit Z =X + iY ¢ & Zpen , Z ¢ gc’ Mel Zpen ; en se plagant sur un espace

produit,on définit trois processus M', X', Y' tels que :
d<X'> =d<Y'> #d<M' > et d<M',X"> =d<M',¥'> =d<X"',¥'> =0

Ces deux exemples montrent que 1'on ne peut appauvrir les hypothéses dé-
open

c (ZR3) tout en conservant un résultat analogue au théor&me IJI,3

finissant §

On déduit de la proposition III.4, le corollaire suivant :
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III.5.- COROLLAIRE : Soient B un mouvement brownien issu de 0 et f : ]0,[ - R

une fonction continue. Les assertions a) et b) sont équivalentes :

t
open X v =
a)ﬂMe.cc ,V0<sst.Mt MS [Sf(u)dBu

1
b) I £2(u) du <

o+

De plus, M € £ e

Démonstration: b) => a) d'apré&s la proposition I.7.

Montrons que a) ==>Db).

t
Soit M € £ open’ telle que Mt - Ms = J f(u) dBu (0 <s <t). On a donc
t

s
<M> (.,1e,t]) = I f2(u) du et d <M> est déterministe. De la proposition III.4,
€ 1
on déduit que M ¢ ,Gc et, d'aprés la proposition I.2, que J f2 (s) ds < o, [

ot
. P . s inc .
Ce corollaire met en évidence 1'existence d'é&léments de [ ¢ qui ne sont

It dBu
, par exemple -
s

open

pas accroissements d'éléments de -C’C

Nous terminons cet article en donnant des exemples illustrant les théoré&mes

I.3 et I.5.

- Toute martingale locale, continue, étant un mouvement brownien changé de

temps, il suffit pour illustrer I.3,i) de prendre le mouvement brownien standard.

- De méme, le théor&me II.4 montre que pour illustrer le cas I.3,ii), il suffit

1
de prendre _p_ oll p est un BES(3).

- Soit U = X + 1Y un mouvement brownien complexe issu de 0O,alors

Re(%) = —z—x——z € jzpen et vérifie I.3,iii).
X +Y
En fait, la proposition II.8 montre que si Z ¢ gzpen

Re(Z) ¢ £ 2pen et vérifie I1.3,iii).

\gc alors

Soit U = X + iY un mouvement brownien complexe issu de 0. U est un exemple
. 1 ‘s
du cas I.5,i), 7 est un exemple du cas I.5,ii), et exp(%) est un exemple du cas
I.5,iii).

Remarquons que, d'une mani&re générale, si Z ¢ & zpen\gc’ alors exp(Z)

vérifie toujours I.5,iii), car lim |exp(Zt)| = 0.
tyo
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Rectificatif a 1'énoncé du théoréme II.7.

I1 faut ajouter, dans les hypothéses, en i) : Tim Mt=0’ ce aui éntraine

A =

)

thoo
p.s., et donc : Jt(pA_) = JAt(q)-

Marc YOR a contribué, par les discussions fructueuses que nous avons eues

- . . ' . .
ensemble, 2 1'élaboration de ce travail. Nous 1'en remercions vivement.

Signalons également que le probléme de la représentation des martingales

locales continues, indexées par 10,°[, a &té posé par M. Sharpe a J. Azema

et M. Yor.
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