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SUR UN THEOREME DE KAZAMAKI-SEKIGUCHI

par J.A. YAN

Tout récemment, N. Kazamaki et T. Sekiguchi ont établi dans [1] un
résultat très remarquable sur les martingales continues de BMO. Malheu-

reusement, leur démonstration est assez compliquée. Cette note a pour but

d’en donner une démonstration simplifiée .

Voici l’énoncé de Kazamaki-Sekiguchi :

THEOREME 1. Si (Mt) est une martingale continue appartenant à BMO, alors
il existe un tel que

(1) supT~tb E[ 
Tb désignant l’ensemble des temps d’arrêt bornés.

Le point de départ de cette note est la remarque suivante : la con-

dition (1) est en fait équivalente â

(l’ ) E[ exp{ 03B1M~ + { ]  ao .

Posons en effet

Zt _ exp { 03B1Mt + { , At = exp { 1-a 2 , M>t {

On a 
Lt = e(aM)tAt

Comme aM E BMO, un résultat de Kazamaki nous affirme que e(aM) est
une martingale positive uniformément intégrable. Donc pour tout temps
d’arrêt T

On en déduit sans peine, grâce au lemme de Fatou

supT~03C4b E[LT] = E[L~]
et donc (1) >(l’).

Démontrons maintenant une forme un peu plus précise du théorème 1 :

THEOREME 2. Si (Mt) est une martingale continue appartenant à BMO, il

existe ô>0 tel que, pour tout on ait

(2) E[ exp {03B1M~ + }]  ao .

En effet, soit Q la loi de probabilité de densité ~(M)~ . D’après
un résultat de Kazamaki-Sekiguchi [2], le processus
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N = M - 

est une martingale sous la loi Q, appartenant à BMO. L’inégalité de
John-Nirenberg nous dit alors qu’il existe ô>0 tel que

E 00

Par conséquent, si l’on prend ~ tel que on a

E~[ E~[  oo

d’où immédiatement (2) avec a=1~-~ .

REMARQUE. La condition (1) est une condition suffisante d’intégrabilité
de la martingale locale exponentielle e(M) ( critères du type de Novi-
kov ). Le résultat que nous venons d’établir s’énonce donc : toute martin
gale MEBMO satisfait à un critère du type de Novikov. Mais notre démons-
tration repose sur le théorème de Kazamaki, suivant lequel e(aM) est
uniformément intégrable pour tout a, et ne constitue donc pas une nouvel-

le démonstration de ce dernier résultat.

Toutefois, cet inconvénient n’est pas grave, car Kazamaki et Sekigu-
chi en donnent dans [1] une démonstration très courte ( dans le cas con-
tinu ).
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