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GEOMETRIE DIFFERENTIELLE DU 2°™ ORDRE, SEMI-MARTINGALES

ET EQUATIONS DIFFERENTIELLES STOCHASTIQUES

SUR UNE VARIETE DIFFERENTIELLE

par Laurent SCHWARTZ

INTRODUCTION

I1 y a longtemps qu'on a, sans vouloir vraiment le dire, utilisé des semi-
martingales a valeurs dans une variété de classe C2- J'ai formalisé en détail
cette notion dans Schwartz [1]. Mais il y a deux points que je n'étais pas bien
arrivé a résoudre. Le premier, c'est la géne constante introduite par la néces-
sité de vérifier, dans une intégrale stochastique, que la fonction a intégrer
était véritablement intégrable ; voir par exemple Schwartz [1], théoremes X et
XI et leurs démonstrations. C'est ce qui m'a poussé a introduire les semi-mar-
tingales formelles, pour lesquelles aucune vérification d'intégrabilité n'est
plus jamais nécessaire ; c'est l'objet de Schwartz [2]. Il sera constamment
fait référence a ces deux articles, en les abrégeant par S[1] et S[2]. Le deu-
xieme point est relatif au calcul différentiel du second ordre ; d'ou 1'obliga-
tion de ne considérer que J -XC, sorte de composante martingale locale continue
d'une semi-martingale J e+ X qui n'existe pas ; voir S[1], pages 66 et suivantes.
Je sentais bien alors qu'un J ¢+ X devait exister (il se notera ici J*X), mais
avec un calcul différentiel du second ordre. Par ailleurs, il y longtemps aussi
qu'on a étudié des diffusions et des équations différentielles stochastiques
sur des variétés, et vu l'intervention des termes du second ordre (par suite
de la formule d'Ito) dans les changements de cartes. Il est curieux qu'on n'ait
je crois, jamais noté que ce changement de cartes faisait simplement intervenir
le calcul différentiel du second ordre. Tout cela est 1'objet du présent arti-
cle.

Nous supposerons toujours donné un ensemble Q, une tribu & sur Q, une pro-

babilité A sur (Q,08), et une filtration (ft) famille croissante et conti-

teR,’
nue a droite de tribus A-mesurables A-complétes. Tous les processus seront donc
indexés par le temps t¢€ ﬁ; , comme dans S[1] et S[2]. Par ailleurs, toutes les
intégrales stochastiques sont prises en excluant le temps

0 : (f-x)t=j‘ £  dXx

s g+ comme dans S[1] et S[2]. Ces différences mises a
Jo,t]



part, mes notations sont les mémes que dans P.A. Meyer [1], auquel je renverrai
par M[1]. Sauf dans le cas particulier ou la variété est un groupe de Lie, les
discontinuités des semi-martingales semblent plutot pathologiques.
Semi-martingale voudra donc toujours dire semi-martingale continue, martingale
voudra dire martingale locale continue. Par contre on n'imposera pas du tout a
une semi-martingale d'étre nulle au temps O, parce qu'en général elle sera défi-
nie seulement sur un ouvert A de i} xQ , et a valeurs dans une variété ! Avant
de rédiger cet article, j'ai exposé mes idées a Paul André Meyer. Nous avons
ensuite discuté, et échangé des versions successives de manuscrits, et finale-
ment publié chacun un article, le sien est P.A. Meyer [2], le mien est celui-
ci. Nous avons essayé chacun de rendre a César ce qui lui appartenait, sans
aller jusqu'a 1'obsession. Les deux articles se ressemblent beaucoup, mais
valent tous les deux la peine d'étre publiés, car ils tournent autour de points
de vue qui ne sont pas exactement les mémes ; il a travaillé surtout avec des
ouverts de RN (cartes), et des tenseurs avec indices, moi avec des espaces
tangents et cotangents sans cartes ; chaque point de vue a ses avantages et ses
inconvénienté».Meyer a intitulé son article "Géométrie stochastique sans larmes";
je ne suis pas siir qu'il n'y ait pas de larmes, mais suis a peu prés siur qu'il

y en a dans le mien. Les larmes paraissent un peu inévitablement liées au calcul
du second ordre ; on ne pleure pas au premier ordre, on pleure au second, depuis

déja des générations.

(¢)

Les notations tensorielles utilisées par Meyer et moi ne sont pas partout
les mémes, de sorte qu'hélas il y a des facteurs 2! =2 en plus chez lui

ou chez moi.



§ 1. LES ESPACES TANGENTS ET COTANGENTS D'ORDRE 2 SUR UNE VARIETE

Résumé du § 1. Ce paragraphe définit les notions essentielles du calcul diffé-
rentiel du second ordre. (1.1) définit les espaces l1-cotangent T*l(V,v) et
2-cotangent T*2(V,v) en un point v d'une variété V, et les différentielles
DP et Dzw d'une fonction ¥ sur V. On examine le cas ou V est un espace
vectoriel E, muni d'une base. On passe aux structures duales, espaces
1-tangent T1(V,v) et 2-tangent T2(V,v) aV en v, avec le cas V=E, muni
d'une base. Puis (1.8) traite des images par une application C2 d'une
variété dans une autre, avec l'exemple de 1'accélération complete d'une

trajectoire.

(1.1) V sera une variété différentielle de classe Cz, de dimension N. Une

fonction ¥ réelle de classe C2, VNS C2(V;R) :C2(V) :C2 , est dite k-plate en
veV, k=0,1,2, si ¢ et ses dérivées d'ordre < k sont nulles en v (définition
sur une carte, indépendante de la carte). L'espace vectoriel des fonctions ¢
nulles en v, modulo les fonctions k-plates, k= 1,2, se note T*k(V,v), et s'ap-
pelle espace des vecteurs k-cotangents a V en v ; 1'image de ¢ dans cet espace
se note Dk¢(v), k=1,2 ; si ¢ ne s'annule pas en v, on pose

< 3 3*
Dk¢(v)= Dk(¢-¢(v))(v), ou Dkl(v): 0; T 1(V,v) est de dimension N, T 2(V,v)

* #*
de dimension N-+Ei%§11 . On appéllera P (V,v) le sous-espace de T 2(V,v), for-
. . . . N(N+1) .
mé des classes des fonctions 1-plates en v, de dimension —5 le quotient

* *
T 2(V,v)/P (V,v) est évidemment 1'espace des fonctions nulles en v, modulo les
. *
fonctions 1-plates en v, c-a-d. T 1(V,v). Si ¢,y€ C2 sont nulles en v, Py est
*
1-plate en v, donc Dz(@w)(v)é P (V,v), et si 1'une d'elle est 1-plate, leur
produit est 2-plat ; on définit donc ainsi une application bilinéaire
‘ 2 ; * #q * ]
(DP(v),Dy(v)) = D(Py)(v) de T (V,v) xT "(V,v) dans P (V,v), donc une applica-
* *
tion linéaire de T 1(V,v)e T 1(V,v) (@ est le produit tensoriel symétrique)
*
dans P (V,v), qu'une carte montre &tre une bijection. Par cette bijection,
. *1 #1 3*
nous identifierons T "(V,v)e T "(V,v) et P (V,v) et poserons, pour 9 et V

nulles en v, D?(v)e Dy(v) = Dz(@w)(v). Si ¢ et ¥ ne s'annulent pas en v, 9 - 9(v)



et y- y(v) s'annulent, d'ou

DP(v) e Dy(v) = D(P-¢(v))(v)e D(y- y(v))(v)
(1.2)
2 2 2 2
= D9 - 9(v))(y - y(vM(v) = DY) (v) = 2(v)DY(v) - y(v)DP(v) .

(1.2bis) Tout produit tensoriel Fo F est muni d'une structure d'ordre naturel-
le : on dit qu'un élément de Fo F est = 0 s'il est une somme finie

T fae fon’ fchF' Si (fk)kzl,-..,f' est une base de F, oz xi,j fiofj ,
o) i,Jj=1
X, .=X, ., est > 0 si et seulement la matrice des x, . est (symétrique) > O.
143 Js1 1,]

* *
Donc P (V,v) a une structure d'ordre ; les éléments = O de P (V,v) sont exacte-

ment les X D¢a(v)o D¢a(v), <POL€C2(V;R) , ou encore les )Z(D2 <P02L)(v), ou les Py
a a
sont des fonctions c? nulles en v. ’

Résumons quelques-uns des résultats précédents :

* *
(1.3) T 2(V,v) est de dimension N+-N(Nz—+1) , le sous-espace P (V,v) des
. . . N(N+1) , .
classes des fonctions 1-plates en v est de dimension —3 > égal a

3* #* * * *
T (v,v)o T (V,v) par (1.2), et T 2(V,v)/P (V,v) =T (V,v) ; 1'image de

+* *
p2e(v) €T 2(v,v) dans le quotient T 1(v,v) est DP(v).

Si V est un espace vectoriel E de dimension N, ¢¢ C2 admet une dérivée
¢'(v), forme linéaire sur E donc EE* , et une dérivée seconde ¥"(v), forme
bilinéaire symétrique sur ExE, ¢'(v)(X) :ax(P(v), e (v)(X,Y) :bxay(v) ; alors
¢"(v) est une forme linéaire sur E6 E ; donc 9"(v) € (EGE)*:E*G E*, si 1'on
met EOE et E*e E* en dualité par le produit scalaire

(1.4)  (coBlXey) , -, BlM, s@v, @vn, . W
E E

EoE ,EOFE E, ,E E L,E E ,E
Alors @m (@' (v),?"(v)) est une application linéaire de C2(E;I\’) dans
* ® __#* N
E ®(E 06E ), égale a O sur les fonctions nulles en v et 2-plates en v, donc
D2¢(V)H(‘P'(v),‘0"(v)), que nous écrirons plutot (¢'(v) @'"(v)), matrice horizon-

N .. *
tale a 1 ligne et 2 colonnes, est une application linéaire de T 2(E,v) dans



* * * * *
E@®(E OE )=T 1(E‘,v)g) (T 1(E,v)e T l(E,v)), qui est bijective ; on identifiera

donc T*Z(E,v) a E*® (E*o E*) en posant
(1.4bis) p20(v) = (91 (v) O"(v)) .

On voit aussitdot que le 2eéme sous-espace, Eor est exactement P*(V,v), avec
la structure tensorielle de (1.3) ; mais ici la structure sous-espace et quo-
tient de (1.3) devient une structure de somme directe : un élément (0 @'"(v))
de E*e E* est la différentielle D2 d'une fonction plate en v (ce qui garde son
sens, déja vu, sur une variété), un élément (9'(v) 0) de B est égal a la dif-
férentielle D2 d'une fonction affine, ce qui n'a pas de sens sur une variété.

*
. RN
Si E est muni d'une base (ek)k:1,2,...,N , donc E de la base duale

)

k=1.2 N°? sk est la forme linéaire coordonnée xk, donc aussi
=1,2,.00.,
k k

* . . N . . .
ka(v)zszk(v)zx e €E, donc Dx*(v)eDxd(v)=c'o0ed=(0 e'oed)-=

2((xt - xP NI -xI(W (v eE e R .

N
Comme @ - @(v) - % Bk ¢(v)(xk-xk(v)) est 1-plate en v, et
k=1 .
N kK _k 1 N i i
@-0(v) - £ 3 eW(x -x(v))-5 ¥ 3.3, 9v)(x'-x"(v))(x?-xI(v))
k 2 . = i’j
k=1 I,J:1
2-plate en v (formule de Taylor),on aura

N k
DP(v) = % Bk P(v) ¢ ,
k=1
(1.5)
N N . .
p%0(v) = ( % 3, #(v) g oz v 0w fech .
. i
k=1 i,j=1

La fonction ¥ est 1-plate en VEE ssi les aWk(v) sont nulles, et alors
p20(v) € E'eE" est > 0 (suivant 1.2bis) ssi la matrice des aiaj @(v) est
(symétrique) > O.

Passons aux structures duales. L'espace k-tangent en v, =1,2, dual de
T*k(V,v), est 1'espace des distributions sur V (formes linéaires continues sur
Ciomp(V)), d'ordre < k, de support c {v}, sans terme en & (i.e. nulles sur les

fonctions constantes). Un champ de vecteurs k-tangents est un opérateur diffé-

rentiel d'ordre < k, sans terme d'ordre O. Si L est un tel opérateur différen-



tiel, ¢ une fonction réelle C2 sur V, on aura

(Le)(v) = (L | D2@(v)) 5 *9 . La formule (1.2) donne
v T°(V,v),T “(V,v)

(1.6) (L(9y) - OLYy - yL®) (v) = (Lvl DO(v)e DY(V)) 5 4o
T, T

L'orthogonal de P*(V,v) dans T2(V,v) est le sous-espace TI(V,V) (une distribu-
tion en v, d'ordre < 1, est une distribution d'ordre =< 2, nulle sur les fonctions
1-plates !). La structure (1.3) montre alors que le dual de
T*2(V,v)/P*(V,v)::T*l(V,v) est Tl(V,v), ce que nous savions déja, mais aussi que

* * .
Tv)o 1 1(v,v) est P(V,v) = T2(V,v)/T}(V,v) et doit &tre

le dual de P*(V,v): T
canoniquement isomorphe a T1(V,v)0 Tl(V,v). On peut retrouver cette structure
d'une autre maniere. Soient §v, ﬂv, deux- vecteurs 1-tangents en v. Prolongeons-
les n'importe comment en champs de vecteurs de classe Cl, €, N, qui sont donc

des opérateurs différentiels d'ordre 1. Alors leur produit g7 est un opérateur
différentiel d'ordre 2 ; (EN®)(v) dépend des prolongements choisis, et d'ailleurs
ENANE. Mais, si ¢ est 1-plate, (EN®)(v) = (NEP)(v) ne déperident que de Dzw(v),
g€, ﬂv ; ou encore (gﬂ)v et (ng)v sont égaux mod T1(V,v) et ne dépendent, modu-
lo Tl(V,v), que de E_, ﬂv. On définit donc une application bilinéaire symétri-
que (gv,nv)»-(gn)v= (ng)v de Tl(V,v)><T1(V,v) dans P(V,v), donc linéaire de
Tl(V,v)e T1(V,v) dans P(V,v) = Tz(V,v)/Tl(V,v), et on voit que c'est une bijec-
tion. Cela donne bien une identification de P(V,v) avec T1(V,v)e Tl(V,v), et on
vérifie aisément qu'elle est compatible avec sa structure de dual de

PXv,v) =T (v, v)e T NV, V).

La proposition duale de (1.3) est donc :

(1.7) Tl(V,v) est un sous-espace vectoriel de T2(V,v), c'est 1'orthogonal

* * *
de P (V,v) =T 1(V,v)O T 1(V,v) 3 le quotient T2(V,v)/T1(V,v) est le dual P(V,v)

* .
de P (V,v), et il est canoniquement isomorphe a Tl(V,v)e Tl(V,v).

NEE R
En liaison avec (1.2bis), en identifiant suivant (1.4) le dual de FoF a F o F ,

*
les structures d'ordre de ces deux espaces sont duales : un élément de F o F

est > O si et seulement si son produit scalaire avec tout élément > O de FeF



est > 0, ou encore ssi son produit scalaire avec tous les carrés fof, f€F,

est > 0, ou encore ssi il définit une forme bilinéaire (symétrique) > O sur

Fx F. Donc Tl(V,v)o Tl(V,v): T2(V,v)/T1(V,v) est muni d'une structure d'ordre,
et par conséquent T2(V,v) d'une structure de préordre,en appelant > O un élément
de T2(V,v) donc 1'image dans le quotient est > 0. Le cone > O de T2(V,v) est
alors engendré par Tl(V,v) et les (§2)v, € champ de vecteurs de classe ¢! ou

opérateur différentiel d'ordre 1 Sans terme d'ordre O, ou encore c'est 1'ensem-

y,sans terme d'ordre O,
ble des traces en v d'opérateurs différentiels continus/semi-elliptiques > O.

Si V=E, espace vectoriel de dimension N, Tl(V,v)::E, T2(V,v): E® (E®E), la
structure sous-espace et quotient devient une structure de somme directe.
D'ailleurs un opérateur différentiel L d'ordre 2 sans terme d'ordre O s'écrit
comme somme L=€+ A d'un opérateur différentiel homogene d'ordre 1, £, et d'un
opérateur différentiel homogene d'ordre 2, A, ce qui n'a pas de sens sur une

variété ; on écrira Lv: ( v ), EVE E, AVE E@E, matrice verticale, a 2 lignes
A

v
et une colonne ; si ? est de classe C2, le produit scalaire entre

£
D2¢(V)=:(¢‘(V) e'"(v)) et L, = ( v) est le produit de matrices, soit
A

v £
Cr(v)(E ) +@"(v)(Aa )= ((E+A)®)(v) 3 L_€EE, i.e. L :( ") , ssi il annule les
v v v v 0 0
fonctions plates en v (c'est aussi vrai sur une variété), et LVE E@ E, Lv: ( ),

A
v

ssi il annule les fonctions affines (ce qui n'a pas de sens sur une variété).

Si € et T sont deux opérateurs différentiels homogenes d'ordre 1, de classe

1 N . . A
C”, €T n'est pas homogene d'ordre 2, mais on voit aisément que sa composante

homogene d'ordre 1 est 3_1 ; donc

g

0
E o7 ou ( ): (gm-a3.m_ = (Mg-23.8)
Y g, 01, s N
(1.7bis)
(agvﬂ)v a.m
ou aussi (En)v = » ou ET =

g, e €o

v

Bien sir gn-agnzng-ang (= ge M), car gn-‘ng:[g,n]:agn-ang.

Remarquons aussi que (3

g M= (Ve 5 £ €8, 1€ 2(B;R), T (V)(5,) €

Si € et T sont des opérateurs différentiels a coefficients constants,



(1.7ter) EoN =8N ="M .

*
Si E est muni d'une base (e, ) donc E de la base duale (sk)

k'k=1,2,...,N°* k=1,2, - ,N’
k] 9

on pourra écrire un opérateur différentiel d'ordre 2 sSans terme d'ordre O comme

(1.7quarto)

=
I
M2
o
o/
+
D=

z a'la e,
1 i,5=1 J
1 J

1 i A . . .
[le facteur 5 devant a n'a ici aucune importance ; on le retrouve plus loin,

on ne le retrouverait pas si on ne l"avait pas mis. C'est pour avoir

L(x'xY) - x'bx?d - xILx" = a'?J, voir S[1], page 102] ; alors

N
s b5(v) ey
k=1

N i
r ad(v) e;0e,
i,j=1 J

1

Compte-tenu de (eklek,)z Gﬁ,,

bien, a partir de (1.5), (L®)(v) = (Lvl p29(v))

(e'o el | €0 ej,): 6;,6;, +63,62,, on trouve

. Pour la struc-
*
12(E,v),T 2(E,v)

ture de préordre de T2(V,v), vue a (1.7), L, 20 ssi la matrice des ai’j(v) est
(symétrique) = O.

A partir des T*k(V,v), Tk(V,v), P*(V,v), P(V,v), T*1(V,v)o T*I(V,v),
T1(V,v)o T1(V,v) on forme, en prenant les réunions pour vEV, des fibrés vecto-

k

riels T 5(v), ™), P (v), P(V), T '(V)e T Y(v), T (v)e T' (V).

(1.8) Images par une application c2.

Soit ¢ une application C2 de V dans une autre variété W. Pour tout veVv,
* * *
elle définit une image réciproque tQ(v) ou @ (v) de T k(W,Q(v)) dans T k(V,v),
k=1,2, par

(1.8bis) & (v) (DX (a(v))) = X9 e a)(v)

pour ®¢€ CZ(W;R) . Si ¥ est une application C2 de W dans une autre variété Z, il



y a transitivité :

(1.9) (Fo8) (v) = 8 (v) o ¥ (3(v)) .

De méme il existe une image directe (image directe d'une distribution d'ordre
k .
< 2 par une application C2 ') de Tk(V,v) dans T (W,2(v)), k=1,2, transposée de

la précédente, avec

(1.10) (Yo2)(v) = ¥(2(v)) » 2(v)

. 2 .
La relation de transposition se traduit comme suit : si ®€C7(W;R) et si L est

un opérateur différentiel d'ordre < 2 sur V,

(1.11) (8(v) Lvln%mvm: (L(9 2 2))(v) .

1 2 1, 2,
I1 peut étre préférable de noter 2(v), #(v), ¥ (v), & (v), selon qu'elles ope-

rent sur les espaces d'ordre 1 ou d'ordre 2. Tout est fonctoriel, c-a-d. respecte

2
*
les structures de sous-espace, quotient, produit tensoriel, positivité : & (v)
. * * 1y 1y
envoie P (W,2(v)) dans P (V,v), et c'est 1'application 2 (v)@® ¢ (v) de

#*1 *1 *1 *1 .
T (W,2(v))e T "(W,%(v)) dans T "(V,v)e T "(V,v) ; donc elle passe aux quotients,
1, %1 #*1 2
et donne 1'application & (v) de T "(W,2(v)) dans T (V,v) ; &(v) induit

1

&(v) : Tl(V,v)-‘Tl(W,@(v)), donc passe aux quotients P(V,v) - P(W,%(v)), et donne
1 1

3(v)@ 8(v) de TH(V,v)o T (V,v) dans T'(W,2(v))o Tl (W,8(v)) (2).

Un cas particulierement simple et important est le suivant : si V' est une
sous-variété (non nécessairement fermée) de V, & 1'injection de V' dans V, 3 est
une injection : en tout point ve V', Tk(V',v) est un sous-espace vectoriel de
™(v,v), et P(V',v) = 12(v' ,v)/1 (V' ,v) =T (V' ,v)o TV (V' ,v) s'injecte dans
P(V,v) = T2(V,v)/T1(V,v)= T](V,v)e Tl(V,v) comme le carré (@ de l'injection de

1 1 #* . . *k :
T (V',v) dans T (V,v). Et § est une surjection : T (V',v) est un quotient de

* * * * *
T*?V,v), et P (V',v)=T 1(V',v)e T (V',v) un quotient de T 1(V,v)@ T 1(V,v), la



10

surjection canonique est le carré de celle de T*I(V,v) sur T*1(V',v). Tout
ceci se voit immédiatement dans une carte ou V devient un ouvert d'un espace
vectoriel et V' un ouvert d'un sous-espace vectoriel. Nous n'allons pas détail-
ler toutes les formules qu'on peut en déduire lorsque V ou W ou les deux sont
des espaces vectoriels de dimension finie. Nous nous bornerons au cas V est
quelconque et W= R, puis au cas V=E, W=F, et pour les espaces tangents seule-
ment. Si V est quelconque, W= R, alors T1(W,i>(v)) =R,

T2(W,¢(v)) - RP(Re R)=R®R . Alors

1
8(v) = Da(v) € 2T (V,v)sR) =T Y(V,v) ,

(1.12)
D2¢(v)

e.c(T2<v,v) ; Re(ROR)) |,

—_
<

~
i

Dé(v) @ Dé(v)

ou un élément de RO (IRe R) est mis sous forme d'une matrice verticale ; les
P . sz . 2 *#2
deux éléments de matrice sont des éléments, le premier de £(T“(V,v);R) =T “(V,v),
~ +* *1 *1
le deuxieme de L(P(V,v)3;R) =P (V,v)) =T (V,v)e T "(V,v) ;
Dé(v)@ D%(v) :-;— Dé(v) ®© Dé(v). Ensuite, si V=E, W=F,

T2(V,v) =E® (E®E), T2(W,§(v)) =F® (Foe F), et on trouve

1
8(v) = ' (v) € £(E;F)

(1.13)
2 (v) 8" (v)

(v) = ¢ f(E® (E@E) ;3 FR(FOo F)) ,
0 ¢ (v)E &' (v)

ou un élément de E® (EGE) ou F® (FOF) est mis sous forme d'une matrice verti-

3
cale. Cela veut dire que, si L :( Av) €E® (EOE), son image dans F® (F@ F) est
v

é (v) g"(v) £y %'(v)(gv) + @"(v)(Av)
(1.14) -
0 2 (v) @ 2 (v) A, (e (v)® 2" (v))(a)

On peut mettre ces formules sous une autre forme. Soit tb x= y(t) une trajec-
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toire C2, application de la droite R des temps dans un espace E. Sa vitesse en
un point t est x'(t), son accélération x"(t). Soit ensuite & une application c?
de E dans F, ce qui donne tr~y= ¢(x(t)), trajectoire a valeurs dans F. On expri-
me immédiatement y'(t) a partir de x'(t), c'est
1
y'(t) = 2(x(t))x'(t) = 2" (x(t))x'(t) .
Mais on ne peut pas exprimer y'"(t) seulement a partir de x"(t), il faut connal-

tre a la fois x'(t) et x"(t) pour trouver y"(t), on a
(1.14bis) y"(t) = ' (x(t))x"(t) + a"(x(t))(x'(t)) @x'(t))

Convenons d'appeler accélération complete de x au temps t, x"(t), le

x"(t) y"'(t)

vecteur( )E E® (Ee E), et de méme y"((t):(

1 y'(t)e y'(t)

On remarquera que x'(t) est aussi x(t)(1), 1€ R, et que 1'accélération compléte
2

x"(t) est x(t)(101), 1616 RoeR=R . L'accélération compléte est un élément

)EF@(FO F).
x'(t)o x'(t)

> 0 suivant (1.7). Alors

2 2
(1.15) y"(t) = 8(x(t))x(t)(101) (formule (1.10)), ou
y"(t) &' (x(t)) #"(x(t)) x"(t)
(1.15bis) = ,
y'(t)ey'(t) 0 2 (x(t)) @ &' (x(t)) [ \x'(t)e x' (t)

ce qui redonne bien (1.14bis). Il n'est pas mauvais de définir x"(t) comme vec-

teur 2-tangent au point x(t) : si ‘PECZ(V;R) , on a

2 .
(1.16) (D9 (x(t)) Ix"(t))
T 2%k, x(£), T2(E,x(t))

x'(t)
= (¢ (x(t)) (P"(x(t))( )

x'(t)o x'(t)

i

@ (x(t)) x"(t) +e"(x(t))(x'(t)ex'(t)) = (Pox)"(t) .
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Les calculs sont peut-étre plus simples a faire directement pour ces vecteurs
vitesse et accélération complete ; mais la vitesse et 1'accélération complete
des diverses trajectoires a valeurs dans E engendrent T2(E,v) en tout point v,
et cela redonne la matrice carrée ci-dessus si on ne 1'avait pas obtenue autre-

ment. Par ailleurs, si la trajectoire x est a valeurs dans une variété V, la

1
vitesse reste x(t)(1) ¢ Tl(V,x(t)) et 1'accélération complete
2
x(t)(1e1)¢ T2(V,x(t)) 3 on pourra, si 1l'on veut, toujours les appeler x'(t),

1 2
x"(t), et on aura toujours y'(t) = &(t)x'(t), y"(t) = 3(x(t))x"(t) et (1.15ter) ;

1'image de x"(t) dans T2(V,x(t))/T1(V,x(t)): T1(V,x(t)) OTl(V,x(t)) est le carré

de la vitesse x'(t)o x'(t).

§ 2. TRANSFORMATIONS DES SEMI-MARTINGALES CONTINUES PAR

Résumé du § 2. (2.1) donne les variantes de la formule d'Itd pour 1'image d'une
semi-martingale par une applicatibn Cz, qui permettront 1'énoncé du princi-
pe fondamental (2.6) : la différentielle de semi-martingale dXt est un
petit vecteur 2-tangent au point Xt. C'est ce qui pourra etre transporté

sur une variété.

Si alors X est une semi-martingale a valeurs dans une variété V, si J est
processus optionnel 2-cotangent a V le long de X, on peut définir une inté-
grale stochastique J * X, semi-martingale (formelle) réelle,

(J 'E)tzzf (Jsldls), puisque JS est 2-cotangent au point XS, et dXS

Jo,t]
2-tangent au point X, ; <c'est la proposition (2.7). La proposition (2.12)

est un retour a 1'intégrale J + X® de S[1] (p. 66 ét suivantes), mais avec
les méthodes plus fortes utilisées ici. On est en fait amené a calculer des
intégrales par rapport a dX, axe, qz, d %[X,X]. A (2.16) on étudie 1'image
par une application 02 d'une variété dans une autre ; et a (2.17), le cas

d'une sous-variété de V. (2.20) localise a un ouvert A de i} xQ .
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Dans ce paragraphe, il n'est pas question d'imposer a une semi-martingale

X a valeurs dans une variété la valeur XO: 0 ; Xo est arbitraire, € "L‘,’o . Mais

les intégrales stochastiques J ¢ X seront dans OthW(c, nulles au temps O. [Pour
les notations telles que AmC, opt M, etc., voir S[2], §§ 3, 4, 5 3 optd M

est 1'Cpt-module des semi-martingales continues formelles, nulles au temps 0.]

[Si on travaille sur [S,T], S et T temps d'arrét, au lieu de [0,+»], Xg est ar-
bitraire, X est la restriction a [S,T] d'une semi-martingale, et elle est conti-
nue sur [S,T]. Mais les intégrales stochastiques seront prises a partir de S,

nous les noterons J 1 ] * Xe Opt-JW?c[S,T], semi-martingale réelle continue

]S,+m
formelle sur [0,T], nulle dans [0,S] ;

G 15,001 Dy = [0 T By o (e Els,T]

Si V est un espace vectoriel, c'est aussi J e (XT- XS), xT - xS semi-martingale
continue sur ]—Q_+ x(1, nulle sur [0,S], arrétée en T ; les signes ~ sont toujours
~ sur [S,T]. La ou, dans les formules, nous trouverons ?(X) -QP(XO), il faut rem-

placer par ®(X) - <P(XS)

’

D2q>(x) 1]S,+oo] *X = cp(x)-ﬂp(xs) sur [S,T], € 4 M[s,T] ]

(2.1) Le principe fondamental : 1'accroissement d'une semi-martingale vectorielle

se comporte comme un vecteur 2-tangent.

Soient E, F, des espaces vectoriels, X une semi-martingale a valeurs dans E
(non nécessairement nulle au temps 0). Soit & une application C2 de E dans F.

N . , N
D'apres It6, on a, si nous prenons des coordonnées dans E, E= R , pour une base

R |

N W 1 N L
B(X)-3(X ) = £ 3, &(X)eX 4= ¥ 3.3, 8(X)e[x',xI] ,
o k 2 . i3
k=1 i,j=1
a valeurs dans F

N K 1 N . .
=8 (X)e T X e +35 M(X)e % [x',x9] e;oe.
k-1 i,j=1 J

- @1 (X) e X+ 2"(X) -;- [x,x1 ,
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N : .
avec [X,X]= ¥ [x',x¥] ejo e, a valeurs dans E oE, i"(v)E.ﬁzym(ExE;F):.ﬁ(E@E;F).
i,j=1

k]
1 N
Le processus 3 [X,X] a valeurs dans EOE est croissant (pour la structure d'ordre
N . . * N
vue a (1.2bis)). En effet, si (ei)i:1,2,.-.,N€E =R,

N i , N N .
b e.e.E[X,xJ]:EEZ 8., X', £ 6. x9]

est croissant.

En prenant le compensateur et le compensé

2(x)¢ = a1 (x) o x¢

~ (*) ~ o~
8(X) - @(Xo) = &(X) - @(Xo)

= 8(X) - (X)) - 80 = 21(X) + X+ #n(X) -;- [X,X]
Enfin

3 ([8(X),2(0)] - [8(X),8(X)] ) = % [20X) - #(X_),8(X) - #(X )]

3 <0005 = (@ (0@ () 4 [x,x]

a valeurs dans Foe F. Résumons toutes ces formules :

' . LY .-1
( @(x)-@(xo) = &' (X) « X+ ¥™(X) 5 [x,Xx]

8(x)¢ = a1 (x) « X©

(2.1)" ¢
—~—— ~ ~ 1
&(x) - @(x)o = &' (X) « X+ &"(X) *3 [x,Xx]
% (2,20 ] - [8(X),2(X)] ) = (2 (X) @ 2" (X)) % [x,x] .
\
() d

Dans S[1], la décomposition d'une semi-martingale était notée X = x4+ x%.
Nous adopterons ici la notation, semble-t-il, plus courante, X=X%+X H

~

¢ est la composante martingale continue, X la '"caractéristique locale".

X
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En posant, pour une semi-martingale X a valeurs dans E

>
>
<

(2.2)

|5<
1}

1<
"

|><
]

3 [%,X] 3 [, 0

(matrices verticales), semi-martingales a valeurs dans E® (E@E), la deuxieéeme a

variation finie, on trouve quatre formules

' Qv(x) qﬂv(x)
$(X) - 8(X) = X

0 ' (X) @ €' (X)

#(X)€ = 2r(x) « X©
(2.3) <

2 (X) 2" (X)

o
—~
>
&)
1
L=
~
>
|
I}

o

12

0 91 (X) @ ¢ (X)

% ([2(x),2(X)] -[@(x),qe(x)]o) = (' (X)@® 2'(X)) % [x,x]

En utilisant (1.13)

/ 2
2(X) - @(x)O = #(X) * X
1
2(x)€ = 8(x) « X°
(2.4) /¢

1 1
% ([3(x),8(07 - [3(X),8(0] ) = (2(X) @2(X)) * 3 [X,X]

\
En notation différentielle
( 2
de(X) = 3(X) dXx
1

as(x)¢ = 8(x) ax©
(2.5) ﬁ

Y 2

~
ag(x) = 3(X) dx

1 1
L a £ [8(X),8()] = (300 @2(X) d 5 [X,X]
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Nous exprimerons tout cela sous la forme suivante

(2.6) Principe fondamental.

Dans une application C2: E-F, dﬁt et dlt se comportent comme des vecteurs

2-tangents > 0 au point Xt, dxi comme un vecteur 1-tangent au point Xt,

% d[X,X], comme un vecteur > O du quotient P(E) = T(E)/T'(E) = T'(E)o T'(E) =Eo E

~

. L1 s .
au_point Xt ) d[X,X]t est 1'image de d&t ou q&t dans le quotient.

I1 est bien évident que ce principe aura des applications essentielles aux

semi-martingales sur les variétés.

C'est ce qui va suivre maintenant.

Remarque (2.6bis) : Pour une semi-martingale (continue! ) X, il est habituel

caractéristique locale X ; il vaut mieux dire que la caractéristique locale

est X, processus a variation finie a valeurs dans E® (E® E),

X

1542
1

1
E [x7xJ

Nous allons maintenant généraliser S[1], propositions (6.3), (6.4), (6.5), avec
une démonstration beaucoup plus simple grace a l'emploi des semi-martingales for-
melles, qui permettent de ne pas regarder 1'intégrabilité. Soit X une semi-mar-
tingale a valeurs dans V, variété différentielle de classe C2 (évidemment aucune
condition du type X =0, O n'existe pas sur une variété !). Soit T*k(XD 1'Cpt-
module des processus optionnels k-cotangents a V le long de X ; si J€ T*k(X),
J(t,w) € T*k(V,X(t,w)), et J est optionnel a valeurs dans T*k(V) ; rappelons que
Opt A 7€ est 1'Gpt-module des semi-martingales réelles (continues) formelles,

nulles au temps O, et nous avons défini ses sous-modules Opt WC, Opt mc_ Alors :

2(x)

: . . . . . z . *
Proposition (2.7) : Il existe une application Opt-linéaire unique de T

dans Opt 4 mc, notée JrJ + X, telle que 1'image de DZQ(X), si ? est une fonction
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, 2 .
réelle C~ sur V, soit

(2.8) DZP(X) ¢ X = @(X) - (X ) .

*
Cette application est séquentiellement continue, quand on munit T 2(X) de_

*
la topologie de la convergence simple. L'image T 2()() ¢ X de cette application

est le sous-Opt-module Opt £ M°(X) de Opt 4 M°, engendré par les @(X), @ réelle

C2 sur V, il est stable et crochet-stable [voir S[2], définition (7.6), pages

68-480] si V est plongée dans un espace vectoriel Rd , c'est le sous-module

engendré par les coordonnées Xk, k=1,2,...,d, et leurs crochets [x*,xJ7,

i,j=1,2,...,d, ou par les Xk et les produits x'xd. Si J*X est une vraie semi-

martingale, on dit que J est dX-intégrable. Une partie A-optionnelle de §+ xQ

*
est dite dX-négligeable ssi, pour tout JET 2()() porté par A, J e+ X=0.

Remarque : Si V est un espace vectoriel E, J*X est ce qu'on sait : si J=(a B),

J-_)f_:a'X*rB'-;— [X,X]. Si donc J:D2<P(X): (e (x) @"(x)),

(2.8bis) JeX = @1(X) ¢ X+ @"(X) ~—;— [x,x] = @(Xx) —tP(XO) par 1td
. , *2
Démonstration : 1) Unicité. 11 suffit de montrer que T “(X), comme Opt-module,

est engendré par les D2<P(X). Sur un espace vectoriel E de dimension d, une base de

k

* * ® *
T 2(IE‘,,V):E @®(E oFE ) est formée des ¢ :szk(v), k=1,2,...,N, et

810e‘]:D2(xlx‘])(v)-xl(v)szJ(v)—xJ(v)szl(v), i,j=1,2,...,N, i <j. Mais les
. . * *
vecteurs D2xk(v), D2(x1x‘])(v) les engendrent, donc engendrent E & (E®E ), et

* * 3
sont aussi nombreux, donc forment aussi une base de E @ (E®E ). Si V est de

(+)

dimension N, elle peut étre plongée dans Bd , d=2N ;3 en tout point v de V,

*2 . * * % 2
T “(V,v) est un quotient de E @ (E © E ), parce que toute fonction réelle C

sur V est la restriction d'une fonction C2 sur E ; donc il existe un systeme

J, i< j, telles que les D2¢£(v)

(‘Pz de fonctions C2 sur V, les xk et le x'x

)flEL

()

J'avoue que j'en étais resté a d= 2N+1, comme on le remarquera dans S[1].

C'est d'ailleurs sans importance.
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*2
engendrent en tout point v de V 1'espace T “(V,v) ;

card L:d+ig+—l)—: 2N+ N(2N+ 1) = N(2N + 3). En tout point v de V, N+N—(—g—+i)-

d'entre elles sont indépendantes, donc elles le sont aussi dans un voisinage

de v. Donc V admet un recouvrement ouvert (V') tel que, pour tout n, un sous-

n nEN
*
+&N;-l)—, soit une base de T 2(V,v) pour v'€V! .

s 2
systeme (D ¢£(V))ZEL;1’ card L' =N
Donc dans 1'ouvert optionnel X—l(Vl'l), c-a-d. pour tout (t,w)EX—l(VI'I), les
*
(D2¢Z)(X(t,w)), L e Ll'l’ forment une base T 2(V,X(t,w)), et DZKP)Z(X) est optionnel
2

* *
sur T “(V). Pour tout JET (X), il existe des fonctions réelles optionnelles

2 “1,yvy . B .
% n telles que J—LEZ]_,v al,nD @, (X) sur X (Vn) ; nmous poserons ay = 0 si
zZLr'l . Il suffit maintenant de définir a, sur §+ xQ par a, :0‘1,0 dans

X—1(v(')),..., %y =y n dans x_1(vr|1\ . \V(')), o, est réelle optionnelle, et

*
J= T ay p2 9, (X). Donc T 2(X) est Opt-engendré par N(2N+3) processus D2§P£(X).
LeL

2
somme finie, %ec 3 nous pouvons poser

JeX = /g/EZL oy p2 @, (X) e X = L?L a, ¢ (@, (X) —‘PL(XO)) .
Si nous montrons que c'est indépendant de la représentation de J, on aura défini
une application Opt-linéaire de T*2(X) dans Opt A7 ; si 9€ C2(V;R), D2KP(X)
aura la décomposition D2(X) = 1D2¢(X), d' ou D2‘P(X) *« X=9(X) - (P(XO)' .
Pour montrer que le résultat est indépendant de la représentation, nous devons
simplement montrer que, si 1'on a une relation

(2.9) %:ocz DZKPE(X) =0 a, optionnels, 1)7,: somme finie ,

on a aussi la relation
(2.10) Eaz-(¢£(x)—®1(xo)) :E%-%(x) =0 .

Prenons un atlas de V, (VI'I) et soit (V;) un atlas subordonné ; Qn est

néEN ’ nENN

2 , . . .
un C -difféomorphisme d'un ouvert U"] d'un espace vectoriel En’ sur VI'1 ; soit

u" = Q_I(V”) ; nous pouvons supposer V" compact dans V' , donc U" compact dans
n n n n n n

Ur'l. Il existe une fonction Q;ll sur V, de classe C2, qui est égale a @;1 sur V;;;
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alors Yn: @;1(X) est une semi-martingale, qui cofncide avec é;l(X) :Yn sur

Xhi(V;). Ensuite il existe WZ n’ fonction réelle C2 sur E, qui coY¥ncide avec
1

: -1 — — -1
- ° "o " - 3 - ° ° -
Yy p=®g o8, sur UM 5 sur XT (V1) W,n(Yn) = W’n(fn) =908 28 (X) =@, (X).

b

Donc on a la relation I a, Dzvl (Y.)=0 sur X 1(v"). Mais (2.8bis) donne
h ,n n n

— - 2 — — —
W,n(Yn)"'D W,n(Yn) ¢Y partout. Donc

|

=

— 2 — — — 2— — —
f“z'%(’()~§°‘2""l&,n( n)Nﬁz%-(n W,H(Yn)-y_n):zzaln W,n(Yn) *Y .0 sur

X—1(V:) . Ceci étant vrai pour tout n, Ta, °‘PII(X)~ 0 sur 174( xQ , donc =0.
£
3
Dans la démonstration de 1'unicité, nous avons vu que T 2()() est Opt-engendré
3*
par les D2*P(X), LPECz(V,R) , donc T 2(x) * X est engendré par les 9?(X) —‘P(XO),

c'est OptAgW(c(X). On peut plonger V dans un Rd . Ito montre que Opt S mE(X)

est Opt-engendré par les Xk Xl; et les [X',XxJ]- [XI,X‘]JO , ou par les XK - X];

Pexdaxdextax4,x9]) 5 i1 est donc de type fini,

et les X'xJ-x'xJd  (x'xJ=x
oo

donc stable (c-a-d. fermé) et crochet-stable par la remarque qui suit (7.6)

de S[2].

Enfin la continuité de 1'intégrale est évidente. Soit ‘(Jk)

- K=1,...,N' °

*
N' = N+M;—“ , une Opt-base de T 2(X). Alors J = % a0 JK converge vers O
k=1 !
ssi chaque O n? k=1,.. ,N', converge simplement vers O pour n-+ ; alors
N! ’
J *X= % @t (Jk'E) converge vers O dans Opt £ 7° (voir (2.5) de S[2]).
k=1 ’

Remarques : 1) Tout le procédé de localisation par cartes a été déja fait
maintes fois dans S[1] ; je 1'ai refait ici, vu 1'intérét du théoreme, mais on
ne devrait plus le refaire a ce stade, et on devrait se contenter de dire : par
des cartes, on se ramene a V=E, espace vectoriel. Voir d'ailleurs (2.20).

2) Ce théoreme d'existence et d'unicité est un théoreme général
d'algebre, d'ailleurs évident : soit % un Q-module, %' un sous-ensemble de U ;
soit p une application de %' dans un (Q-module ¥ ; il existe une application
Q-linéaire unique P du sous-G-module de % engendré par %', dans V', égale a p
sur Y', pourvu que, pour toute relation T a, uj =0 entre éléments de W' (% sonme
finie, o, €0, u; €U'), on ait la méme relation entre leurs images, %al p(uj) = 0.

La partie "unicité" de la démonstration a consisté a montrer que 1'Cpt-module en-

2

3 ~
gendré par les D2§P(X), ‘PECZ(V), est T “(X) ; la partie "existence'" a montrer 1la
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conservation des relations.

Faisons maintenant pour k=1 et X€ ce que nous venons de faire pour k=2 et X

: *#
Proposition (2.11) : Il existe une application Opt-linéaire unique de T 1x)

dans Opt 7€ (Opt-module des martingales (locales continues) formelles nulles au

temps 0), notée JiJ ¢ X, telle que, pour toute ¥ € C2(V;R) :

(2.12) DO(X) + X¢ = (e(x))° .

On dit gque J est ch—intégrable, si Jd « X® est une martingale locale vraie. On

— 3*
dit que A optionnel ¢ R xQ est ch-négligeable, si, pour tout JET 1(X) porté
271 - -
*
par A, J e X®=0. Si on note JkJ 1'application canonique de T 2(X) sur son quo-

*
tient T 1(X), on a

(2.13) (JeX

2 1
en particulier, si J est dﬁ—intégrable, J est dxc_intégpable; si Ac:ﬁ; xQ est

dX-négligeable, il est dXC—négligeable.

Démonstration : C'est la méme en plus simple, nous ne la répétons pas. Ces
résultats ont déja été montrés a (6.3), (6.4), (6.5) de S[1], avec deux diffé-
rences : on était en martingales locales vraies, on est ici en martingales lo-
cales formelles, ce qui simplifie tout, puisqu'on n'a jamais a se soucier de
1'intégrabilité ; d'autre part, la démonstration de S[1] reposait sur une repré-
sentation (6.2) par des processus tangents, ici nous donnons une démonstration
directe ; nous en 'déduirons des représentations tangentielles.
La fin, c-a-d. (2.13), est évidente par Opt-linéarité, car il suffit de la voir
2

pour J = Dz@(X), et c'est la deuxieme formule de (2.3), 1'image de p%¢ dans le

quotient étant D®, c.q.f.d.

(2.13bis) On n'est pas toujours obligé d'écrire 1'indice 1 ou 2 ; si
AT LE TP g 3
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2 1
*
J=J€eT 2()(), J « X®voudra automatiquement dire J o Xc, et (2.13) s'écrit

(2.13ter) (J+X)¢ = Jex©

On voit que J e+ X est une intégrale par rapport a dlt, vecteur 2-tangent au point
Xt , et J+X° par rapport a dxi , vecteur 1-tangent au point Xt (principe fonda-

mental (2.6)). Par différence, on conviendra que
(2.13quarto) JeX =JeX-JeX

c'est une intégrale par rapport a la caractéristique locale dX vecteur

=t
2-tangent au point )(Jc . Alors JrJ '_;_: J *X est une application Opt-linéaire
T*z(x) dans Opt 7%, et sont inage est Opt VS(X) =m, sous-Opt-module
ou sous-espace stable engendré par les LP((_)()-\‘P(XOJ), @iCZ(V;R) - SiV est plon-
gée dans Rd , i1 est Opt-engendré par les composantes Xk et les crochets [Xi,Xj],

/T(/ =
ou par les X et les x'xJ.

(2.13quinto) On dira que J€ T*2(X) est dz—intégrable, si J OX est un vrai pro-
cessus a variation finie ; que A opfionnel < §+ xQ est di—nég;ligeable, si, pour
tout J€ T*2(X) porté par A, J -g-_- 0. Si J est dX-intégrable, il est dr_)z—intégra-
ble ; si Ac 1—2—+ x( est dX-négligeable, il est dz—négligeable. Mais en fait, les

parties dX-négligeables sont exactement les parties dX-négligeables. Pour le

voir, on peut, par localisation dans des cartes, se ramener a V=E, espace vec- -
toriel. Adors, si A est dX-négligeable, il est dX-négligeable et d %[X,X]—négli-

geable, donc ch—négligeable, donc dX-négligeable, donc dX-négligeable.

(2.13sexto) I1 y a lieu maintenant d'intégrer par rapport a d %[)(,X]t , vecteur

de P(V,Xt) suivant le principe fondamental, image de dX_ ou dltGTz(V,Xt) dans

t

le quotient P(V,Xt) :Tl(V,Xt)O Tl(V,Xt) . Puisqu'il est a valeurs dans le quo-
s *

tient, on peut intégrer des processus J a valeurs dans le sous-espace P (V) de

™2(v).
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* . 3
Proposition (2.14) : Soit JET 2()(), a valeurs dans le sous-espace fibré

~

* *
P (V), ce que nous écrirons JEP (X). Alors J*X = J*X=J+X€O0pt 7%, et il

T°1(X), auq P*(X)
26 , auquel cas .J1°"2€ X),

2

est croissant si J20. Si Jl’ J

[ C
(2.15) (qler) X = [J1 X7,d, Xx]
croissant si J1=J2.
2 2 # 11 %1
Si Jl’ J2€T (X), d'images J1, J2 dans T “(X),
1 1 2 2
(2.15bis) (Jjod,) « X = [J *X,0,+X] ,

ce que 1'on conviendra d'écrire, en omettant les indices 1 et 2 supérieurs

. _ . c o« ¥©
(2.15ter) (Jj0d,) «X = [J, =X, J, X] = [J, «X",J X1 .

2

*
Pour JE€P (V), on conviendra d'écrire aussi Je*X=J --%[X,X], croissant si J>0

#* .
dans P (V) (c'est justifié si 1'on considere d %[X,X]t comme 1'image de dz(_t dans

le quotient P(V,Xt), et si on remarque que, pour V=E, espace vectoriel,
N * 3* 1
J=(0 B), B a valeurs dans E O0E , J-E:B-E[X,X])- On dira que J

est d %[X,X]—inté rable, si J'% d[X,X) est un vrai processus a variation finie;

J est dX-intégrable ou dX-intégrable, ssi il est % d[X,X]-intégrable. On dira

— *
que A optionnel ¢ R _xQ est % d[X,X]-négligeable, si, pour tout J€P (X) porté

par A, J -%[X,X] =0. Si A est dX-négligeable, i.e. dX-négligeable, il est

d %[X,X]-né ligeable ; A est % a[X,X]-négligeable ssi il est dX®-négligeable.

Démonstration : Par localisation, on peut montrer (2.15) pour V=E, espace
vectoriel. Comme 1'indique la remarque suivant (2.15ter), le premier membre
vaut alors (J10 J2) '-%[X,X], donc, par la formule de dualité (1.4),

1 1 c c .
E[J1 X,d, X]+§[J2 X,J X]:[Jlox,J2 x]:[J1 X",J_*X ]. Ensuite de (2.15)

2

*
on déduit (2.15bis) par (2.13). Comme P (V) est Opt-engendré par les J0Jd,, et

2
*
que (2.15) montre que (JIQJZ) * X€ Opt 7®, on a aussi J * X€Oopt 7® pour JEP (X),
’ ) ~ *
Alors J*X=J X donc =J *X par (2.13quarto). Comme un élément > O de P (X) est

1 1
une combinaison Opt-linéaire a coefficients > O decarrésdJ © J, il est-évident
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2 2 *
que J '%[X,X] est croissant pour J élément = O de P (V).
2(

*
Remarque (2.15quarto) : Soit JET “(X), on a :

JeX J

%[J-_)E,J'l(_] JoJ

o=

semi-martingale a valeurs dans R® (RR® R) =IR® R, de sorte que, si 1'on pose

2
2 J .
Jd= , matrice d'éléments de T (X), on aura :
1 .1 1
5 J eoJd
~—0—~ ~
(2.15quinto) JeX=JX , et JeX=JeX .

Proposition (2.16) : Soit & une application C2 de V dans une autre variété W,

X une semi-martingale a valeurs dans V, (X) son image, semi-martingale a

valeurs dans W. Soit J un processus optionnel 2-cotangent (resp. 1-cotangent) é

¥*
W le long de ¥(X). Soit & J défini par
3* #*
(2.16bis) 3 J(tye) = 3 (X(t,0))I(t,0) -

#*
(C'est une abréviation de & (X)J.) On a

( 3*
3 JeX =Jes(X) ,
¥*
3 Jex" = Jes ()¢,
(2.17) <
3¢ ~ -
EJ' = J e 5(X)
¥* *
3JeX=3JX=J3(X) ;
L -

N ¥* * N 3
si J est a valeurs dans P (3(X)), & J est a valeurs dans P (X), et

* .
(2.17bis) 379« 20X,X] = J - 3{3(X),2(0] .
Démonstration : Montrons par exemple la lere formule. Par Opt-linéarité, on

se ramene a J:DZLP(Q(X)), XS C2(W;R) . Cela revient alors a
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D2(‘~P e 3)(X) «X= D2¢(¢(X)) * $(X), et les deux membres valent @(&(X)) —‘P(@(XO))-

Corollaire (2.17ter) : Soit V une variété, V' une sous-variété de V (non né-

cessairement fermée), X une semi-martingale a valeurs dans V'. En tout point

k

(V',v')

k . k *
vtev', T(V',v') est un sous-espace vectoriel de T (V,v'), k=1,2 et T

#*
est un quotient de T l((V,v' ). Si alors J est un processus optionnel k-cotangent

N . . *
aV le long de X, c-a-d. a valeurs dans T k(V), et si J' est son image dans le

#
quotient T k(V’), on a

,
JeX =J'eX , pout k=2 ,
Jex® -3 +x® , pour k=1 ,
(2.18) <
JeX = J' X s, pour k=2 ,
JeX =J" X s pour k=2

\

(dans la derniere formule, J'® J' est l'image de JoJ) ; si J est a valeurs dans

* . *
P (V,X), J' est a valeurs dans P (V',X), et

J -%[x,x] = J -%[x,x] , pour k=2 .

(Les membres de gauche sont des intégrales stochastiques relatives a X dans V,

les membres de droite a X dans V').

En conséquence, les intégrales de gauche ne dépendent que de 1'image J' de
*
J dans T 2(V').
Démonstration : On applique (2.16) a l'injection ¢ de V' dans V.

Proposition (2.19) : Soient X, X', deux semi-martingales a valeurs dans V,

J, J' deux processus optionnels k-cotangents le long de X, X', respectivement,

k=1,2. Soit A un ouvert de §+XQ. Si, dans A, X=X', J=J', alors, dans A,

JeX~J'eX', etc.
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Démonstration : Plongeons V dans un espace vectoriel E. Il existe des reléve-
ments J, J' de J, J', en processus cotangents a E le long de X, X'. C'est une
propriété générale d'un fibré et d'un fibré quotient. En effet, par un atlas et
une partition de 1'unité sur V, on trouve un relévement § de classe C2_k de
T*k(V) dans T*k(E) le long de V : pour tout veEV, g(v) € £(T*k(v,v);T*k(E,v)),
et, si n(v) est la projection canonique de T*k(E,v) sur T*k(v,v), n(v)g(v)=I(v) ;
alors J(t,w) = 8(X(t,w))J(t,w), ou J=6(X)Jd, et de méme J' = §(X)J'. Alors, par
(2.18), J -5;:3'.5, Jrex=7J *X ; et, par (3.2) de S[1], on connalt la proprié-

té pour des semi-martingales vectorielles, J=J' sur A, X=X' sur A, donc

Remarque : On démontre ensuite le méme type de théoremes que dans S[1], par
exemple :

Si ACZﬂ; xQ, si X et Y sont deux semi-martingales a valeurs dans V qui cofnci-
dent sur A, Opt 4 7S(X) et Opt 4 7°(Y) sont équivalents sur A ;

si & est une application C2 de V dans W, Opt-4 M(8(X)) copt 8 ME(X), et ils
sont égaux si ¢ est une immersion. En particulier, si ; est un relevement de X
dans un revétement V de v, OptAch(})-z opt 4 ME(X). Etc.

On peut aussi, pour tout cela, utiliser les méthodes qui suivent, avec des

cartes.

(2.20) Cas d'une semi-martingale a valeurs dans V définie seulement sur un

ouvert A de 1_2-+ xQ .

(3)

Soit X une semi-martingale dans A, a valeurs dans V ; elle est en par-

ticulier restriction d'un processus optionnel X sur R+ xQ, a valeurs dans V ;

voir (6.5quinto) de S[2]. Soit J un processus 2-cotangent le long de X défini
< 3
sur A. Supposons J optionnel a valeurs dans T (V), donc restriction d'un pro-
- . * . -
cessus optionnel J a valeurs dans T 2(V). I1 n'y a aucune raison de supposer J

2-cotangent le long de X, mais on peut toujours s'y ramener. Soit en effet m la

* —.
projection de T 2(v) sur Vv ; alors n(J) est optionnel. Donc 1'ensemble de co¥n-
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cidence de n(J) et de X est un ensemble optionnel A>A. Si alors on remplace J
par un autre processus, par exemple O, sur C'K, on peut le rendre 2-cotangent
le long de Y, ce que nous supposerons donc. On peut alors définir J ¢ X comme a
(2.7), mais c'est seulement une classe d'équivalence sur A de semi-martingales
réelles formelles (pour les équivalences, voir S[1] et S[2]) ce que nous note-
rons par J *» X€Opt.4 M°(A). [On pose en effet, pour ¥ € CZ(V;B),

D2¢(X)-.§= classe de 9(X) ; ?(X) est une semi-martingale réelle dans A, donc
d'apres (6.7) de S[2], équivalente sur A a une semi-martingale formelle. Si on
a une relation %az D2¢E(X)= 0 sur A, o, optionnelles réelles sur A, la méme
méthode que dans la démonstration d'existence de (2.7) montre que 1l'intégrale
stochastique (au sens de (6.8) de S[2], compte-tenu de (6.9), (6.10) de S[2])
Z ooy -ml(x) est la classe nulle . Par ailleurs, la démonstration d'unicité
de (2.7) subsiste aussi : J est une combinaison Opt-linéaire de processus
D2¢(Y). Le résultat ne dépend pas de J, X, a une équivalence prés sur A.] L'en-
semble des intégrales J ¢ X est exactement Opt,/g”f(X,A), sous-Opt-module de
Opt 4 MC(A) engendré par les 9(X), 9€ C2(V;R) . Etc.

I1 faut, en fait, toujours savoir utiliser ces localisations. Par exemple,
dans la démonstration d'existence de la proposition (2.7), si on avait traité
les localisations d'abord, on aurait pu dire, en gardant les mémes notations :
sur An: X_I(V;), X est une semi-martingale a valeurs dans V, mais X(X—1(VA))CVA
donc c'est une semi-martingale a valeurs dans v, (d'apres (6.5quinto) de S[2])j
ensuite @_1 est C2 de Vh dans U;c:E, donc §_1(X) est, sur An’ une semi-martin-
gale Y a valeurs dans U} (et dans E). Alors Wl,n(Yn)z ¢£(x) sur A_. Au sens
des intégrales stochastiques de (6.8) de S[2],

% ay « @, (X) Tnl E ag sy () K: E ay (Dan,z(Yn) * (¥ )(par 2.8bis) ,:\;

2 2
=(za, D ‘Vn,ﬂ(Yn’) Y g (Bay DT O(X)) Y =0 .
2 n 4 n
Un bon usage des localisations permet d'éviter les atlas subordonnés (V;;)HE]N )

ainsi que Yn et Wn,ﬂ'
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§ 3. REPRESENTATIONS TANGENTIELLES D'UNE SEMI-MARTINGALE

Résumé du § 3. (3.0) étend au calcul différentiel du second ordre ce qui avait
été fait dans S[1] pour le premier, a la proposition (6.6), page 81. Pour
une application u définie a (3.0), on définit une représentation tangentiel-
le (3.1). La proposition (3.4) définit la mesure v associée a une applica-
tion u, telle que u(J) =0 ssi J est v-pp. nul, et donne la liaison entre v,
les représentations tangentielles, et le sous-espace tangent t(u). La pro-
position (3.4bis) détaille, pour une application u crochet-stable, les
relations entre les sous-espaces tangents a u, u®, :, %[u,u]. La proposi-
tion (3.5) donne les représentations tangentielles de u par (3.6), avec
une étude détaillée du vecteur 2-tangent H. (3.11) applique a u=dX, utili-
sant toujours le fait que dX est un vecteur 2-tangent , et le réinterpré-
tant justement par ses représentations tangentielles. (3.15) donne 1'image
par une application C2. (3.16) applique a une diffusion brownienne sur une
variété. Puis (3.17) étend les résultats précédents, en remplacant les
fibrés cotangents par des fibrés vectoriels arbitraires de base V. (3.18)
localise a un ouvert A de ﬁ+ xQ .

Ce paragraphe est long, et sans aucun doute ennuyeux a maints endroits !
On peut soutenir qu'il aurait été préférable de se borner aux représenta-
tions de dX, mais il y a aussi axe, dax, d %[X,X], d'ou naturellement 1'étu-
de des u arbitraires. En tout cas la notion de représentation tangentielle,

au moins dans les cas simples, me paralt vraiment importante.

*2
(3.0) Soit u une application Opt-linéaire de T (X), dans Opt.4?mc- On 1'écri-

ra aussi sous forme d'intégrale stochastique, J *u=u(J), puisque, si o est
réelle optionnelle, a ¢ (J*u)=0oJ *u. On dira que J= T*2(X) est u-intégrable si
J *u est une vraie semi-martingale, et que A optionnel C ﬁ; xQ est u-négligea-
ble, si, pour tout J€ T*%X) porté par A, Jeu=0. En particulier, d'apres le

§ 2, la semi-martingale elle-méme définit de telles applications u, avec J * X,
J -X?, J -zf De telles applications u sont toujours séquentiellement continues,
comme c'est le cas de JpX (voir (2.7)), comme d'ailleurs le montrera l'expres-

sion de (3.1) par (3.2).
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Introduisons 1'Cpt-module Tk(X) des processus optionnels k-tangents le long
de X ; H¢ Tk(x) si H est optionnel ﬁ; xQ-»Tk(V), et si, pour tout (t,w),
H(tiw) € T(V,X(t,0)).

Soit alors u GOpt-linéaire de T*Z(X) dans Opt 4 M. On dit qu'elle admet la

représentation tangentielle

m m k
(3.1) u= 3 H +2  , ou du= % H dz° ,
=1 k=1

ou les Hk sont des éléments de T2(X), les Zk des semi-martingales réelles, si,

*
pour tout JET 2(X),

m

(3.2) w@) =z W) , <2 coptne
k=1 T,T

(Ici (JIHk) est la fonction optionnelle réelle

(t,w)H(J(t,m)IHk(t,w)) % )
T (V,X(t,0)),T(V,X(t,w))"’

(3.2bis) Il existe toujours des représentations tangentielles, et on peut choi-

N(N+l)=

sir arbitrairement, pour m= Na»——js—— N', les Hk formant une base optionnelle
de 1'Opt-module T2(X). En effet, si alors (Jk)k_1 5 N+ st la base duale de
N' Slygcgeee,
*2
T (X), on aura J= % (JlHk)Jk, donc
k=1
1 1
N k N k
u(d) = = W) «u@) = £ (JIH) 2z
k=1 k=1
P . *1 *2
(3.2ter) 1I1 y a évidemment un résultat analogue avec T “(X) au lieu de T “(X),

et, si 1'on veut, Opt 7€ au lieu de Opt.§ M, c'est ce que nous avons vu a la

proposition (6.6) de S[1].

(3.3) On dit que u est [ , ]-stable, ou crochet-stable, si, pour tout
2 *9 . 1 ¥*1
JET “(X), d'image J dans T "(X), on a

1 1 2 2
(3.3bis) u(ded) = [uld),u(d)] , écrit u(ded) = [u(J),u(d)] .
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Dans ce cas, (2.15quinto) donne u(J) = u(J). On appellera alors u® 1'application

c projection
—_— e

*
composée T (x) s o0pt £ m opt 7M€, u(J) sera notée J +u® ; comme

* s
P (X) est Opt-engendré par les J e Jd,, et que u(Jd, e J2)€Opt 7€, u envoie P (X)

1° %)
*
dans Opt 7°, donc u€(J) ne dépend que de 1l'image J de J dans T 1()(), et Jpdeu

* ~
est une application Opt-linéaire de T 1()() dans Opt MC. Ensuite u sera 1'appli-

¢ w—)@pt 7¢ et on notera u(J)=Je*u.

*
cation composée T 2(X) —u>()pt/3 n
3* o~/ ~ , . 1
Pour JEP (X) , Jeu=Jeu=Jeu, et on pourra 1'écrire J 'Efu,u], comme si
*
% d[u,u]t était un vecteur de P (V,Xt), puisque

(J19 J2) -%[u,u] = [J1 cuyd, e ul = [J1 +u®,J_+u®] (voir remarque aprés (2.14)).

2

Et finalement u(J) sera noté J *u. Comme tout élément > O de P*(X) est combinai-
son Opt-linéaire a coefficients >0 d'éléments }0}, }E T*1(X), on voit que, si
u est crochet-stable, J '—12-[u,u] est croissant pour 3 élément > O de P*(X).

Bien entendu, si J est u-intégrable, il est uc—, et :—intégrable 3y si A option-
nel c I-Q+ X} est u-négligeable, il est uc—, :— et %[u,u]—négligeable. Mais en
outre (voir (2.13quinto) et (2.14)), les parties :-négligeabl_es sont exactement
les parties u-négligeables, et les parties —;—[u,u]—négligeables sont exactement
les parties Txc—négligeables. Soit en effet d'abord A :—négligeable ;3 pour tout

JE T*(X) porté par A,
0 = :(JQJ) =ulJe J) = [u(d,u(d)] , donc u(J) =0 ,

donc A est u®- et u-négligeable, donc u-négligeable. Ensuite la relation
%[u,u](JoJ) =-;:[uc(J),uc(J)] montre aussitdt que A est uS-négligeable ssi il est

*
%[u,u]—négligeable, parce que les J ®J Opt-engendrent P (X).

LA
Proposition (3.4) : Soit u une application Opt-linaire de T " (X) dans opt 4 7,

4 =1,2. Elle possede une mesure v=>0 équivalente (sur (ﬁ+ xQ , Opt), i.e. ayant

- . #* *4
les mémes parties négligeables. Il existe un sous-Opt-module % de T " (X), et

* N
une famille T optionnelle de sous-espaces k-cotangents a V' le long de X

* #4 N JUA N
(t (ty,w) €T (V,X(t,w))), uniques a des ensembles u-négligeables pres, tels

3* N P ¥*
que : pour JET k(X), Jeu=0 ssi J est u-pp- égale a un élément de % , ou J

3* —
prend u-pp. ses valeurs dans T . I1 existe une infinité de couples (v,T ) d'une
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— — —*
mesure v >0 sur (R+ x() ,0pt) et d'une famille optionnelle T de sous-espaces

L-cotangentsaV le long de X, tels que : Jeu=0 ssi J prend V—pp. ses valeurs

—it ~ z . ~ . - - ’ .
dans T ; a une équivalence pres v est la plus petite des v ; v est équivalente

. —3t —i 4
a v ssi elle est T -minimale, i.e. ne charge pas {ft =T }. on peut prendre pour

— —* .
v n'importe quelle mesure dominant v ; T est toujours unique a un ensemble

- 3 N b . . — % . . —3 #* .
v-négligeable pres ; si v domine v, (v,T ) convient ssi T =t v-pp., et si, sur

, —% *g — — — * —* *4
tout ensemble v-négligeable, T =T v-pp. ;3 donc v-pp., T =T ou-tT =T .

- —
Soit T(u) la famille orthogonale de T ; c'est une famille optionnelle de sous-

. - ¥
espaces 4-tangents a V le long de X ; t(u)(t,w) €T (V,X(t,w)) est appelé le

sous-espace tangent a u au point (t,w), associé a v ; t(u) est défini a un ensem-

ble v-négligeable prés ; si v domine v, (T(u),v) convient ssi T(u)=rt(u) v-pp.,

et si,sur tout ensemble v-négligeable, t(u)={0} V-pp. Si, pour une représenta-

tion tangentielle de u suivant (3.1), on appelle [HI’H2""'Hm] la famille option-

nelle de sous-espaces {-tangents engendrée par H_,H

PEL PRRTITY Wy} (t,w) il est le

- —3
sous-espace engendré par les H1(t,w),...,Hm(t,w)), 1'orthogonal t(u) de T , défini

a un ensemble v-négligeable prés, est "V-essentiellement" le plus petit

[H1,H Hm] correspondant a toutes les représentations tangentielles possi-

PYRRRE

bles : pour toute représentation tangentielle, ?(u)C[H1,H2,...,Hm] V-pp-, et il

existe alors des représentations tangentielles pour lesquelles t(u) = [Hl’H2""’Hm]

partout, et pour lesquelles les parties u-négligeables sont exactement les par-

ties Zk-négligeables pour tout k= 1,2,...,m.

. . *2 . k
Démonstration : Prenons par exemple le cas de T “(X). Soit (J )k 1.2 N' Y
—_— = 9 9=y

#*
N' = N+N—(N—2+—1—)-, une base optionnelle de T 2()(). Alors
Nl
. . ' _ ) .
(ak)k:1,2,...,N'Hk:Z1 e Jk est un isomorphisme d'Opt-modales de Opt N' sur

* . — .
T 2(X) ; et on a des mesures Zk: u(Jk) sur (N,0) = (R+ xQ ,0pt) , a valeurs dans
E-=1.%Q,0,A). On est donc exactement ramené i la situation (2.8), (2.9) de s[2]
(elle a été écrite expres pour ¢a !). Nous pouvons appliquer S[2] parce que :
k k , .. . .
a) (2" =u(Jg ))k—1 9 N+ €st engendré par un nombre fini de semi-martin-
=lycyeee,

gales formelles, orthogonales au sens de (2.9) de S[2] ; c'est méme vrai en un

sens plus fort, § 7 de S[2].
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b) Toute semi-martingale formelle admet une mesure > O équivalente, (3 6bis)

de S[2]. On trouve aussitdt toutes les conclusions relatives aux (v,T). Si p est

1
la mesure qui intervient dans S[2], c'est (Zk)k_1 o N a valeurs dans gV 5
i Rk A ]
— *
A optionnel ¢ R _xQ est u-négligeable ssi, pour tout JET 2()() porté par A,
N! N'
J= % a Jk, on a I

k=1 k k=1

ay u(Jk) =0, i.e. u(J) =0, c-a-d. si A est u-négligeable.

Si T est la famille optionnelle de sous-espaces engendrée par les Hk , pour
une représentation tangentielle arbitraire, on a certainement u(J) =0 si J est

orthogbnale a tous les H , c-a-d. a ©, c-a-d. s'il est a valeurs dans tf. si

k

—* * .
= {T+¢T }, il existe un élément J de T 2(X), porté par A, a valeurs dans

% . —
’L'+\T sur A ; u(J) =0 puisque J est a valeurs dans 1:+, donc J est v-pp. dans

—# -
T 3 or il n'est pas dans T sur A, donc v(A) =0, donc

{‘r+¢7r_*} = {?*+¢T} = {?(u)¢[H1,H2,. .. ,Hm]} est v-négligeable.

Montrons maintenant qu'il existe une représentation tangentielle pour la-

quelle t(u) = [H1,H ,Hm] partout. Choisissons une base (Jk) de

2’ k=1,2,...,N'

#* —%
T 2()(), optionnelle, dont les N" <N' premiers vecteurs forment une base de T .
Le nombre N'" est un processus ; on peut partager ﬁ+ X() en parties optionnelles

" _ " i
Aj , dans chacune desquelles N" = Nj est constant. Soit (Hk)k:1,2,...,N' la base

duale ; on a une représentation tangentielle avec les Zkz u(Jk), et les H_ .

— 3 3 .
L'orthogonal t(u) =1 T de T est engendré par les H pour les N' - N" dernieres

k ’
valeurs de k. Si a est une fonction optionnelle réelle portée par Aj , et si

. —¥
ksNt].' s Q Jk est a valeurs dans T , donc u(a Jk):oc . Zk= 0 3 donc Aj est

de—négligeable. On peut alors, sur Aj , remplacer Hk par O (les !-lk ne forment

ators plus une base duale des Jk; c'est sans importance !), sans changer la
Nl
propriété de I deZk d'étre une représentation tangentielle de U. Mais alors
k=1
. —hy - ,
Hk ainsi modifié est a valeurs partout dans T *~7T(u). On a donc trouvé une

représentation tangentielle pour laquelle T(u)2 [Hl’H2’ ces ,Hm]. Comme C V-pp-.,

T(u) = [H1,H H'"] V-pp- Nous n'avons pas du tout la une représentation tan-

217"
. k . *#2
gentielle quelconque : (J) est une base optionnelle de T “(X), et

les mesures sont Zkz u(Jk). Alors A optionnel C §+ x () est u-négligeable ssi

k=1,2,...,N'

tous les 1 Jk°u sont nulles, i.e. toutes les lA-Zk sont nulles, i.e. ssi A

A

est de—négligeable pour tout k (ce qui ne serait pas vrai pour une représenta-




32

tion tangentielle quelconque !). Remplagons alors T(u) par {O] et les Hk par O
sur {t(u) £ [Hl,Hz,...,Hm]}- C'est permis pour T, parce que cet ensemble est
V-négligeable. Mais il est a fortiori u-négligeable, donc Zk—négligeable pour

tout k, c'est donc aussi permis pour les k. Alors T(u) = [Hl,Hz,...,Hm] partout

Remarques : 1) 1I1 est en général plus simple de prendre v équivalente a u-
(1) (2)
yu

. . N . . . (n)
Toutefois, si on a a comparer plusieurs applications u yeseyll (c'est

ce que nous ferons a (3.4bis)), il est indispensable de prendre une méme mesure

(i) (

V.dominant toutes les u si 1'on veut pouvoir comparer les T (u i)) associées.
Toute partie optionnelle A A-négligeable (i.e. A-évanescente) de ﬁ; x() est
nécessairement u-négligeable ; en effet, si J est porté par A,

Jeu= 1, Jeu= 1, (J eu)=0. Donc en fait il sera meilleur de supposer que v
ne charge pas les ensembles évanescents. De méme u ne charge pas les graphes de

temps d'arrét, donc on peut raisonnablement supposer que v ne les charge pas non

plus. Alors v sera de la forme ¢-+]Ef ¢S dWS, W processus > O croissant
- ]O,+co]

adapté continu intégrable. Mais ces hypotheses raisonnables ne sont nullement
indispensables, donc nous ne le faisons pas, elles ne feraient qu'embarrasser
encore plus des énoncés qui le sont déja suffisamment.

2) 11 peut paraltre étonnant que, quel que soit le choix de v,

T(u) soit toujours 1'intersection v-essentielle des [H1,H ,...,Hm], alors que

2
ces derniers se déterminent indépendamment de toute mesure v. Supposons seule-
ment montré gue, v- ou u-pp., T(u)c:[H1,H2,...,Hm] pour une représentation tan-

gentielle donnée. Les ensembles optionnels {7(u) ¢:[H1,H

2,...,Hm]} et {r(u)£7F(u)}
sont v-négligeables ; mais, sur tout ensemble v-négligeable, T%* = T*z, donc

T(u) = {0}, donc ?(u)c:[H1,H2,...,Hm] V-pp. Supposons ensuite démontré qu'il
extste une représentation tangentielle pour laquelle T(u) = [H1,H2,...,HN,] par-

*
tout, et pour laquelle ZX = u(Jk), (3% base optionnelle de T 2(x).

k=1,2,...,N'?
Pour avoir T(u) = [HI’H2""’HN'] partout, il suffira de remplacer t(u) par {0} et
H ,Hyy... Hy, , par 0, sur {T(u) £1(u)}. Mais {T(u) £1(u)} est v-négligeable,

donc sur lui on a déja t(u)={0} V-pp , donc on ne modifie T(u) que sur un en-

semble V-négligeable, ce qui est permis. Et {T(u) Zt(u)}, v-négligeable, est
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de—négligeable pour k=1,2,...,N', et on a le droit d'y remplacer les Hk par O
sans leur oter le caractere de représentation tangentielle associée aux Zk. On
aura alors t(u) = [HI’HZ""’HN']’ partout.
Si donc t(u) est 1'intersection v-essentielle de tous les [H_ ,H_,...,H ],
1’72 m

pour toutes les représentations tangentielles, T(u) est leur intersection

v-essentielle.

*
Proposition (3.4bis) : Soit u:T 2(X)-Opt S7C, Opt-linéaire et crochet-stable.

- N ey
Soit v une mesure = O dominant u. Il existe des familles T , T' , t©'" optionnelles

de sous-espaces 2-cotangents a V le long de X, uniques a des ensembles V-négli-

geables pres, ayant les propriétés suiyantes :

a) u(J)=0 ssi J prend V-pp- ses valeurs dans T¥* ;

b) u(Jd)€spt M€ ssi J prend v-pp. ses valeurs dans T,

¢) u(J)eopt ¥® ssi J prend v-pp. ses valeurs dans ™.

On a alors aussi la propriété

— %% P T S S —
d) " 2P (X), T =t' Nt" , etT" +7" =T 2(X), vV-pp-

. Ak . . , . —# — % 7&*
(Si donc T' est une famille optionnelle supplémentaire de t dans T' , et 7"

—# — ¥ #*
une famille optionnelle supplémentaire de t dans t" , T 2(X) est la somme direc-

—* A * AR ,
teT &7T' ®7" ). (On pourra évidemment faire en sorte que les relations d)

p , I #9
soient vérifiées partout, en remplacant v , T' ,T" par T (V) sur 1'ensemble

V-négligeable ou elles ne sont pas toutes vérifiées.)

~

Si_on_appelle T(u), 7(u®), T(u) les sous-espaces tangents a u, u®, u, le long

. - — #* X
de X, associés a v, ce sont les orthogonaux de t© , t" , T' respectivement, et

et d) se traduit par
—/.C 1 = ¢y = - - ey . -
e) TS et T(w®NT(u) ={0}, T(uw) =7T(u°)®7T(u), somme directe, v-pp-.,

et partout si on le désire.

N Y
Démonstration : On définit Tt , t' , " par la proposition (3.4), relative-

~

s [ s s s - - .
ment a u, u, u , indépendamment, mais relativement a une meme mesure Vv dominant

~

u, u, uc, c-a-d. simplement dominant u. C'est dans cet exemple précisément qu'on

voit 1'intérét de pouvoir choisir v et non nécessairement une mesure minimale
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. ~ —_
(voir remarque 1 aprés (3.4)). Comme Jeu=0 implique Jeu=Jeu=0, 7' et

* _*_ ’ . s N .
©" D1t v-ps. (nous ne répétons pas les raisonnements déja souvent faits !)

~ %
Comme inversement J « u® = 0, J*u=0, entraine Jeu=0, T =1' NT" V-pp.
(Refaisons ici une fois le raisonnement. Soit J optionnel porté par
R T R — % %t 3 — 3
{t A7 Nt '}, a valeurs dans (t' N7T" )\T ; comme J est porté par T' et
— ® ~ — 3t
™, Jd 'uc::O, Jeu=0, donc Jeu=0 ; donc J prend v-pp. ses valeurs dans T ;

3* e -,

or JZ1 sur {tT NT" AT }, donc cet ensemble est v-négligeable.) Comme u est

c c 3 e ¥* —
crochet-stable, u(JeJ)€0pt ¥, donc u est nulle sur P (X), donc t" DP Vv-pp.

2

N #* * .
Enfin soit (Jk) une base optionnelle de T “(X). Puisque u(T 2(X))

k=1,2,...,N'
est un Opt-sous-module stable et crochet-stable de Gptzf mc, il est stable pour
les projections sur Opt M¢ et Opt VS, par (7.6) de S[2], donc il existe Ik et

gk tels que u(J'k): uc(Jk), u(J"k)::u(Jk) ; alors ok prend v-pp. ses valeurs

— 3 —_ % —% —
dans T' , J"k dans t" , et comme u(Jk-J'k-J”k): o, Jk-J'k-J"kE T  Vv-pp.,
—_ - ¥ — —* o ® %O _ — — % — %

donc JkE T' +1" v-pp. 3 donc t' +7tT" =T 2 v-pp. En remplant v , t' , t" par

3* - . ,
T 2 sur 1'ensemble v-négligeable ou les relations d) ne sont pas vérifiées,

elles seront vérifiées partout.

Remarque : Si 1'on étudie une seule application u, on peut avoir intérét a

prendre v minimale pour u ; elle le sera aussi pour u, puisque les parties u-

~
P . . c
et u-négligeables sont les mémes, mais elle ne sera pas minimale pour u . Alors

v disparait, et v-négligeable pourra se remplacer partout par u-négligeable. On
. s . . —*—*—*

pourra, sans intvonvénient, dans ce cas, remplacer la notation t , T' , T" ,

- - ¢ -~ . #* * * c ~ i -

t(u), t(u’), t(u) par la notationt , ©' , ", t(u), t(u ), t(u), bien que v

ne soit pas minimale pour u, et il n'y aura guere de confusion possible. Mais

nous conserverons la possibilité d'utiliser v dominant u, pour pouvoir évetuel-

(i)

lement comparer plusieurs applications u , voir remarque 1) apres (3.4).

*
Proposition (3.5) : Soit u:T 2(X)—.Opt.4 M°, Opt-linéaire et crochet-stable.

Elle admet des représentations tangentielles

2

k+H'V ’

m 1
(3.6) u= 5 H <2
k=1
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1
N *
ou les H  sont des processus optionnels 1-tangents, H €T 1(X), les 7, des

semi-martingales, V un processus croissant (continu adapté > O) arbitraire do-

minant u et les [2',2Y]. Si alors on pose [2"',29]=5. .
1,1 2 2,2 1 1 t
H de H sur le quotient T°/T"=T o T est nécessairement

¢V, la projection

m N N
(3.7) H :%. y  plid HieH, . av-pp.,

(et on peut donc le supposer vrai partout, en modifiant H sur un ensemble dV-
1,1
négligeable). On en déduit que H est dV-pp. = O pour la structure d'ordre de
2
1
T (V)e Tl(V) (voir (1.2bis)), ou que H est dV-pp. = O pour le préordre de T2(V)

vua a (2.7).

2) On peut toujours choisir les Zkz Mk martingales (et méme martin-

gales orthogonales). Dans ce cas,

c m 1 k ~ 2
(3.8) u = 3 Hk'M , u=HeV |
k=1
1 1 M 1,1
=[u,u]l = (5 £ B, .H,0H,)*V = H «V .
2 2 i,j=1 i,j i j
2 2

I1 existe une infinité de couples H, V, jouant le rdle de H, V mais H*V est

unique au sens suivant : a une équivalence pres, il existe une dV unique mini-

male ; &V est minimale ssi elle ne charge pas {H= 0} ; AV minimale est équiva-

~

lente a u ou u, (i.e. a_les mémes parties négligeables) on peut prendre dv ar-

bitraire dominant les minimales ; alors H est unique a un ensemble dV—négligea-

ble Brés 3 si dV domine dV, H convient ssi dV = o dV, o € Opt, H=aH dV—pp- Donc

sur tout ensemble dV-négligeable, H= 0 dV-pp. Si [H] est le sous-espace vecto-

riel, de dimension O ou 1, engendré par H, il est caractérisé par : [H] =[H]

dV-pp-, et, sur tout ensemble dV-négligeable, [H]={0} av-pp.

3) Quels que soient les choix de v, t(u), T(u®), T(u) suivant (3.4bis),

et de M',... . M™, et de H o Hy,eoooll , T, ¥ suivant (3.8), V et dV dominant u

mais choisies indépendamment 1'une de 1'autre, on a d'une part t(u) =T(u®)aT(u),

somme directe Vv-pp., d'autre part ?(uc)C[Hl,H2,...,Hm] ([...] est le sous-espace
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vectoriel engendré par) v-pp., t(u)c[H] V-pp. (mais pas forcément av-pp.),

~ 2
t(u)>[H] aV-pp. (mais pas forcément v-pp.). On peut, ;e_t dV étant choisies

(dominant u, mais indépendamment 1'une de 1'autre) choisir T(u), T(u®), T(u),

HyHyyoooo T, M \My,..o M, V, de sorte que 7T(u)=7(u®)®7(u) partout,

— C — ~ —
t(u) = [Hl’HZ" .. ,Hm] partout, T(u) = [H] partout et que les parties u-négligea-

bles de §+ x() soient les parties de—négligeables pour tout k. Donc T(u®) est

1'intersection v-essentiélle de tous les [Hl,Hz,...,Hm], T(u) 1'intersection
~ _ 3 3
v-essentielle de tous les [H], et [H] la réunion dV-essentielle de tous les

T(u), pour v et V données.

#*
Démonstration : 1) L'application u® de T 1()() dans Opt M° admet des représen-

tations tangentielles :

m
(3.9) u = £ H oM

ou les Hk sont 1-tangents, et les Mk des martingales ; on peut supposer les HP

indépendants (Opt-base de Tl(X)) 3 au lieu de cela, on peut supposer les MK

orthogonales, car des Mk quelconques s'expriment comme Opt-combinaisons de mar-
tingales orthogonales. Ensuite u admet des représentations tangentielles
~ n 2 2 c
(3.10) u= % H ¢V , V eopt ¥ .
L
Mais les V sont Opt-multiples d'un seul V, processus croissant, dont on peut

supposer qu'il domine les [Mi,Mj], d'ou (3.6).

Si 1'on a (3.6), on a forcément

c m 1 k ~ mo 1 ~k 2
uw = ¥ Hkoz’c 3 u= T H «Z +HeV .
k=1 k=1
Soit JET 2(X). On a
m . .
u(@ed) = [u(M,u(N] = 5  @la)Wln) .2, 23]
i,j=1 ' J
9 J
m
-1 5 B, .(JedlH.em.) V- edld 3
=5 = L OH) Lo, V- (Jedl= ¥ . .HOH,).V
i,j=1 i, ] i I 10 T 1,T1@T1 2 i,j=1 BI,J i J)
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les Hk étant orthogonales a JoJ, ceci doit aussi étre

2
= (JoJ|H) eV .
1 m 2 1,1
Donc, pour tout J, (J@Jl—z— T By ; HieHj) = (JoJ|H) = (Jed| H ), av-pp.
9

i,j=1
*
Mais il existe un nombre fini de Jo©J qui engendrent, en tout (t,w), P (V,X(t,w)),
donc
m 1,1

9
N HiO H. = H dV-pp-
i,j=1 J

R

On a vu a (2.1) que la matrice des [2',2Y] était croissante, donc, V étant crois-
1,1 m

sante, la matrice des B, . est dV-pp. > 0, donc H :l z B. . H,eH, est
i,j : 2 je1 10d i J
e

dV-pp. = O.

2) Soit (3.6) avec des z%= MX martingales. Alors (3.8) en résulte
aussitot, pour les deux premieres formules ; la 3eme est exactement (3.7). Et
1'unicité de HeV est évidente. En effet, A optionnel est u- ou :—négligeable,
ssi il est H dV-négligeable, c-a-d., en supposant que dV ne charge pas {H= 0],
ssi il est dV—négligeable. Donc il y a bien des dV minimales, équivalentes a u
et : Pour dV donnée, H est bien unique a un ensemble dV-négligeable pres, car,

2

*
si (%) est un base optionnelle de T “(X), chaque (JkIH) est unique

k=1,2,...,N'

a un ensemble dV-négligeable prés. Prenons dV dominant dV, @V =« dV, alors H= o
répond a la question ; tout autre est de la forme oH + H',et H' *V doit représen-
ter 0, donc H' est dV—pp. nulle. Sur un ensemble dV-négligeable, c-a-d. u-négli-

geable, dV =oa dV montre que o =0 dV-pp., donc H=aH=0 dV-pp. La relation

1 m 1,1 _
= T B, .H., eH,= H est toujours vraie dV-pp.
2 i,j=1 i,j i 3J

, 3=

3) Puisque les Hk’ Mk sont choisies en appliquant (3.4) a uc, ainsi

que T(u®) relativement a v, on a nécessairement ?(uc)C[Hl,H .,Hm] V-pp. Et

o0 -
on peut les choisir de manieére que ce soit vrai partout, et que les parties
uc-négligeables soient exactement les parties de—négligeabfles pour tout

k=1,2,...,m. On sait ensuite, d'apres (3.4bis), que l'on a nécessairement

T(u) =T(u®)®7T(u), somme directe, v-pp- ; en les remplacant par O 1a ou ce n'est
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pas vrai, on aura cette relation partout ; comme un ensemble U—négligeable est

u-négligeable, il sera de—négligeable pour tout k, et on pourra aussi y rempla-
cer H1,H2,...,
T =T DT () et T(u®) = [HHyyene,H ]

Hm par O, de sorte que maintenant on aura partout a la fois

T U, £
Pour t(u), H, dV, c'est plus compliqué. On a d'abord choisi des V', puis
fait subir certaines transformations, alors que T(u) est bien choisi suivant

(3.4) relative a u et la mesure v. I1 faut donc démontrer directement gue 7(u)

. 2
est 1'intersection v-essentielle de tous les [H], quel que soit le choix de dV

L — - #*
dominant les V' et les [Mi,Mj], et de H associée a V. Soit JET 2(X) orthogonal

* — — % —
v-pp- Donc [H]" <T' V-pp., ou

a H ; alors sirement :(J) = 0, donc 36 T
?(:)C[ﬁ] V-pp. [Par contre, on n'a pas nécessairement ?(:)C[Tﬂ dV-pp. Prenons
par exemple V= v équivalente a :, dV non équivalente a dV, obtenue en lui ajou-
tant une dV' sur une partie A' Cl_2+ xQ dV-négligeable. Nécessairement H= 0

dV'-pp. sur A', par exemple partout. Mais, cette partie étant u—négligeable,‘f(:)

y reste completement libre, donc on n'a pas nécessairement T(:) = {0} ou c[H] &V-pp.]
Par ailleurs, si J€ T*%X) est orthogonal a -T—(:), :(J) =0, ou (JIH) V=0, donc

J est orthogonal a [H] dV-pp., donc ?'*C[-ﬁ]+ aV-pp. ou [ﬁ]c?(:) dV-pp. [Par
contre, on n'é pas nécessairement [H] c-‘r—(:) V-pp. Prenons en effet V=V équiva-
lente a :, v non équivalente a v, obtenue en lui ajoutant une v portée par une
partie A' Ci+ x() v-négligeable. Nécessairement ?(:) = {0}, V-pp. sur A', par
exemple partout. Mais, cette partie étant dV-négligeable, H y reste arbitraire,
donc on n'a pas nécessairement [H] = {0}, ou [H] cT(w) V-pp- ]

L'ensemble {?(:)¢[E]} est v-négligeable, on peut y remplacer ?(:) par {0};
1'ensemble {[ﬁ]¢?(:)} est dV-négligeable, on peut y remplacer H par 0. Ces sub-
stitutions faites, on a ?(:) = [H] partout. La modification de -17(:) aura peut-
étre modifié la relation -T_(u)z?(uc)ea?(:) ;3 il suffira de remplacer aussi
T(u®) et T(u) pat {o} sur {?(:)¢H} V-négligeable ; un ensemble v-négligeable
est aussi uc—négligeable donc Mk—négligeable pour tout k, donc on peut y rempla-

.,Hm] partout. On aura

cer H_,H H par O et on aura encore T(u®) = [H1,H2,..

1’ 21"'9

alors partout toutes les relations T(u) =t (u®)®7T(u), T(u) = [H1,H2,---,Hm],

T[u]=[H].
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Remarque (3.10bis) : 1) Puisque dim T(u®) <N et dim T(u) <1, dim 7(u) < N+1,

N(N+1) _ N(N+1)
P T2 T

donc dim T 2N+ N-1 1, = 2 dés que N> 2.

2) En gardant Vv et dV on se complique la tache ; v=dV équivalentes
a u serait plus simples ! Mais nous avons vu 1'intérét de conserver v, dV, voir
remarque 1) apres (3.4) et remarque apres (3.4bis). Toutefois, en choisissant

indépendamment 1'une de 1'autre Vet dV, et en montrant que les formules marchent,

on réalise une acrobatie dans doute bien inutile ; on peut au moins se contenter

de prendre v et dV, mais équivalentes !

3) Soit A= {?(uc):O} ; on a le droit de dire que, sur A, u est a

variation finie. Il est alors possible de choisir l11=H2= :Hm: 0 sur A.

Puisque u est crochet-stable, elle est, sur A, nulle sur les J1o J2 (puisque

3 — ¥* ju—
u(J10J ):[uc(J1),uc(J2)]), donc sur P (X) 3 donc T DP (X) v-pp. sur A, ou

2
?(u)CT1 V-pp., et aussi t(u) =7T(u). On peut toujours remplacer t(u) = t(u) par
{0} sur {?(u);tTl}ﬂA, v-négligeable ; comme un ensemble v-négligeable est

u-négligeable, H est dV—pp. nulle sur lui, et on peut y remplacer H par 0 ; si

on avait la situation de 3) de (3.5) partout, on 1l'aurait encore, avec mainte-

nant sur A
TS = {0} , T(w =7 =[H]cT! , H, =H_ - ...H -0 .

C'est la situation classique pour un processus a variation finie !
[Si 1'on n'est pas partout dans la situation 3) de (3.5), on a quand méme, sur A,

Tw =T(wer! V-pp., W€ ! daV-pp., t(u) =7t(u) c[H] V-pp., mais [HI’H2""’Hm]

est arbitraire.]
; —=(..C Ve ¥R : .
Considérons au contraire CA: {Tu®)£0}={T" £T “}. On a le droit de dire que,
R . #2 , )
sur CA, "u a une composante martingale'". Il existe JE€T “(X), porté par CA,
. — - 1-= R
a valeurs dans CT" sur CA. Montrons que, sur CA, t(u)#T" v-pp. Soit en

—~ * . .
effet B= {T(u)CTi}ﬂ CA. Alors 1, Je1, JEP (X) est orthogonale a Tl, donc a

B

T(u), mais aussi a ?(uc)ch, donc a t(u), donc u(lB Jo 1, J) = 0. Par crochet-
— % .
stabilite, uc(lB J) =0, donc 1B JET" v-pp. ; mais il n'est jamais a valeurs

— % — _~ -
dans T" sur CA, donc B est v-négligeable, et on a bien 1:(u);tT1 v-pp. ; comme

2

T(u)=[H] V-pp., on a H{Z !

et 7(u) = [H] V-pp. (mais non nécessairement dV-pp.,
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voir démonstration de (3.5), 3)). Remplagons t(u), T, T(u), [HI’H2""’Hm]’
[H] par {0} sur CAQ{?(U)CTI} et sur CAﬂ{?(u)¢[lT]}, qui sont v-négligeables ;

cela fait passer une partie de CA dans A ! Sur ce qui reste dans CA, on aura

T!7-(u)§2':T1, He Tl, T(u) = [H] partout. Donc

Proposition (3.10ter) : Soit A= {t(u®)=0}. Sur (A, T(u)=[H]ZT! S-pp. On
Sur pp- On

peut trouver les objets indiqués a (3.5), 3), de telle maniére que, sur

A={T(u®) =0}, on ait partout Hy=Hy=...=H =0, HeT', T(u®) =0, T(u) =T(u) 1,
et que, sur CA: {T(u®) £0}, on ait partout H¢ T1, T(u) = [ﬁ]¢T1 ; autrement dit,

u admet une composante martingale ou non selon que Heg T1 ou He T1 .

Remarques (3.10quarto) : 1) Si A=@, c-a-d. si u a partout une composante mar-

* *
tingale, on peut trouver un supplémentaire ® de P (X), optionnel le long de X,
* N
donc de dimension N, tel que, pour JE P (X) (de dimension -N—(Ng;l)-) Jeu soit a
*
variation finie,et pour JE€ ® (de dimension N) J*®u soit une martingale. Il
suffit de prendre une décomposition en somme directe T2: T1&)®1e long de X,
- #* .
telle que HE ®, et ® = ® .
2) Nous ne nous sommes pas occupés de ?(%[u,u]), mais il est fort
simple. En effet, -;—[u,u], tangent & P(X) =T e T! (quotient T2/T!), est la res-
~ N * - ’ . . .
triction commune de u et u a P ; alors r(%[u,u]) sera, par définition, 1'ortho-
—3t 3 . —_ 3 * —i —
gonal dans P(X) de T NP (X)=7' NP (X). Comme T est 1'orthogonal de t(u),
— — - — -~
T' 1'orthogonal de t(u), ‘r(—;-[u,u]) est 1'image dans P()():TZ/T1 de t(u) ou t(u).

Sur A={1(u®) =0}, ?(u)CTl, donc ?(%Eu,u]):{O}. Sur CA: {T(u®) £o0},

—_~ - - _ 1,1 _ 1,1 2

w(u) = [H] et ¢# T, v-pp-, donc T(-%[u,u])z[ H ]1/£{0} V-pp. ( H est 1'image de H
2,1 - - _~ 2

dans P=T%/T"). Quitte a modifier T(u), T(u®), T(u), H, on peut avoir

1,1
?(-%[u,u]):[ H ] partout, = {0} sur {T(u®) =0}, # {0} sur {T(u®) £o0}.

— #*
(3.10quinto) Si A est une partie optionnelle de R _xQ, etu:T 2(X)~Opt/.> mn°
Opt-linéaire et crochet-stable, on peut définir 1A *u comme une nouvelle appli-

*
cation T 2(X) ~opt A M, Opt-linéaire et crochet-stable, par J » (lA eu)=J 1, *u.
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Convenons de dire d'une application u crochet-stable qu'elle a partout une com-
posante martingale si t(u®)# {0} u-pp. Alors, si u est quelconque, et si

A={1(u° =0}, on voit que (3.10ter) s'exprime aussi : 1, *u est a variation

A
finie (i.e. a valeurs dans Opt ¥°), et 1 A "1 a partout une composante martin-

gale. Alors u a partout une composante martingale, ssi H est u-pp. dans CTl,

ou T(u) est u-presque nulle part dans Tl'

(3.10sexto) Nous avons défini T(u) comme le sous-espace tangent a u, associé a
vV dominant u 3 il dépend de v. Mais, si T est une famille optionnelle de sous-
espaces tangents a V le long de X, on dira que u est tangent a T v—pp., si

T(u) =1, V-pp. Mais c'est indépendant de V ; car, si u est tangente a T v-pp.,

t(u)=t v-pp. 3 comme T(u)=r1(u) v-pp., t(u)<St v-pp. ; alors {t(u)# 1} est
v-négligeable, donc sur lui t(u)={0}ct Vv-pp., donc {T(u) £t} est v-négligeable,

u est tangente a T v-pp. Pour qu'il en soit ainsi, il faut et il suffit qu'il

existe une représentation tangentielle (3.1) ou H]’Hz""’Hm soient dans T,
v-pp. ou partout.

(3.11) Le fait que QEt se comporte comme un vecteur 2-tangent au point Xt,
principe fondamental (2.6), a donné lieu au théoreme (2.7) : dX définit une ap-

*
plication Opt-linéaire crocliet-stable u,de T 2(X) dans Opt A 7°. Donc X a des

X

représentations tangentielles suivant la proposition (3.5). On dira que X a la

représentation tangentielle

(¢) m 2 K m 2 K
(3.11bis) X ~ b3 Hk-z , ou dX = I Hk az ,
- k=1 k=1
k . s , 2 . *2
Z" semi-martingales réelles, HkE T°(X), si, pour tout JET “(X), on a
m 2 K
(3.11ter) JeX = % (JIHk)'Z .
T k=1

(¢)

On verra plus loin, remarque apres (3.13), pourquoi nous écrivons ~ plutot

que = .
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Et on pourra appliquer (3.7) et (3.8)

m 1 15 _
(3.11quarto) X~ £ H oM +=He»V
- k k 2
k=1
c m 1 - 1§ _
X= £ H oM , X==HeV |,
k=1 k k 2
m 1,1
Ix,x) =& 5 e, LmoenpeV-1woov o
2 2 . ) i J 2
i,j=1

Pour que (3.10ter) soit vraie, il faut et il suffit qu'elle le soit
#*
pour des J engendrant T 2()() ; par exemple, si Vest plongée dans un espace Rd,

, L 2 4 i i oL ‘
de coordonnées x , £=1,2,...,d, pour les D°x et les Dx o DxY, i,j,#=1,2,...,d,

£ i 2 #*.
que nous écrirons de préférence € , ' 0el, les € formant une base de (Rd) .
duale de la base (e;), 1.2 q de rY. Nous écrirons
- 9 1°

2 d £ 1 d isJ J,i i,3
(3.12) H = ¥ H e, += ¥ H'’We o0e, , H' =H y

k=40, Kk 472 i,3-1 k i J k k

4 4 i J i,]

donc (e'lu) = H , (eoc[H) =H

Il suffira donc que 1l'on ait

’
4 4 L "4k
X -X =€ X= % H 2 , £4=1,2,...,d ,
o - k
' k=1
(3.12bis) <%( [x',x71-[x*,x7) ) = % (eeed) o X
m
1 i k s
=2 z HI’J.Z ’ i,j=1,25...,d 3
k=1
\
l'ensemble de ces formules signifie, dans E
d m N K
X-X T = Hk e, *Z
° £=1 k=1
d

m . . Kk
b x H'J(e,0e.) 2
k i J

1
s([x,x] - [x,Xx])
2 ° i,j=1 k=1

[N
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ou
m
(3.12ter) X-X = ¢
On peut donc énoncer :

Proposition (3.13) : X admet la représentation tangentielle (3.11bis), si et

seulement si, pour un (et alors pour tout) plongement de V dans un espaces vec-

toriel E :
m 2 m
(3.13)" X-X = £ H *Z , ou dX = £ H dZ .

Remarques : 1) Les égalités (3.11ter) sont relatives a des semi-martingales
ordinaires, a vateurs dans R . Mais (3.13) est relative a X-X_ et pas seulement
X-X , elle est a valeurs dans E® (EQE).

2) On voit pourquoi, dans (3.11bis) nous avons écrit ~ et pas =.
Dans (3.11ter), il n'y a que des intégrales stochastiques, nulles au temps O.
Mais, si V est plongée dans E, il n'y aucune raison d'imposer a X, semi-martin-
gale a valeurs dans V, d'&tre nulle au temps O ! Alors on trouve, dans (3.13)'
une égalité = a condition d'écrire 1-—50 ; avec X on aura seulement une équiva-
lence ~. La formule (3.11bis) n'est que symbolique, mais il faut, si VCE,
qu'elle s'applique correctement ! Pour Xc, c'est sans importance, parce que, si

X est a valeurs vectorielles, X est toujours nulle au temps O.

(3.13bis) Tout ce qui a été dit de (3.4) a (3.10quinto) s'applique donc a
uy = dX. En particulier, on pourra parler de sous-espaces tangents T(X), T(x%),
T(X) associés a une mesure V20 dominant dX. Retenons simplement les formules

en association avec (3.5) : il existe des représentations tangentielles associées

a v, dV, pour lesquelles :

(3.14) TR =-TXHeT(X), T(X)=[H N B, T(X) =T partout .

2""7
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Proposition (3.15) : Soit X une semi-martingale a valeurs dans V, et soit ¢

une application C2 de V dans une autre variété W. Alors, si v domine dX, elle

domine d(2(X)), et

2
(3.15bis) T(3(X)) < 3(X) T(X) ,
— 1 —
T(8(X)€) < 8(X) T(X%) ,

2 ~
?(Eii)) c 3(Xx) ?(5) , V-pp-

Si X admet la représentation tangentielle (3.11bis), ou (3.1lquarto), #(X) aura

les représentations respectives :

m 2 K
(3.15ter) 8(X) ~ £ 8(X) H _eZ"
k=1
L]
c m 1 k
(3.15quarto) 3(X)” = £ &(X)H M
k=1 k

2 — —
3(X) ~ 3(X) W=7V

On est d'ailleurs amené a écrire cela sous la forme

2 1 2 ~
3(X) ~ 2(X) ¢ X , 8(X) ~ (X)X , B(X) ~ B(X)eX .

Démonstration évidente par (2.16) :

(3.15quinto) On peut localiser. Si A est un ouvert de ﬁ; x{, on dira que

(3.11bis) est une représentation tangentielle de X dans A si, pour tout

2

m
* ~
JET “(X)y, J*X ~ T (JlHk) « z%. Cela revient a dire, si A est optionnel, que

A k=1
(3.11bis) est vraie pour tout J=J 1, porté par A. Il suffit'de le vérifier pour

un nombre fini convenable de J, ou.de vérifier (3.11bis) pour un plongement de

V. On en déduit que, étant donné des Hk’ Zk, il existe un plus grand ouvert A

m
de R+ XQ) sur lequel % Hk de soit une représentation tangentielle de daX,
k=1

et il est optionnel.



45

(3.16) Exemple d'une diffusion brownienne sur une variété riemannienne.

Proposition (10.16) : Placons-nous dans les conditions du § 8 de S[1], avec

les mémes notations. Pour qu'une mesure A = Pp‘ sur (2, W probabilité sur V, soit

solution du probléme des martingales, relativement a 1'opérateur différentiel

elliptique L, et a la loi de probabilité p de Xo’ il faut et il suffit que X

soit une semi-martingale pour (Q,0,(<T sA), dans [0,0[ (C temps de mort),

t)tei
.

o 1
vérifiant XO(P ) =w, et ayant la représentation tangentielle

(3.16bis) q{t = L(Xt)dt ou X ~ L(X) - (t), ,

au sens de (3.11quarto) : dV=dt, H= L(X). Alors dt est minimale (puisque

{L(X) =0} est vide !) donc équivalente a dX.

Soit (Jk)k 1.9 N une base orthonormée des espaces cotangents, option-
- Slycgceey

3¢
nelle, le long de X (Jk(t,w)ET 1(v,x(t,w))), soit (H, ) la base duale.
_— k'k=1,2,... N ————M—————

On sait qu'aux 7% on peut associer des Bk, mouvements browniens dans [0,([ ,

deux a deux indépendants, et qu'on a la représentation tangentielle (S[1], pro-

position (8.5), page 107)

c N k c N k
X' = T H dB , ou X = X H B , donc
t T Dy ket Tt ko1 K
(3.16ter) N . N .
dX, = ¥ H dB, + L(X,) dt , ou X~ X H B +L(X)*(t) .
“t D, ket Tt t =l kK

Ces formules montrent que dX, dX, dXC, dt sont équivalentes (i.e. ont les mémes

parties négligeables). En prenant v= v équivalente a dt, on a T(Xc)::Tl(V,X),

T(X) = [L(X)], ©(X) =7(X°)®7(X), on est dans la situation de 3) de (3.5). On

notera, comme il était nécessaire, que L est partout > O pour la structure de

préordre de T2(V).

Remarque : La relation entre 1l'opérateur L et le processus de Markov est bien
connue, L est le générateur infinitésimal du semi-groupe de Markov. C'est ce que

Stroock et Varadhan ont exprimé par le probléme des martingales. Il est encore
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plus sympathique de la voir sous la forme ci-dessus : si X est une semi-martin-

C

gale pour A= P", elle a en chaque point (t,w) des vecteurs tangents d_)ﬁt, Xy

dX

X et dit est un vecteur 2-tangent au point X(t,w) : eh bien c'est exacte-

ment L(Xt)dt ; puisque L est un opérateur différentiel du 2eme ordre sans terme

*
d'ordre O, en tout point v de V, L(V)ET 2(V,v).

ax
On peut se sentir ici autorisé a écrire —(T_,g-:-z L(Xt) .
Démonstration : Pour que l'on ait la représentation tangentielle (3.16bis),

#*
il faut et il suffit que, pour tout J&T 2(X), on ait

(J*X)- (J'Xc)zJ-E: (JIL(X)) » (t) ; et pour cela, il faut et il suffit que

ce soit vrai pour tout J= D2<P, VXS CZ(V;R) , soit D2LP(X) * X-DO(X) » XS = LO(X) » ()

dans [0,C[, ou 9(X) - w(xo)-(w(x))c- Le(X) » (t) = 0. Cela revient exactement a
écrire que, pour toute?® de classe C2, ®(X) —‘P(XO) - LP(X) » (t) est une martinga-

le, donc que A = P" vérifie le probleme des martingales. On en déduit bien que

~

daXx

X, dt, sont équivalentes. Ensuite (3.16ter) a été montré a (8.5) de sf1].

X,

Comme alors les parties dxc—négligeables sont celles qui sont dBk-’-négligeables
pour tout k, ce sont encore les parties dt-négligeables : on est dans un cas

ou dX et ax® sont équivalentes. La propriété [H1,H2,...,Hm] =T! ne donne aucune

1

indication permettant de conclure que t(u€)=T". Si 1'on regarde la proposition

de T N(X), (H )

k
i 1
(3.5), on voit qu'on prend une base (J") Kk=1,2, . N

k=1,2,...,N

la base duale, uc(Jk) = Mk, et qu'on trouve ainsi la représentation tangentielle
c N k : k
(3.8), u"= £ H_+M, ou les parties u-négligeables sont les parties dM -négli-

k=1 k

: . 1
geables pour tout k ; pour ce choix, on a toujours [Hl’H2""’HNJ=T , et cela
ne donne aucune idée sur t(u®) ; T(uC)C[H1,H2,...,Hm] =1t u®-pp., cela n'a

1
#* R
aucune valeur ! Mais il existe un processus JET 1()() orthogonal a t(u®) et £ 0

sur C = {T(uc);éTl} ; on peut le supposer partout de longueur 1 (pour la métri-

que riemannienne définie par L) sur I—{+ xQ) . Alors 1C Jex®=0 ; mais J ¢ x€

est un mouvemznt brownien B, donc 1, *B=0, C est dB-négligeable, ou dt- ou

C
dX-négligeable. On a donc bien (x%) -t dX-pp. et on peut le supposer partout ;

X a partout une composante martingale au sens de (3.10ter). Par contre, pour
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7(X), la situation est simple : A= {1(X%) = {0}} est vide, donc r(z(_)¢T1 dX-pp- ,
et < [L(X)] aX-pp., donc t(X) = [L(X)] dX-pp. En prenant t(X°) = Tl(X),

t(X) = [L(X)], 1(X) =T (X)®[L(X)], on est dans la situation de (3.5), 3).

(3.17) Ce que nous avons fait avec T*Z(X) et T2(X) s'étend évidemment a des
fibrés arbitraires. Si G(V) =G est un fibré borélien de base V, G*(V): G* son
fibré dual, on pourra appeler G(X), G*(X) 1'espace des processus optionnels a
valeurs dans G, G*, le long de X ; si J€ G*(X), c'est un processus optionnel a
valeurs dans G*, J(t,w) € G*(V,X(t,w))- On pourra alors considérer u, applica-
tion Opt-linéaire de G*(X) dans Opt 4 M, et ses représentations tangentielles

m
(3.17bis) u~ z R ez, ZMeopt A7, W €GO .

k=1
L'intérét particulier de T*Z(X) et T2(X) était de pouvoir considérer X elle-méme
comme définissant une telle application.

On peut introduire 1'espace £(G1,G2), aussi fibré borélien de base V si

G et 62 sont fibrés boréliens de base V. Soit alors L€ £(G1,Gz)(X) 3 L est un
processus optionnel a valeurs dans £(G1,G2), L(t,w) € £(G1(V,X(t,w));GZ(V,X(t,w»).
Si alors u est une application Opt-linéaire de G:(X) dans Opt 4 7% , et si L
ou L* est la transposée de L, processus optionnel a valeurs dans £(GZ,GT), le
composé uL® (qu'on notera éventuellement L(u) ou L *u) est Opt-linéaire de
G;(X) dans Opt .4 MC ; bien entendu u domine L(u) 3 si u admet la représentation
tangentielle (3.17bis), H € G1(X), L(u)::uL* aura la représentation tangentielle

m K
(3.17ter) L(u) ~ % L(Hk)-z 3

k:1
si u est tangente a T suivant {3.10sexto), L(u) est tangente a L(7). L'image
de L, c-a-d. LG1(X), est un Opt-module libre (il est de type fini !), et engen-

dre une famille optionnelle de sous-espaces vectoriels du fibré G soit ImL ,

21
par orthogonalité, son noyau est aussi un Opt-module libre, et engendre une

famille optionnelle de sous-espaces vectoriels du fibré Gl’ notée Ker L. Pour
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#* *
que L(u) =0, il faut et il suffit que, pour tout J€Q2(X), u(L J) = 0, donc
* —% - N *
LJET v-pp.-, T et v associés a u par (3.4) ; cela veut dire que Im L <=
- —* - - » s .
v-pp., ou Ker LD~ +—_-1:(u), v-pp., ou que u soit tangente a Ker L. C'est évidem-
ment vrai si les H_sont dans Ker L, et (3.4) dit qu'inversement, si L(u) =0,
il existe des représentations tangentielles pour lesquelles les Hk sont partout
dans Ker L.

Si en particulier G, = TZ(V), on pourra appliquer ce qui précede a u= dX.

1

Alors L(u) s'écrira, si 1'on veut, L+ X, ou L dX ; v-pp- est alors dX-pp-

(3.17quarto) On peut encore généraliser. Soient V, W deux variétés, X une semi-
martingale a valeurs dans V, Y une semi-martingale a valeurs dans W. Si Gl(V),
Gz(h’) sont des fibrés boréliens de bases V, W, £(G1,(}2) est un fibré borélien
de base VxW. Soit alors L un processus optionnel a valeurs dans .E(G1,G2), le
long de (X,Y) : L(t,w)EI(Gi(X(t,w)) 3 G2(Y(t,w))). Si u est Opt-linéaire de
G:(X) dans Opt 4 M, Lu sera Opt-linéaire de G:(Y) dans Opt 4 7, ou

Lu(J) =u(L*J), JE GZ(Y). Et on aura toutes les mémes propriétés. Le cas de la
oroposition (3.15) correspond a Glsz(V), 02=T2(w), Y=8(X), u= dX, L:;(X).
Toutes les fois que u=dX, on écrira facilement L+ X pour L(u) ou Leu ; nous

2
avons d'ailleurs écrit a (3.15) : &(X)~2(X) *X. )

(3.18) Localisation sur un ouvert A de l_2-+ xQ .

Reprenons les conditions de (2.20). On dira que X admet la représentation

tangentielle (3.11bis) sur A, (Zk) étant un systeme de classes

k=1,2,.--,m

d'équivalence sur A de semi-martingales (continues) formelles sur i%_+ xQ

(

H ) un systéme de vecteurs 2-tangents a V le long de X sur A, op-
k k:1,2,-..,m

tionnels sur A (voir le début de (2.20) pour la relation entre les H et X)

si, pour tout J 2-cotangent optionnel le long de X sur A, on a

m
by (JlHk)

~ Zk. De telles représentations existent (si
A k=1

J X .
p ¥*
T2’T2

k *2
)k:1,2,...,1\" est une Opt-base de T “(X) dans A, (Hk)k:1,2,...,N' sera

sa base duale comme a (3.2bis), et 7¥ sera la classe de Jk~_)_(_)- Et on aura

(J
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tous les mémes énoncés que sur R xQ .

(3.19) I1 importe de montrer que les notions introduites dans ce paragraphe
avaient un caractere local. Soit A un ouvert, et soit (An)nElN une suite

d'ouverts de réunion A. Soient ?* une famille optionnelle de sous-espaces vec-
toriels 2-cotangents le long de X sur A, vV une mesure > O sur A muni de sa
tribu optionnelle (intersection avec A de la tribu optionnelle de ﬁ+ xQ).
Soit (An)nEIN une suite d'ouverts recouvrant A ; :E—* Jéfinit évidemment une
famille TL'-: sur An , et Vv une mesure induite ;n sur A (par Vn(B) :_J*(B), mesure
extérieure, pour B partie relativement optionnelle de An ; une partie de An est
;n-négligeable ssi elle est v-négligeable). Ensuite soit u Opt-linéaire de
T*2(X,A) dans Opt L7 (espace des classes d'équivalence sur A de semi-mar-
tingales formelles sur i+ xQ) 3 pour tout n, elle définit u Opt-linéaire de
T*2(X,An) dans Opt 4 MC. En effet, soit JDET*Z(X,An) ; il est restriction a
An de JE€ T*2(X,A) ; et la classe d'équivalence sur A de u(J) est indépendante
du choix de J, donc définit u(Jn) ; si en effet, par différence, JE€ T*2(X,A)
est nul sur A , J= 1{J)£0}J, ou {JZO0} est une partie relativement optionnelle
de A, donc u(J) = 1{J;§O} cu(J) /R;O. [Nous venons en fait de montrer une équiva-
lence indispensable a connaitre : si A' est un sous-ouvert de A, et si
J€T*2(X,A) est nul sur A', u(J) a7 0.] Alors ?*, V sont associés a u par
(3.4), ssi, pour tout n, Tr-: et -\;n le sont a u - Supposons en effet d'abord

% -

L * z . .
que T, Vv soient associés a u pour tout n ; soit JET 2(X,A), qui définit

*
J €T 2()(,An) 3 pour que u(J) 7 0, il faut et il suffit que u(Jn) 2~ 0 pour
n

tout n, donc que Jne?n 'Gn—pp., c-a-d. JE?* ;—pp sur An pour tout n, donc
V-pp. sur A ; le passage du local au global est évident. C'est 1'opposé qui est
moins simple. Supposons ?*, V associés a u sur A ; soit JnE T*2(X,An), _donc
restriction a Alrl de JE€ T*2(X,A) ; supposons u(Jn) ou u(J) ’X" 0 ; soit A} 1le
plus grand ouvert d'équivalence a O de u(J), il est relativement optionnel
dans A et contient An ;3 alors 1,, eu(J) =0 (S[1], proposition (3.7)), mais
c'est u(lA, J), donc 1A,J€7r_* —J—;p., donc JE-‘E:) V-pp. sur Al donc sur A, ou

n n
— — —# — R
JErn v-pp. Inversement, supposons Jne T, V-PP-, ou JET v-pp. sur An ; alors
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{JG'?*} est optionnel dans A, et il contient An a un ensemble v-négligeable
pres ; comme on peut modifier J sur un.ensemble ;—négligeable sans modifier
u(J), on peut supposer JEI?* partout sur An ; alors

u(d=ul(1 _ JH+ue(1 J)=ul1 _,J)=1 _*'u(J)/R/ 0, donc u(Jn)’x/ 0.

JeT %Z? JET JET n n
[Nous venons en fait d'étendre 1'équivalence indispensable signalée ci-dessus :
3 i —
si A' est un sous-ouvert de A, et si J&T 2(X,A), JET v-pp. sur A', alors
u(J) ~ 0.]
AI

Nous ne jugerons pas utile de faire des raisonnements analogues pour tou-

tes les autres propriétés. Si T(u) est le sous-espace tangent a u, associé a v

par (3.4), c'est 1'orthogonal de T ; donc, a u et v , sera associé ?n(u),

restriction de T(u) a A_. Soient (Zk) un systeme de semi-martin-
n k=1,2,...,n

gales, (Hk)k:1,2,...,m un systeme de vecteurs 2-tangents a u le long de X

m
sur A. Alors £ H -Zk sera une représentation tangentielle de u sur 4 ssi

k=1 k

elle 1'est, pour tout n, pour u sur An. Etc.

§ 4. LES PROCESSUS ET LES INTEGRALES DE STRATONOVITCH

Résumé du § 4. C'est le point de vue de Stratonovitch. Il devient de plus en
plus utilisé, car il évite justement le calcul différentiel d'ordre 2.
(4.0) définit les processus de Stratonovitch (continus), et leurs princi-
pales propriétés. Pour f de Stratonovitch, on peut définir fc, sa compo-
sante martingale locale continue. (4.1bis) étend alors le § 6 de S[1]
aux variétés seulement Cl. (4.1ter) définit et étudie les principales
propriétés de 1'intégrale de Stratonovitch. On aura alors, si V est une

variété C°, une intégrale de Stratonovitch J ¢ X, si J est Stratonovitch
(s)

1-contangent a V le long de la semi-martingale X : c'est (4.6), et les
propositions suivantes ; (4.12) donne 1'image par une application C2,
(4.15), le cas d'une sous-variété. Puis (4.18) donne les représentations

tangentielles au sens de Stratonovitch. (4.21) localise a un ouvert A
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de ﬁ; xQ . (4.22) étudie les applications u, au sens de Stratonovitch,
analogues a celles de (3.0). Ici encore, on a des développements assez
longs, et ennuyeux. (4.24) est le point de vue de P.A. Meyer sur les
intégrales de Stratonovitch, avec la différentielle Dw d'une forme diffé-
rentielle w ; (4.31) est 1'image par une application C2, et (4.32) 1la

définition de Meyer de 1'intégrale de Stratonovitch de w a partir de Dy.

(4.0) Processus de Stratonovitch.

Nous devons modifier sensiblement la définition habituelle des proeessus
de Stratonovitch ; d'abord celle-ci n'est pas suffisamment localisable, ensui-
te nous ne voulons:ici que des processus continus, il faudra donc d'un coté
généraliser, de 1'autre coté restreindre la définition habituelle. Nous 1'avons
déja partiellement fait dans S[1] (aux pages 72, 73, 74, 92, 93) ; mais sans
désir d'une utilisation systématique, donc trop rapidement et avec mauvaise
conscience, ce qui a fait que 1'énoncé de la remarque page 92 est faux (voir
ici méme un erratum en fin de 1'article). Nous donnerons ici au contraire des
définitions et propriétés tres précises.

Un processus X réel sur A, ouvert de ﬁ; xQ, est dit globalement de Stra-

tonovitch s'il existe des semi-martingales réelles Y "’YZ sur ﬁ; xQ

1Yo
continues dans A (mais non nécessairement dans ﬁ; xQ , voir note (3)), et une
fonction f réelle de classe C1 sur Rz, telles que X= f(Y1,Y2,...,Yl) sur A ;

X est alors optionnel continu. Et alors X sera dit de Stratonovitch sur A
(sous-entendu localement),s'il est optionnel et s'il existe une suite d'ouverts
(An)nem recouvrant A, tels que, dans chaque AF\An, X soit globalement de

Stratonovitch ; X est alors continu (et on peut supposer les An optionnels,

en remplag¢ant chaque An par le plus grand ouvert ou Y Y g - sont

n,l’Yn,2"' n,
continues, et ou fn(Yn,l’Yn,2""’Yn,ﬂn) est égal a un prolongement optionnel
de X a i; xQ) . Une semi-martingale réelle continue dans A (S[2], définition
(6.5)) est de Stratonovitch ; une fonction c! réelle d'un nombre fini de pro-
cessus réels de Stratonovitch est de Stratonovitch ; si A est réunion d'une

suite d'ouverts An, si X est optionnel sur A et Stratonovitch sur chaque An’

il 1'est aussi sur A. Nous avons donc bien ici des processus continus, et leur
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caractére est local. Enfin, si X est un processus sur A a valeurs dans une va-
riété de classe C1, il est dit de Stratonovitch si, pour toute fonction ¢ réelle
¢! sur V, 9(X) est réel de Stratonovitch ; il est alors optionnel continu, et

la définition est de caractere local ; si V= RN , X est Stratonovitch ssi ses
coordonnées le sont.

Si X est Stratonovitch a valeurs dans V, si ¢: V-W est de classe C1, é(X)
est Stratonovitch a valeurs dans W. Si V' est une sous-variété C1 (non nécessai-
rement fermée) de V, si X est un processus sur A a valeurs dans V', qui est
Stratonovitch a valeurs dans V, il 1'est aussi a valeurs dans V' ; en effet X
est optionnel a valeurs dans V',et V' est réunion d'ouverts (VI'I)HE]N tels que,
si P est réelle C1 sur Y', sa réstriction a V; est restriction d'une fonction
$n réelle C' sur V, de sorte que @(X)::@n(X) sur X_l(Vh) est Stratonovitch sur
X_1(Vh), donc sur A. Si X est Stratonovitch sur i; x() a valeurs dans V, si ;
est un revetement de V, si } est une relevement continu de X dans V tel que ;o
soit ‘f;—mesurable, ; est Stratonovitch a valeurs dans V ; en effet (par pro-
position (2.6) de S[1]) il est d'abord continu adapté donc optionnel ; ensuite
il existe une suite d'ouverts (;h)nem recouvrant ;, tels que, sur chaque Vh B
la projection T de 7; sur son image Vé dans V soit un Cj—difféomorphisme H
la projection X = n(;) est Stratonovitch a valeurs dans V, donc a valeurs dans

Vé sur X_1(V;), et alors X= n;l(X) 1'est a valeurs dans V sur X_l(Vé), donc

partout.

(4.0bis) Soit X Stratonovitch sur A ouvert, a valeurs dans V. Alors il existe

une suite d'ouverts (An)nEW recouvrant A tels que, pour chaque n, il existe

des semi-martingales Yn,l’Yn,z""’Yn,ln réelles, continues sur An’ ou plus

. . . s n .
simplement une semi-martingale Yn a valeurs dans R , continue sur An’ et
. n N
une fonction fn sur R a valeurs dans V, telles que

X = Y Y cee,Y = . i ' -
: fn( n,1'Yn,2° ,\n,ln) fn(Yn) sur A[WAn Soit en effet (Vn)n€]N un recou

vrement ouvert de V, Vé compact, Qn un Cl—difféomorphisme d'une boulé ouverte

N
' 1 3 i . 3 "
Un de R sur Vn, de centre origine ; soit (Vn)nem un recouvrement ouvert

subordonné, V" compact c V', U"= Q_l(V"), U" compact c U' . Il existe Q_l,
n n n n n n n n
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application C1 de V dans RN , égale a §;1 sur V;; . Il existe aussi fn , applica-
. N : . N

tion C‘l de RN dans Vr'l, égale a @n sur U;;. [Soit en effet a, réelle C1 sur R,
& N o N . 3 _ 3 ) i
OSans 1, égale a 1 sur Un , a support dans Ur'l ; on prend Qn(x) = ‘Pn(x ocn(x)) H

1

N . -
x ocn(x) est dans Ul pour tout x de R, et vaut x pour x€ U;_] ; alors Qn e

est 1'identité sur vh. Par hypothese, Y = Q;1(X) est Stratonovitch sur A a
valeurs dans RN; en raisonnant alors sur chacune de ses coordonnées, on voit

[y . . 1 e ’ .
qu'il existe une suite (An,m)mGTN d'ouverts de R+ xQ , de réunion A, telle que,

dans chaque A_ , Y =f (Z ), ou 2 est une semi-martingale sur R xQ,
n,m* n- “n,m “n,m n,m +

k)
. 1
continue sur A , a valeurs dans un R ™™ | et ou f est une fonction C
) n,m n,m
sur R ™™ 3 valeurs dans R . Donc, sur X-l(vg)ﬂAn m?
o

X=F ¢ =T (Y)=(F of )z ), ce qui est le résultat cherché (avec
n n n n n “n,m’ “n,m

deux indices n, m, au lieu d'un).

Remarque : Le type de démonstration de (4.0bis) est plus court que celui de
(6.5quinto) de S[2], et peut le remplacer si X est continu sur A, mais pas dans
le cas général (nous voulons que X_I(V;;) soit ouvert dans ﬁ+ x(, cela nécessi-

te X continue !).

(4.1) Si X est une fonction vectorielle C1 d'un nombre fini de semi-martin-

gales réelles sur §+ xQ, il est classique qu'on peut définir X¢ comme une
martingale (cf. M[1], pages 354 et suivantes). Si alors X est Stratonovitch

sur A a valeurs vectorielles, si (An)n est une suite d'ouverts optionnels

€N
recouvrant A, et si, sur chaque A(]Al_l , X= Xn , fonction C1 d'un nombre fini de
semi-martingales, on peut définir XICIEWKC 5 X:]'VX; sur AﬂAmﬂAn 3 alors (6.3ter)
de S[2] dit qu'il existe une semi-martingale (continue !) formelle Y, ~ Xﬁ sur
chaque AﬂAn - Alors Y est équivalente sur A a une martingale formelle, par
(3.4) de S[1] ; on 1'appellera XC, composante martingale de X ; elle est une
classe d'équivalence sur A de martingales formelles. Si A= I_%+ xQ, il résulte
de (6.4) de S[2], que X® est méme une vraie martingale sur I—2+ xQ, si on la

prend nulle au temps O.

Ceci permet d'abord d'étendre le calcul des J * XS, du § 6 de S[1], ou de
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(2.11), au cas ou X est seulement de Stratonovitch.

Proposition (4.1bis) : Soient V une variété de classe C1, et X: ﬁ; xQ=V, de

*
Stratonovitch. Il existe une application Opt-linéaire unique cde T 1(X) dans

opt 7€ notée I J » X, telle que, pour toute ®€ C (V;R)

(4.1ter) DO(X) « X = o(x)€

1

’ . . *
Elle est séquentiellement continue pour la convergence simple sur T (X). On

dit que J est dX-intégrable si J « X® est une vraie martingale. On dit que A

X - . *
optionnel C R+ xQ est ch—negliseable, si, pour tout JE&T 1(X) porté par A,

c , #*1 c c *1 ,
J*X =0. L'ensemble T "(X) X des J*X , JET (X), est 1'Opt-module engendré

1 , .
par 1esﬁp(x))°,we C(V;R) ; si X est plongé dans Rd , il est engendré par les

Xc’k, ot les XX sont les coordonnées de X.
Démonstration : C'est la méme que pour (2.7) ou (2.11).

(4.1ter) Si alors f est une fonction réelle de Stratonovitch, X une semi-martin-

gale réelle, on définit 1l'intégrale de Stratonovitch f ¢ X par

(s)

(4.2) f o X = f'S+—;-[f,X] (ou [£,X]=[f%x°D .
(S)

Bien siir, on peut prendre pour X une semi-martingale formelle, alors f * X
(8)
l'est aussi- On a toujours, pour f et g de Stratonovitch, f ¢ (g « X)=fg <« X.
(s) () (s)
Mais, si X est une martingale, f * X n'est pas en général une martingale ; et,
(s)

si X et Y sont des semi-martingales, f et g des fonctions de Stratonovitch,

(4.3) (f « X)¢=fx° ; [f « X,g * Y] = fg+[X,Y] .
(S) (Ss) (S)

La formule de changement de variables d'Itd est remplacée par la formule

usuelle : si ¢ est une fonction Cz, donc ¢'(X) une fonction de Stratonovitch,
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(4.4) (X)) -2(X ) = ¢ (X) « X .
° (s)

Comparons cette formule a (2.5). Nous dirons donc, comme a (2.6)

(4.5) Principe fondamental.

Soit X une semi-martingale a valeurs vectorielles.Au sens de Stratonovitch,
dXt se comporte, pour les applications Cz, comme un vecteur 1-tangent au point
Xt.

l
(4.5) Intégrales de Stratonovitch sur une variété C“.

Soit X une semi-martingale a valeurs dans V (de nouveau de classe C2).
Soit Atr la R-algébre des fonctions réelles de Stratonovitch ; soit T%{j%r(x)
le -ftr-module des processus de Stratonovitch 1-cotangents a V le long de X
Jé T*{J%r(X) est une fonction de Stratonovitch a valeurs dans T*l(V), et
J(t,w) € T*l(V,X(t,w))- Alors ce qui est énoncé dans S[1], page 73, s'énonce

mieux comme suit, et nous allons le démontrer

Proposition (4.6) : 11 existe une application dtr-linéaire et une seule de
(*)

, notée JrJ ¢ X, telle que, pour tout 9€ Cz(V;R) :
(s)

T*1,Jtr(X) dans 7°(X)

(4.7) DP(X) ¢ X = @(X)-9(X ) .
() °

Nous démontrerons d'abord un lemme

Lemme (4.8) : Supposons V plongée dans Rd , et soient (xk)k_1 2 a les fonc-
Slyagyeeeyd /™

d
ek)k:1,2,--.,d la base de R .

. . =k s s s
tions coordonnées, x leurs restrictions a V, (

oi v a projection orthogonale de e, sur ,V our la structure eucli-
S't’flk()lpj i hogonale d T(V,v) (p la struct 1i

k

*
dienne de Fd ). On a, pour un vecteur 1-cotangent JVE T 1(V,v) et un vecteur

tangent gve T1(V,v), les formules :

(*)

On obtient toujours une vraie semi-martingale, parce que J est localement

bornée.
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d
—k
(4.9) J_o= £ _In (v)) , Dx (v)
Vioksr VR My, v
d K |
(4.10) E = = (dx (v)lg ) |
! v ket Vi 1(V,v),T1(V,v) nk(v)
Démounstration du lemme : Chaque §VE T1(V,v) peut s'écrire, comme tout vecteur
de E
d
e = ¢ x"(v)lg) , e
v~ ¥ k °
k=1 E L,E
d - |
donc = £ (Dx (v)Ig ) e
k=1 Virrt,e) v,y K

mais §ET1(V,V) cofncide avec sa projection orthogonale sur T1(V,v), d'ou (4.10)

*
en projetant les deux membres Alors, si JvET 1(V,v), (4.10) donne

(J_le ) =
VIV Ny vy r v, v)

d
—k
T (Dx (v)lg ) (J_1n (v))
k=1 volw,vy,rto,y Y R T e e v, v

compte-tenu de ce que c'est vrai pour tout §v6 T1(V,v), cela donne (4.9).

Remarque : Ce lemme exprime que les applications identiques de T1(V,v) et

*
et T 1(V,v), transposées 1l'une de 1'autre, s'expriment comme

S
T Dx (v)®T]k(v).
k=1

Démonstration de la proposition (4.6) : Nous allons copier la démonstration

de (2.7), compte-tenu des remarques 1 et 2 qui la suivent.

*
1)  Unicité. Il suffit de montrer que T 1Atr()() est A4tr-engendré par

les D‘P(X)ECz. Or c'est ce que montre la formule (4.9) du lemme : si

*
JET 1/3tr(X), les (J'le(X)) %y 1 sont des fonctions de Stratonovitch (4), et
T

,

=%

on a bien J= ¢ (Jl'\'lk(X))D;(_k(X)-
k=d
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2) Existence Supposons qu'on ait une relation % oy D@E(X): 0, oy ¢ Mtr,
£

9
9, €C”. En gardant les notations de la démonstration de (2.7), pour 1'existence,

— — -1 .
E ay sz,n(Yn)::O sur X (V:), puis, par (4.7),
Sa, * 9, (X)) za, «V, (Y)oza, « (DY, (Y) o VY )ega,Dy, (Y) o ¥

£ ~ ey 2 2
h (s) £ h (s) *om n 7y l(s) 4,n 'n (sy g £ ynon’ gy n
sur X_1(V") ;3 donc T a;, « @, (X) est équivalente a O sur chaque x'l(v"), donc
n g X (s) £ n
partout, donc =0 . (On peut éviter les prolongements Yn' Wz o par les remar-
k]

ques de (2.20)).

*
Proposition (4.11) : Si JET 1/6tr(X),
(J + X =gex° .
(s)
Démonstration : C'est vrai pour J=D?(X), donc toujours par 4ftr-linéarité.

Proposition (4.12) : Soit & une application c? de V dans une autre variété W,

. *
X semi-martingale a valeurs dans V, &(X) son image dans W. Pour JET 1,4tr(®(X)),

*
soit 3 J son image réciproque

1
* ) * , * *
(4.13) 3 J(t,w) = & (X(t,w)) J(t,0) , 3 JET ' ftr(X) .
On a
*
(4.14) 8 J o X=Jd ¢ 3(X) .
(s) (s)
Démonstration : Par .ftr-linéarité, on se raméne a J = DP(&(X)), les deux mem-

bres valent alors ¢(&(X)) - W(@(XO))-

Conséquence (4.14bis) : Un résultat de Marc Yor.

Soit w une forme différentielle fermée de degré 1, de classe Cl, sur V.
On peut classiquement calculer son intégrale sur une trajectoire continue

x: [0,+0[ =V, I] m(xs) dx_, bien que x ne soit pas différentiable. On peut
o,t

~

la définir comme suit. Soit V un revétement universel de V, w le relevement

~ 0
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de w, x un relévement continu de x, arbitraire (il est unique des qu'on s'est
fixé xo). Sur V, w=D?, ¢ fonction de classe C1. Soit m la projection de V sur V;
x=T°x. Si x est de classe C1,

'\4‘ 3 ~ ~
j]O o wix) dx = (@(x) +x) = (w(x) @ m)y = ((Fw)(x) %)y

- @) %, - (D9(x) + %), = E&t)-G&o) ,

et on prend le dernier membre comme définition du premier si x est seulement
continue ; le résultat est indépendant du choix du revétement V, et de ;0, $.
(Ceci serait méme valable pour w seulement continue et non Cl, fermée au sens
des distfibutions, mais ce ne sérait pas comparable a 1'intégrale de Stratono-
vitch, comme nous le ferons plus loin.)

Soit maintenant X une semi-martingale a valeurs dansAV, ; un relevement

semi-martingale a valeurs dans V, unique aprés choix de X, ‘E;—mesurable (s[1],

proposition (2.6), page 11). Il existe alors deux calculs possibles de

f w(X ) dXS ;3 1'un, c'est le précédent, le long de chaque trajectoire
10,t] ,
(continue !) X(w) ; 1'autre, c'est 1'intégrale de Stratonovitch, (w(X) * X)t
(8)

(w étant C1, w(X) est Stratonovitch). Le théoreme de Yor dit qu'elles co¥fnci-

dent. C'est une conséquence immédiate de ce qui précede :

(@(X) *+ X) = (@(X) + wX), = (par (4.14)) (Fw(X) « X, = @X « 0,
(s) (s) (s) (s)

- (par définition de §) (D9(X) * X), - (par (4.7) ®(X,) - @(X ) .
(8) t t )

Corollaire (4.15) : Soit V une variété, V' une sous-variété (non nécessaire-

ment fermée), X une semi-martingale a valeurs dans V'. Soit J un processus de

s

Stratonovitch 1-cotangent a V le long de X, J' son image dans le quotient

*1
T "(V'). On a

(4.16) J e X = J'eX
(s) S

En particulier J * X ne dépend que de 1'image J' .
S
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Remarque (4.17) : On a aussi une proposition analogue a (2.19), que je

*

n'énoncerai pas. D'autre part, 1l'ensemble des J * X, pour JET l/ftr(x), est
(S)

exactement le sous- dtr-module de A 7°(X) engendré par les @(X) - ¢(Xo), NS c2.

Enfin il existe des représentation tangentielles

Proposition (4.18) : Il existe des représentations tangentielles

m
(4.18bis) X~ T H_ -
k=1 (S)

&,

ou les Hk sont des processus de Stratonovitch 1-tangents a V le long de X,

Hk€ T1,Jtr(x), les Zk des semi-martingales. Cela veut dire que, pour tout

JerT ' _tr(X)

m
(4.19) J ¢« X= Y (JlHk) . Z
(S) k=1 (S)

k

Pour qu'il en soit ainsi, il faut et il suffit que pour un (et c'est alors

vrai pour tout) plongement de V dans un espace vectoriel, on ait (4.18bis) au

sens usuel. En particulier, si V est plongée dans Rd , de fonctions coordonnées
k
)

(x k=1,2,...,d ,de base (ek)k:1,2,-..,d’ et si ﬂk(v) est la projection ortho-

gonale de e, sur Tl(V,v) (voir lemme (4.8)), on a la représentation tangen-

tielle

d
(4.20) X~ 2 M (X) e 2% on Z¥ - xF - XKFx) .

k=1 (s)
, . *1 .
Démonstration : Pour tout JET - _Jtr(X), on a (4.9), d'ou
d

J o+ x= 5 (n(x) X . x
(s) k=1 (s)

¢ —k
by (Jlnk(x)) o (DX(X) ¢ X)
k=1 (s) (s)

=1

k (4)

= Z (Jlnk(X)) e X (Voir note .)

k=1 (s)
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Remarque : La formule (4.10) montre que tout HE ledtr(X) est une combinaison
Atr-linéaire des nk(x), donc toute représentation tangentielle se ramene a une
représentation avec les nk(x) ; mais celles-ci sont treés nombreuses, k varie de

1 a d<2N et non de 1 a N !

(4.21) Localisation des formules de Stratonovitch.

Les fonctions de Stratonovitch, sur A ouvert de ii'xQ , forment une algebre
sur Jtr(A). Si alors f est un processus vectoriel de Stratonovitch sur A, on
peut définir £ comme une classe d'équivalence sur A de martingales formelles.
Si donc f est une fonction réelle de Stratonovitch sur A, X une classe d'équi-
valence sur A de semi-martingales,formelles, on définit f ¢ X par
f(é) X="of- x4-%<f°,x°> comme classe d'équivalence sur A é:;gemi—martingales
formelles, et on a les memes formules que ci-dessus. Si V est une variété C2,

X une semi-martingale sur A a valeurs dans V, T*1,5tr(X,A) se définit a;ssitat
comme a (2.20) : JE€ T*lfgtr(X,A) est un processus défini sur A, de Stratono-
vitch a valeurs dans T*i(V), tangent a V le long de X sur A. [I1 existera bien

une suite (An)n d'ouverts recouvrant A, telle que, sur chaque A{1An , X soit

€N
restriction d'une senmi-martingale in a valeurs dans V, et A4 restriction a A
d'un processus jn de Stratonovitch 2-cotangent a la variété, défini partout,
mais pas partout cotangent le long de in' Mais c'est sans importance et on
n'utilise rien de tel.] On refera la démonstration d'existence et d'unicité
(4.16) sur A, en utilisant (4.9), et on trouvera J(-) X € Opt A7(A), classe
S

d'équivalence sur A de semi-martingales réelles formelles, avec, pour ¢ réelle

¢? sur V, DP(X) ¢ X=classe de ¥(X). Alors tout le reste se généralise aisément.
(s)
(4.22) On peut alors appliquer une petite partie de qui a été dit au début

du § 3,et a (2.8) de S[2], au cas de Stratonovitch, et considérer les applica-
. NP ¥*1 ; 0, C s
tions u Adtr-linéaires de T 4 tr(X) dans Opt,fﬂ , c-a-d. telles que, pour

*
JET 1/Jtr(X), et o réelle € Atr, u(aJ)=a ¢ u(J). On pourra noter u(J) par
(s)
J e u. Et la semi-martingale X elle-méme définit une telle application. Il
(S) n - ‘
existe des représentations tangentielles u= I Hk e Z , Z semi-martingales,
k=1 (s)
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H ETl,Jtr(X), avec la méme démonstration que (4.18) : les H, seront les méme

nk(x), les z¥ seront les Dx*(X) + u. Mais c'est a peu pres tout ce qu'on peut
(s)

faire ici ; rien d'analogue au t(u), ou t(X).
Voici cependant des choses importantes qu'on pourra faire. On ne peut pas
parler de t(u) au sens de Stratonovitch, mais, si T est un processus de Strato-
#1

novitch a valeurs dans la grassmannienne du fibré T (V), c-a-d. t(t,w) sous-

espace vectoriel de T](V,X(t,m)) de dimension constante d, on peut dire que u

N ¥* .
est tangent a T au sens de Stratonovitch, si, pour tout JET 1/dtr(X), orthogo-
nal a ©, J « u=0; 1'orthogonal T  de T est aussi Stratonovitch a valeurs

(s) 1

* ‘
dans la grassmannienne de T (V), et cela voudra dire que J€ ' entraine

J e X=0. On pourra plus généralement introduire G1.dtr(X), Gy Atr(Y),
(s) :

G:,Jtr(x), G;.Jtr(Y) (G1,4tr(X) est 1'espace des processus de Stratonovitch

a valeurs dans G(V) le long de X) comme a (3.15quinto), avec une application L
a valeurs dans £1(G1;GZ) le long de X et Y, elle-méme de Stratonovitch
[L(Gl;Gz) est un'fibré c! e base VxW, la fibre au-dessus de (v,w) € VxW est
£(G1(V;v);62(w,v)) ; L est Stratonovitch a valeurs dans £(G1;G2), et

L(t,w) € £(G1(V;X(t,w));G2(W,Y(t,w)))]. Mais, si E, F sont des espaces vectoriels
et £k(E;F) est 1'espace des applications linéaires de rang k de E dans F, c'est
une sous-variété algébrique sans singularité de £(E;F), donc c” (c'est une
orbite de GL(E) x GL(F), opérant sur £(E3;F) par (A,B,u)+ AuB,

GL(E) x GL(F) x £(E;F) = £(E;F)). On en déduit que LAL*, LwKer L, LmIm L, sont
des applications c” de £k(E;F) dans Sk(F*;E*), la grassmannienne Gr(E) et la
grassmannienne Gr(F) respectivement. Munissons E et F de structures euclidien-
nes. Alors, si on désigne par ( )+ 1'orthogonal de ( ) pour cette structure,
ToT, est € de Gr(E) dans elle-méme, et la projection de E dans E, de noyau T
et d'image v  dépend ¢” de t (a valeurs dans £(E;E)). Il existe un nombre fini
d'ouverts recouvrant Gr(E)y tels que, dans chacun d'eux, T € Gr(E) ait une base
dépendant c® de t ; et le sous-espace engendré par un nombre fini constant de

’ . @ ~
vecteurs de E, indépendants, est fonction C de ces vecteurs, a valeurs dans

Gr E.

Soit u€ £k(E;F) ; c'est une bijection u de (Ker u)+ sur Im u 3 si u_,
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est l'opérateur égal a u;1 : Im u- (Ker u) sur Imu , a 0 sur (Im u)+,

u_1E £k(F;E), et uu__ est c¢” de Ek(E;F) sur Sk(F;E)- Tout ce que nous

1
venons de voir sur E,F, fixes, subsiste pour deux fibrés vectoriels C1, Gl(V),
G2(W), de bases V, W, avec leurs fibrés en grassmanniennes et le fibré £(G1;Go)
sur Vx W (la fibre au-dessus de (v,w) € (V,W) est L(GI(V,V);Gr(W,v)), car on

peut munir les fibres de structures euclidiennes C1, et les applications précé-

dentes deviennent C1, par démonstrations locales.

Proposition (4.23) : Soit A un ouvert de ﬁ; xQ , X une semi-martingale dans A

a valeurs dans V. Soit G(V) uh fibré vectoriel ¢! sur V. Soit T un processus

sur A, a valeurs dans Gr G(V) le long de X : t(t,0) est un sous-espace vecto-

riel de G(V,X(t,w)), de dimension constante d. S'il existe une suite (An)nem

d'ouverts de R+ xQ , recouvrant A, et pour chacun d'eux un systeme fini de sec-

tions (ek,n)k:1,2,...,m de 1, de Stratonovitch sur An, engendrant T en tout point

de An, et si T est optionnel, il est Stratonovitch. Inversement, soit v Strato-

novitch. Il existe une suite (An)n d'ouverts recouvrant A, et pour chacun

Q]

d'eux un systeme (e ) g=dim G(V), e

k,n"k=1,2,...,g"°
fonction de Stratonovitch sur A a valeurs dans G(V) le long de X (i.e.

restriction a A d'une
k,n n

e n(t,w)€ G(V,X(t,w))), tels que les e o0 K= 1,200,508, forment une base de
2] 9

G(V) sur An’ et que les e po ksd, soient partout sur A a valeurs dans T et
A

forment une base de 7T sur A ; et un systeme (et) EE restriction a

k:1s2v""g’

A d'une fonction de Stratonovitch sur A a valeurs dans G(V) le long de X, tel

k *
que les €yt k=1,2,...,g, forment la base duale de G (V) sur An, et que les

eﬁ, k> d+1, soient partout dans t¥ et forment une base de T  sur An. Si M est

le sous- /5tr-module des sections Stratonovitch de T, une section e Stratono-

vitch de G(V) le long de X sur A est dans % si et seulement si, sur chaque A

U

sy réelles Stratonovitch sur A 3 on eut choisir les
P
k,n k,l’] n

e= 3 a e

ak’n restrictions a An de fonctions Stratonovitch sur A. [Mais évidemment e

d
, N k,n
' > ’ s _
n'est égale a y « ek,n que sur An.] Si Ty To sont des processus de Stra

tonovitch a valeurs dans Gr G(V) le long de X, leuts orthogonaux (a valeurs
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¥* N
dans Gr G (V)) aussi ; et si Tyr Tgr T4+ Tos Tlr\rz sont de dimension constante,
Tyt T, et T1F]T2 sont de Stratonovitch.
Démonstration : L'application qui, a un systeme de vecteurs indépendants,

. . 1
fait correspondre 1'espace qu'ils engendrent, est fonction C de ces vecteurs ;

. A ' i -
donc, si T a une base (ek)k:1,2,...,d sur A , ou les e,  sont des sections Stra

tonovitch de T sur An’ T est Stratonovitch sur An, donc, étant optionnel sur
A, Stratonovitch sur A. Si 1'on suppose, non une base Stratonovitch de T sur An,
mais un systeme fini de générateurs, on partagera chaque An en un nombre fini

de sous-ouverts dans chacun desquels un sous-systeme déterminé de ces vecteurs
est une base (c'est la qu'intervient fondamentalement le fait que dim T est
constante), et on est ramené au cas d'une base. Inversement, soit T une section
Stratonovitch de la grassmannienne Gr G(V), de dimension constante d. Soit

) un atlas c! de V trivialisant le fibré G(V) ; au-dessus de V', on
n’ nEN n

pourra supposer que V' est un ouvert d'un espace vectoriel E et que
G(V) = VixG, G de dimension g, Gr G(V) =V xGr G. I1 existe un nombre fini

1 . .
d'ouverts (On,m)m:1,2,...,L de Gr G tel que, pour 6 € On,m’ de dimension d, on

ait une base (e m(e)) de G, fonction c! de g8, dont les d premiers

k,n k:1,2,...,g

vecteurs forment une base de 6. Soit (V;;)HEIN un atlas subordonné. Soit a  une

fonction réelle C! sur V, a support dans Vi égale a 1 sur Vi . Nous prendrons

A -x1

) 3 ce sont des ouverts de A, et U A =A ; alors e
n,m n

m kyn,m
n,m Ll SRS )

est Stratonovitch sur X_l(V'><O ), et, si on prend e' a_ nulle sur
n n,m k,n,m n

(VH X o
n n,m

c supp a elle est une section de G(V) définie partout sur V, égale a ek nem
9 9

, et e =

sur V'x (O e’
n k,n,m k,n,

(1) a (X) est Stratonovitch sur A, section de
n,m m n

G(V) le long de X ; les e satisfont a toutes les conditions requises. Soit

k,n,m

(¥ ) 1a base duale de (e! ) ; posons K ek (t)a (X), il est de Strato-
n,m k,n,m n,m n,m n

novitch sur A. Posons aﬁ n= (elaﬁ m) pour e € G $tr(X) ; c'est une fonction réel-
’ 9

le de Stratonovitch sur A ; et e€ Tt sur A ssi, sur chaque An m’
*
d

e= ¥ o
k=1

k

e . La conclusion relative a T+ T, est évidente, puisqu'il a
n,m k,n,m 1 2

sur chaque An m Un nombre fini de générateurs (et que Tyt T, est supposé de
1

dimension constante) ; on passe a T1[712 par orthogonalité.
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*
Proposition (4.23bis) : Soit u une application _Jtr-linéaire de G _Jtr(X,A)

. * o
(espace des processus de Stratonovitch a valeurs dans le fibré G (V), le long

— *
de X, sur 1'ouvert A de R _xQ ). Soit JEG _Str(X,A), nul sur le sous-ouvert

A" de A. Alors u(J) 0.
A'

Démonstration : Je fais de ce résultat (1'analogue d'une équivalence rapide-

ment signalée dans (4.18)) une proposition, parce qu'il ne m'a pas paru évi-

(+)

dent Soit (V') un atlas de V, localement fini, V' relativement compacts,

n nEN

trivialisant le fibré G(V). Soit (ocn) une partition de 1'unité C1 subordonnée.

Alors J= 3 a (X) J. Montrons d'abord que u(a_(X)J) Ao O. Au-dessus de V',
nceN n n A n

G(V) est trivial, il existe une base ¢l (ek) de G, une base duale

Kk * g k -1
(") de G ; et J= 35 (Jle (X)) €°(X) dans X (V') donc
k=1,2,...,g Kot Kk n

g - -
a (X)J= v (Jle (X))a (X) 8k(X) dans X 1(V') ; mais aussi dans Xll(Csupporta ),
n k=1 k n n n

k=1,2,.-.,g

donc partout sur A. Mais (Jlek(x)) ocn(X) est Stratonotitch dans X—1(VI'1), nul
donc Stratonovitch dans X_l( Csupport an), ces deux ouverts relatifs de A sont

relativement optionnels sur A, donc il est de Stratonovitch sur A ; alors

g
wa (X)) = ¢ (e (X)) a (X) + u(eX(X)) 5 et (Jle (X)) a_(X) est nul sur A',
n k=1 k n (S) k n

donc, par la localisation de 1'intégrale de Stratonovitch, u(cxn(X)J)NO.
Al
o
Soit K, ={ & «a = 1} 3 c'est un compact de V, croissant avec N, et U KN:V .
n<N O o N

de V, H cK telle que les H, crois-

On peut trouver une suite de compacts H N N N

N

sent encore avec N, et aient pour réunion V. Soit BN une fonction C1, 0< BNS 1,

o
-1
- — [ _
By=0 sur Hy, =1 sur CKN. Alors JN_J n‘;jN otn(X)J_O sur X (KN), donc

o
[ ) ' 3 * (-
IN= BN(X) N (puisque BN(X)£1 entraine X¢€ KNCKN donc JN‘ 0). Donc

o
u(J') =g, (X) ¢ u(J!) est équivalent a O sur x Yn ), sur lequel B,.(X) =0, donc
N N (s) N N N

o o
u(J). u(cxn(X)J) sur X—1(Hn)' Finalement, u(J)~ O sur A' ﬂx_1(HN) ; ceci est
n<N

(+)

I1 est évident pour J—J . X, parce qu'on a des représentations tangentiel-

(s)
les globales (4.18).
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o
vrai pour tout N, et U X_l(HN) = A, donc u(J)~, 0.
N A’

Proposition (4.23ter) : Soit A ouvert, A' sous-ouvert dans i+ xQ . Soit U/jtr‘—

*
linéaire de G Jtr(X,A) dans Opt £ 7°. Il existe une application unique u',

*
A4 tr-linéaire de G Str(X,A') dans Opt 4 7, qui_prolonge u.

Démonstration : Soit (An)nG]N une suite d'ouverts recouvrant A, ayant les pro-
*
priétés indiquées a (4.23) (mais sans famille t). Soit J'€G Str(X,A'). Pour

*
tout n, il existe Jn€G 4Ltr(X,A) qui coincide avec J' sur A' ﬂAn (de la forme

Jn:pEj (J'lek’n)aﬁ). Sur AmﬂAnﬂA', J =dJ'=4J , donc (4.23bis) montre que
u(Jm)~u(Jn). Alors (6.3ter) de S[2] montre 1l'existence d'une semi-martingale
formelle u'(J') sur A', équivalente a chaque u(Jn) sur A' ﬂAn . En outre, 1le

méme raisonnement montre que u(Jn) est défini a une équivalence pres sur A' na .,
et finalement u'(J') a une équivalence prés sur A'. L'application u' ainsi défi-
nie est trivalement _ftr-linéaire, et elle prolonge u ; c-a-d., si J€ (‘,*JStr(X,A),
u'(J) =u(J). I1 reste a montrer l'unicité de u', c-a-d. a montrer que, si u' est
Jtr-linéaire de G*/Str(X,A") dans Opt 47 vaut O sur G*/Jtr()(,A), elle est
nulle. Soit en effet J' EG*/ftr(X,A') 5 pour tout n, il existe JnEG*/Str(X,A)
égal a J' sur A'N An ; alors Jn-J' EG*/Str‘(X,A') et vaut O sur A' ﬂAn, donc,
d'apres (4.23bis), u'(J-J')~ 0 sur A' ﬂAn, donc u'(J') =0 sur A’ ﬂAn, donc

sur A'.

Proposition (4.23quarto) : Soit A ouvert, réunion d'une suite (Ai)sz]N d' ou-

#*
verts. Soit u Jtr-linéaire de G _Str(X,A) dans Opt S7°(A), u; les applications

définies a (4.23ter) relatives aux Aj . Soit T un processus de Stratonovitch a

valeurs dans la grassmannienne Gr G(V), le long de X sur A, dim t=d constante.

Pour que u soit tangente a Tt sur A, il faut et il suffit que, pour tout £, uj

m
soit tangente a T sur A) . Pour que X I-lk . Zk soit une représentation tan-
k=1 (S)

gentielle de u sur A, il faut et il suffit qu'elle le soit pour tout u; sur Aé .

Pour que u soit tangente a T sur A, il faut et il suffit qu'il existe une suite
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(An)nEIN d'ouverts recouvrant A, telle que, pour tout n, u admette une représen-

m
. . - k
tation tangentielle sur An , us= kg:l Hk,n *2 ., avec des Hk,ne T.

Démonstration : Reprenons les An ayant, par rapport a T, les propriétés énon-

cées a (4.23). Bien évidemment, si u est tangente a T sur chaque A}, elle 1'est
N *

sur A. Inversement, soit u tangente a T sur A. Soit J; €G ,{ftr(X,Ai), JiET)'

g
sur A; . Sur AiﬂAn, J} cofncide avec k%] (Jélek’n)s: , donc par (4.23bis),
g k K . +
J) o~ % (J‘élek n) . u(an) - Mais e est a valeurs dans T pour kzd+1,
AjNA_ k=1 7 (8)

sur A tout entier, donc u(e§)~-0 pour k=d+1 ; et J; est orthogonal a T sur A},

2 3 ' - ]
ek,n est a valeurs dans T sur A tout entier, donc (szlek,n) =0 sur Aj pour ks<d.

Finalement J)(;,‘ ~ 0 donc ~ 0.
AéﬂAn Aé
Si une représentation tangentielle est valable pour tout AI', , elle 1'est trivia-
i m
lement pour A. Inversement, supposons que u= I Hk . Zk sur A. Cela veut dire
k=1 (S)
m

* .
que, pour JE€G ftr(A), u(J)= ¢ (J|Hk) . Zk. Utilisons la méme formule pour
k=1 (S)

* ’, ’ . *
Jy€a _/Str(X,Ai) ; on définit ainsi une application Jtr-linéaire de G ,o’tr(X,A!Zl)
N 3* N ,
dans Opt 47, égale a u sur G 4tr(X,A) ; donc c'est uj d'apres l'unicité de

(4.23ter). Donc on abien une représentation tangentielle de uj .

k

Enfin, avec la construction des An, e y Ep U admet, sur An la représen-

k,n
g k . k
tation tangentielle u= £ e e u(e ) ; si u est tangente a t, u(e_) =0 pour
k,n n n
k=1 (s)
m
k> d+1, donc c'est une représentation tangentielle £ , avec des e nET H
k=1 !

inversement, s'il existe une représentation tangentielle dans An )

m
u= Y H .
k=1 X7 (s)

donc dans A.

Zl:l , avec des Hk nE T,trivialement u est tangente a T dans An
9

Proposition (4.23quinto) : Soient Gl(V), G2(W), deux fibrés C' sur les varié-

tés C2 : V, Wet X, Y des semi-martingales sur A a valeurs dans V, W, respecti-

*
vement. Soit u une application .ftr-linéaire de GlAtr(X) dans Opt _47°, et

soit L un processus de Stratonovitch d'applications de rang fixe k, de G1(V)
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dans G2(W), le long de X, Y, respectivement (L est Stratonovitch a valeurs dans
. *
I(G1;G2) fibré sur VxW, et L(t,w)E£(G1(V,X(t,w)) s Gz(W,Y(t,w)))). Alors L

(adjoint de L) est de Stratonovitch. Ensuite Ker L et Im L sont de Stratonovitch

~ ¥* - .
a valeurs dans les grassmaniennes. Puis Lu: Jru(L J) est Jtr-linéaire de

* .
szgtr(Y) dans Opt A7 ; et Lu=0 ssi u est tangente a Ker L ; ou si et seule-

d'ouverts recouvrant A, tels que, dans cha-

ment s'il existe une suite (A )
n neEN

Zk, ou les uk

m
que AN An’ u ait une représentation tangentielle u-= k?1 Hk(é)

sont tangentes a Ker L.

Démonstration : Puisque L est de Stratonovitch, et que L~Ker L et L1Im L
*
sont Cl, Ker L et Im L sont Stratonovitch. Ensuite Lu=0 signifie que u(L J) =0
* * *
pour tout JEG2Jtr(Y). Mais 1'ensemble des L J, J€ G2 Adtr(Y), est exactement
* *
1'ensemble des J' €G1/§tr(x) prenant leurs valeurs dans Im L ; si en effet J'

\ ¥* #* P * . . s
est a valeurs dans Im L , et si (L ) __ est affecté a L comme indiqué a (4.22),

1

*
est Stratonovitch, donc J= (L )_ J' est Strato-

#* L #*
L' k(L) | est ¢! done (L ) 1

* * %
novitch, et L J=L (L )_

1

*

1 J'=J'" puisque J' &€ In L . Donc Lu=0 veut dire que
N #* -

u(J') =0 pour J' a valeurs dans Im L = (Ker u)*, donc que u est tangente a

Ker L. La représentation tangentielle résulte de (4.23quarto).

(4.24) Le point de vue de P.A. Meyer sur les intégrales de Stratonovitch

[cf. P.A. Meyer [2], § 4, pp. 56 et suivantes].

*
Ce point de vue ne s'applique que pour le clacul de J e« X, JET 1 Atr X,
(s)
de la forme particuliere w(X), ou w est une forme différentielle c! de degré 1

1(V). Comme Meyer développe abondamment ce point

*
sur V, w section C1 du fibrée T
de vue, je n'en donnerai qu'une esquisse, tout ce qui suit dans le § 4 vient de

lui.

Proposition (4.25) : Sur une variété V de classe C2, il existe un opérateur D

*
unique, de 1l'espace des sections c? de T 1(V) dans 1'espace des sections C° de

3
T 2(V), tel que :
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D(DP) = p% , pour LPECZ(V;]R) H

(4.26)

1

. *
D(aw) = aDm+% Doe®@Dw , pour o réelle C1, w section ! de T “(V).

*
L'image de Dw dans le quotient T 1 est w.

Démonstration : On suit la méthode indiquée a la remarque 1 qui suit la démons-
tration de (2.7). L'unicité résulte de ce que les D?, S0€C2(V;R) , engendrent
T*I(V) en tant que module sur C1(V:,R) , d'apres (4.9). Pour démontrer 1'existen-
ce, on doit montrer que, si 1l'on a une relation % oy DKP!/ =0,

Ej (ocf' D2‘~P£ +% Doy © D‘Pl) = 0. Comme tout vecteur 2-tangent en v&V est combinai-
son R-linéaire de traces en v de champ 1-tangents et de produits de champs

1-tangents de classe Cl, il suffira de montrer que si € et T sont des champs

1-tangents de classe C1, les deux quantités

2 1
(4.27) (f (ay, D¢y +5 Day@D9,)[E) et

(4.28) (2 (a, D%, +% Doy © D9, ) €M)
P

#*
sont nulles ; le produit scalaire (.|.) est entre T 2(V) et T2(V), et N, le
produit a le sens suivant : €, T, étant des opérateurs différentiels d'ordre 1,
de classe C1, €M, leur composé, est un opérateur différentiel d'ordre 2, de
*1 *1

)

*
classe C°. Voir (1.7bis). Comme §ET1 est nul sur P =T T °, (4.27) s'écrit

% , c-a-d. (T a, D9, l€) . =0 ,
2 2 0 * £ 1.1

(£ o, D% lg)
) )
£ , T T

d'apres 1'hypothese.

D'apres la fin de (1.6), (4.28) s'écrit

(4.29) T o, ((EM)® )+—+ £ (Da, ©D9, [E0 M)
% £ £ 2 £ 2 T*10 T*l 1 1

2 2T oT

- (ay ((EM(9))) + 5 Elay) M(Py) + 3 §(95) M(ay))

Mais, par hypothese, % a, D9, =0, donc % ay g(¢,)=0, % ay T](tPL) = 0. Par déri-
£ £ 2



vation de la deuxieme par rapport a §
= E(sz) Tl(‘Pl) + 3 ocz((ET])(\PZ)) =0
£ £

Donc (4.29) est

(4.30) T (£(9,) May) - §(xy) M(9y)) = 5 (EAT] 3 a9, Aday)
£ £

2% 2.1 7

1
2 A%t A%y

ou A est le produit extérieur des vecteurs ou des formes, /\T1 et AT*1 sont les
algebres extérieures de 7! et T*l. Mais, puisque la forme de degré 1 : faz ae,
est nulle, son cobord % d(xﬂ/\dﬁPL 1'est aussi, et on trouve bien 0. Ceci montre
que, si, pour m=§ a, DP, , on définit szg (al, D2<Pz+?12- Do @ DkPE), c'est indé-
pendant de 1'expression de w. Ayant ainsi formé Dw, on doit vérifier que 1'on

a (4.26). I1 suffit de le vérifier pour w= BD, » ou c'est trivial, les deux mem-

bres de la 2eme relation (4.26) étant égaux a
B D2(P+-;-o. Dsomu% B DueDP .

* *

Quant au fait que 1'image de Dw dans T 1=T 2 soit w, c'est évident, car, si
1 . *

w=o DY, Dw:aD2tP +§Da ODw , 1'image de Da @ DP, qui est a valeurs dans P , est

nulle, donc 1'image de w est celle de « D29 , c-a-d. aDP=w.

N
(4.30bis) Dans une carte, si w= I w, ka, on a, par (4.26)

k=1
N N . .
Dw = I w D2xk+—1- s d.w. Dx' oDxJ
k 2 . i
k=1 i,j=1
N N . .
= T w szk+% by % (3. w.+d.w.) Dx' @Dx’
k=1 i,j=1 ' a1t
N
. k
Ou encore, si w= I w € [
k:1
N N . .
(4.30ter) Dg = ¢ W, €k+% b aim. el eeJ
k=1 i,j=1 J
N N .
] K, 1 1 i,
= 3T W, €+ 5 Z > (ai“’j+ajwi) € @€ .
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Proposition (4.31) : Soit 3 une application C2 de V dans W, w une section C1
#*
de T 1(W). Alors
1 2,
D(g w) = 3 (Dw)

i.e. D est fonctorielle.

Démonstration : Evident en prenant w=a D®.

(4.31) On définit alors 1'intégrale de Stratonovitch w(X) ¢ X, ou w est une
(s)

section C1 de T*l, donc w(X) de Stratonovitch par :
(4.32) w(X) * X = Dw(X) *X ,

(s)
qui ramene 1l'intégrale de Stratonovitch a 1'intégrale ordinaire. Il faut évidem-
ment montrer qu'on retrouve le J e+ (X) défini a la proposition (4.6). Par addi-
tivité, il suffit de le faire po:fip=(xD¢ , a de classe C1 et ¢ de classe C2.

Notons par (Sl) 1'intégrale de Stratonovitch de (4.6) et par (52) celle de

(4.32).

(aDP)(X) + X = D(aDP)(X) * X = (ao2-4>+%naew)(x) °X

(s,)

= a(X) ~¢(x)+~%[a(x)°,@(x)°] (par la crochet-stabilité,
(2.15), et (4.1 ter) appliquée a a, ¥)

= a(X) <« @(X) (intégrale de Stratonovitch réelle)
(s)

= a(X) o (DP(X) » X)

(8) (s)

= (aD?)(X) +» X (par la ALtr-linéarité de = ) .

(51) (sj)
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§ 5. SYSTEMES DIFFERENTIELS POUR LES SEMI-MARTINGALES SUR DES VARIETES

Résumé du § 5. La donnée d'un systeme différentiel ordinaire est celle d'un
1
champ @ de sous-espaces vectoriels 1-tangents ; on cherche les trajec-

toires qui, en chaque point, sont tangentes au sous-espace de ce point.
‘ 2
Un systeme différentiel stochastique sera la donnée d'un champ ® de sous-

espaces vectoriels 2-tangents, et on cherche une semi-martingale X qui lui
soit 2-tangente dX-pp. C'est la définition (5.2). On peut poser le méme
probleme au sens de Stratonovitch, alors il s'agit de nouveau de plans
1-tangents, c'est (5.4). L'essentiel du paragraphe est consacré a trouver
une relation entre les deux ; ce sera utilisé plus tard pour le relevement
d'une semi-martingale par une connexion (le sous-espace tangent est alors

le sous-espace horizontal pour la connexion). Le théoreme essentiel est
le suivant (5.16) : si é) est un champ de sous-espaces 1-tangents, il
existe un champ unique associé (5.16), (?),de sous-espaces 2-tangents, tel
qu'une semi-martingale X soit 1-tangente a é , au sens de Stratonovitch,
ssi elle est 2-tangente a @2> au sens ordinaire. La définition de é en
fonction de (3) peut se faire par les accélarations completes, (5.5), par

les champs de vecteurs tangents ou opérateurs différentiels, (5.14), par
la différentielle de P.A. Meyer des formes différentielles, (5.15). La

proposition (5.17) étudie le cas ou le champ ® est completement intégrable.

(5.1) Dans les équations différentielles déterministes, on sSe donne un

vecteur tangent H, fonction sur VxR , a valeurs dans Tl(V), H(v,t) ET](V,V)’

et on cherche une courbe tr X

—3%: H(Xt,t) ; npous verrons plus loin quelle généralisation en donner pour les

équations différentielles stochastiques. Ce qu'on appelle systeme différentiel

£ R+-V , telle que, pour tout t€R+ y

ou systeme de Pfaff déterministe est autre chose ; on se donne un champ de

sous-espace tangent ®, fonction sur VxR (nous préférons toujours ici R, a

R+) a valeurs dans le fibré des grassmanniennes de Tl(V) ; ®(v,t) est un sous-
espace vectoriel de Tl(V,v), ou un élément de la grassmannienne Gr T1(V,V) ; et

on cherche une courbe ti X ]—Q+—*V , telle que, pour tout tc¢ ﬁ+ , la tangente

t 9
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a la courbe, T(Xt), soit contenue dans @(Xt,t)- C'est cela que nous allons in-
terpréter dans ce paragraphe, pour des semi-martingales (sans d'ailleurs donner

aucun théoreme d'existence ni d'unicité).

(5.2) Pour des semi-martingales, il sera normal de considérer des sous-espa-
2
ces tangents d'ordre 2. On se donnera une fonction ® = ® sur in+ xQ, a va-

leurs dans le fibré des grassmanniennes de T2(V) ; ®(v,t,n) est un sous-espace
vectoriel de T2(V,v), ou un élément de la grassmannienne Gr T2(V,v). Et on cher-
che alors une semi-martingale X a valeurs dans V tel que, pour dX-presque tout
(t,w), le sous-espace tangent a la semi-martingale T(X)(t,w) (défini dX-pp- a
(3.13bis)) soit contenu dans @(Xt(w),t,w) 3 dit plus simplement, telle que
7(X) soit dans ®(X,.,.) dX-pp. Dans le langage de (3.10sexto), X est solution

ssi dX est tangente a ®(X,.,.) dX-pp-

(5.3) Il est vour le moins indispensable de supposerque ® (v,.,.) est op-
tionnelle sur I—1+ xQ pour tout vEV (a valeurs dans le fibré en grassmanniennes
Gr T2(V)), et que, pour tout (t,w)E§+ xQ, ®(.,t,w) est continue sur V (a
valeurs dans ce méme fibré). Alors, si X est optionnel, a fortiori si c'est une
semi-martingale, ®(X,.,.) est optionnel, c'est donc une famille optionnelle de
sous-espaces 2-tangents a V le long de X, ce qui est le cadre dans lequel nous
nous sommes toujours placés. [En effet, soit R= (Bi)iEI un recouvrement dénom-
brable de V par des parties boréliennes disjointes, et (vi)i(—'I une famille de
R
@R(V,t,w) = ®(vi,t,w) pour v € Bi 5 G& est mesurable sur V x (ﬂ+ xQ) pour le

points de V, viEBi pour tout i ; soit ®  la fonction définie par

produit tensoriel de la tribu borélienne de V par la tribu optionnelle de

R_xQ, puisque @(vi,-,-) est optionnelle. Soit alors (Rn)nE]N une suite de

S

tels recouvrements, les parties constituant Rn ayant un diametre < s pour
une métrique choisie sur V, définissant sa topologie. Lorsque n- +», la conti-
nuité de ®(.,t,w) sur V entraine que @Rn tende vers @ en tout point v, t, w,

donc ® elle aussi est mesurable sur V x (§+ xQ) , pour le produit tensoriel de

la tribu borélienne de V par la tribu optionnelle de i+ XxQ . On en déduit bien
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que ®(X,.,.) est optionnelle si X est optionnelle.]

Bien évidemment un cas particulierement intéressant sera celui ou ® ne dépend
pas de (t,w), @ est une fonction continue sur V a valeurs dans Gr T2(V),

®@ (v) € Gr T2(V,v), c-a-d. une section continue du fibré Gr Tz(V) sur V ; pour V
connexe, cela imposera que dim ®(v) soit une constante. C'est aussi la le cas

le plus intéressant pour les systemes différentiels déterministes.

(5.4) On peut poser le méme probleme en termes d'intégrales de Stratonovitch.
1
Nous ne 1'examinerons que pour ® indépendante de (t,w). Soit ® = @ une fonc-

tion ! sur V a valeurs dans Gr Tl(V), ® (v) € Gr T1(V,v), c-a-d. une section
C1 du fibré Gr Tl(V) sur V, ou encore un champ ct de sous-espaces vectoriels
1-tangents. On cherche alors une semi-martingale X a valeurs dans V, telle que
dX, au sens de Stratonovitch (4.22), soit tangente a ®(X), qui est bien un

processus de Stratonovitch a valeurs dans la grassmannienne. On retrouve la les

systémes différentiels familiers, si X est une courbe déterministe. Ce qu'il est

intéressant de voir ici, c'est que, si 1@ est un tel systeme, on peut lui asso-
cier un systeme (f) de sous-espaces 2-tangents, de manieére qu'une semi-martingale
X soit tangente a é au sens de Stratonovitch, ssi elle est tangente, au sens
ordinaire, a é

1 1
Proposition (5.5) : Soit ® un champ C° de sous-espaces vectoriels 1-tangents

2
aV, de dimension constante d. Soit ® (v) le plus petit sous-espace vectoriel

de T2(V,v), ayant la propriété suivante :

1

pour toute courbe de classe 02, R-V, solution du systéme @® , c-a-d. pour
1
laquelle, pour tout t€ R, la vitesse Z;; de Z au temps t soit dans ® (Zt)’ et
telle que Zozv, 1'accélaration complete de Z au temps 0, (1.14bis), Zg , est
2 2
dans ®(v). La famille ® ainsi définie, section du fibré Gr T2(V) sur V, est
2 d(d+1) m 1
continue ; la dimension de ®(v) est d+-T - Si VestC, et ® de classe
2
Cm_l, ® est de classe C" 2.

Démonstration : Tout est local. On peut donc supposer que V est un produit
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Bx F d'espaces vectoriels, et qu'on $e trouve dans un ouvert de BxF ou

1
®(b,f) est toujours supplémentaire de F, donc dim B=d, din F=N-d (5).

On
1 1
peut donc représenter ®(b,f) €T (BxF,(b,f)) =BxF, comme le graphe d'une appli-
1 1 . 1
cation I' de B dans F, ® (b,f) = graphe de [(b,f), I'(b,f) € £(B3;F) ; alors @ (b,f)

1
est aussi 1'image de B par une application linéaire o(b,f) de F dans B®F,
1 1
o(b,f) € £(B3BD F), telle que , si m est la projection de BxF sur B,
1 1 1 1
teg(b,f)= I,, application identique de B ; o(b,f) = Ip+ I'(b,f). Alors

(B&F)d ((BaF) 0 (BOF)) - BOFH(BeB)d (BoF)® (FoF)

si E€EBpF, E=€'+E", NTEBDF, N=""'+1", alors £EeMN€ (BOF) o (B®F) est
oM+ (E'"®MN"+ N ®E")+E"0N"E€ (BoB) + (BRF)+ (FoF). La courbe Z est donnée
par (X,Y), X trajectoire dans B, Y trajectoire dans F. La vitesse a 1'instant t

1
est Z'(t) = (X' (t),¥'(t)) ; puisqu'elle doit étre dans ® (zt), on a

1 : 1
(5.6) Y'(t) = I(X(t),Y(t)) X' (t) , ou 2Z'(t) = o(X(t),Y(t)) X' (t)

IE(X(t),Y(t))é.ﬁ(B;F), X'(t) € B, on trouve bien Y'(t) € F.
L'accélération complete a nécessairement pour composante sur (B F)e (BHF) le
carré tensoriel de la vitesse, Z2'(t)@Z'(t) = (X' (t)eoX'(t)) + 2(X' (t)®Y'(t))
+ (Y'(t)oY'(t))€ (BeB)D (BRF)d (FeF) ; il faut chercher sa composante dans
B® F, par dérivation de (X',Y'). On trouve X"v(t) sur B ; et sur F, Y"(t),
défini par :

1 1
(5.7) Y (t) = 3, T(X(t),Y(£)) (X' (£))X' (¢) +3, C(x(t),Y(£))(Y'(£))X' (t)

1
+ T(X(1),Y(£))X"(t)eF .

Pour que les notations soient claires : I' est une fonction sur BxF a valeurs
dans £(B3;F), donc allw(b,f) est une application linéaire de B dans £(B;F), sa

valeur sur X'(t) est donc un élément de £(B,F), qui, opérant sur X'(t), donne
un élément de F ; Bzr(b,f) est une application linéaire de F dans £(B;F) (donc

bilinéaire de Fx B dans F), sa valeur sur Y'(t) € F est donc un élément de £(B3F),
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qui, opérant sur X'(t), donne un élément de F ; I'(b,f) est une application li-
néaire de B dans F, qui, opérant sur X"(t) € B, donne un élément de F. Compte-
tenu de (5.6), c'est
1 1 1
(5.8) Y"(t) = alf‘(x(t),Y(t))(X'(t))X'(t) + 3, FOX(), Y(E D (T(X(1), Y(£)X' (£))X"' (¢)
1

+ T(X(t),Y(t))Xx"(t)

2
On voit que 2"(t) = (X,Y)"(t) est dans 1'image d'une application o(X(t),Y(t))

de B® (B eB) dans (B®F)® ((B@F) o(BpF)), définie par

1 2

2 o(b,f) € £(B;BOF) 0+I(b,f) € £(BO@B;B® F)

(5.9) o(b,f) = ) 1

0€ £(B;(BpF)e (BHF) o(b,f)@ o(b,f) € £(BeB;(BDF)e (B&F)

On a mis une matrice a cause de la décomposition en somme directe B (BeB),
(B&F)® (B F)e (BOF)), avec clx(b,f) € £(B;BOF) =1+ 11“(b,f), ;(b,f) € £(B;F),
O+I%(b,f)6£(BOB;B®F), avec 0€ £(Bo B;B), ?(b,f)ES(BeB;F), et

clr(b,f)@ cly(b,f)E.B(BeB;((BGBF) e (B®F)). D'apres (5.7)

2
(5.10) F'(b,f) = (application linéaire de BeB dans F qui, sur Ee £E€ Bo B,

prend la valeur Blf(b,f)(g)g, donc, sur £6 1, la valeur
1 1
1
5 (31 F(b,f)(g)T]+a1 I'(b,f)(M)E)) + (application linéaire de BeB dans F qui,

1
sur E e €BeB, prend la valeur 3, I'(b,f)(I'(b,f)E)E, donc, sur € 6T, la valeur

1 1, 1 1 21
5 (3, 1’(l>,f)(1’(b,f)§)n+a2 F(b,f)(T'(b,f)ME)) .

On ne saurait trop expliciter : pour §, TE€E T1(B,b)

1 1

2
(5.11) (b, £)(g0M) = 3 (3 L(b, £)(£)N+3, T(b,£) (M)

1
1 1 1 1 1
+5 (3, T, 1) (I'(b,£)E) N+ 3, I'(b,£)(I'(b, £)N,E)

2 1 1 1
Si n=n® (n @) est la projection de (B4 F)® ((B&F)e (BDF)) sur Bo (Be B),
2 2 2
o ' . N i
n g(b,f) = IBGB(BOB) . Donc 1'image de o(b,f) est aussi le graphe d'une appli

cation linéaire de B® (Bo B) dans F® ((BRF)® (FOF)), qui est elle-méme définie
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par la matrice suivante (5.12)

1 2
I'(b,f) € £(B3F) I'(b,f) € £(B @B;F)
2
I'(b,f) =
1 1
0€ £(B;(BRF)+(FOF) (E6 T~ (@[(b,f)N+NRL (b, £)E)+(b,f)E @1 (b,£)T)
(5.12)
€ £(BoB; (B3F) & (FoF))
2 2 2 2 2

et o(b,f) = IBEB(B oB)éBr(b’f)' Posons 6(b,f) = In o(b,f) = graphe de T'(b,f).
L'espace §(b,f) ainsi déterminé contient bien toutes les accélérations comple-

tes, au point v=(b,f), des trajectoires C2 solutions du systeme différentiel
1

défini par le champ ® . Puisque B+ (B® B) a la dimension d+—d(—d§+l)- , le graphe
2 2 2
g(v) de M(v) aussi ; et la continuité du champ § est évidente. I1 reste a mon-

2 2
trer, sachant déja que ® (v)cg(v), qu'ils sont égaux. Donnons-nous une trajec-

toire C2 arbitraire dans B, soit X=9(t), ®(0) =b. Elle est solution dans B de
1'équation différentielle —g—’:—:ﬁp'(t) ; celle-ci se "releve'" en une équation dif-
ax av

at ~

férentielle dans B&F, —= @' (t),

1
Fr I(e(t),Y)®'(t), de classe c! ; tous ses

vecteurs tangents sont tangents a ®l(v) en chaque point v de V=BxF. Elle a une
solution unique (C1 entraine Lipschitz !), de classe C2, passant en v=(b,f) a
1'instant O. Donc son accélération complete au temps O doit étre contenue dans
1'espace vectoriel Gz") (v) cherché en v 3 or c'est g(b,f) @"(0). Les ©"(0), accé-

lérations completes au temps O de toutes les trajectoires 02 dans B, qui sont

en b 1'instant O, engendrent T2(B,b) =B® (Be B), donc 1'espace vectoriel cher-

2 2 2
ché ® (v) doit contenir 1'image de o(b,f), donc c'est 1'espace §(v) que nous
2 2 2 2
venons de déterminer ; ® (v)=g(v)=1Im o(v) = graphe de M(v).
2

La forme trouvée pour ® (v) donne en outre :

Corollaire (5.13) : En tout point (b,f) de BxF avec la notation (5.9),

c25(b,f) induit ;(b,f) sur B, donc g envoie T2(B,b)/T1(B,b) :T1(B,b)o Tl(B,b)

dans '?(V,(b,f))/'}(v,(b,f)) =1 (v, (b,£))e TH(V,(b,£)) = (BOF) e (Bo F), par 1'ap-

plication ;(b,f)@ ;(b,f). Intrinsequement : pour tout veEV, é (v)> (1‘) (v),
2 1 1 1

t ® (v)/®(v) s'envoie bijectivement sur le sous-espace ® (v)e @ (v) de
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12(v,v)/1 (v,v) = 1 (v, v e TNV, v).

[Ce n'est pas étonnant : 1'image dans T1(V,v)° T1(V,v) de 1'accélération
: 2
compléete est le carré tensoriel de la vitesse ; 1'image de @ (v) est 1'espace
1 1
engendré par les carrés tensoriels des vitesses, c-a-d. ® (v)e ® (v).]

2 : ()
(5.13bis) Description de ® (v) en coordonnées quelconques

Nous avons utilisé une décomposition V=BxF ; regardons maintenant les
2 .
équations de ® (v) en coordonnées quelconques. Nous supposerons simplement
1
V=E= BN espace vectoriel, et ® défini localement (comme dans la théorie usuel-

le de Frobenius des systemes différentiels) par 1'annulation de N-d formes dif-
orts , , 4 oa Nk

férentielles de degré 1indépendantes, (w )£ 3 soitw = ¢ w dX .
=1,2,..-,N-d

ko1 k
1 1

On sait que T2(E,v)=E® (E®E). Le sous-espace ® (v)© ®@ (v) a la dimension

a(d+1) N(N+1) d(d+1) .

5 , il est donc défini par 5 5 équations linéaires indépendan-

tes ; nous en prendrons en nombre excédentaire, en écrivant que 1'orthogonal de
1 ! ® o , 2 .
® (v)o ® (v) dans E 0 E est engendré par les w ew', ou 4=1,2,...,N-d,

Lok
w' arbitraire, ou, ce qui revient au méme les w o€ , ou £ =1,2,...,N-d,

*
k=1,2,...,N 3 (ek) est la base de (RN) , duale de la base
k=1,2,...,N
(e, ) de RN . Cela fait (N-d)N générateurs, ce qui est excédentaire,
k’k=1,2,...,N | .
mais peu importe. Si donc L' est un élément de E 0E, il est dans ®(v)o ®(v)
si et seulement si, en posant L'= % -%L'I’J eio e;i y L'I’J:L'J’l, on a,
i,j=1

pour tout £ =1,2,...,N-d et tout j=1,2,...,N :

£ j N 2 i i .
0= (w(v)eedlL) " * = (g wi(v) eto edlLn)
E oF ,EOE i=1
(5.13ter)

N
) i3 .
b mi(v)L""J 3 £=1,2,..0,N=d , J=1,2,...,N .

i=1

2
Pour LE ® (v), sa composante L' sur EGE est un élément arbitraire de

1 1
® (v)o ® (v), donc vérifiant (5.13ter). Alors sa composante § dans E est

(e)
Cette description est due a P.A. Meyer [2], § 6, pages 70 et suivantes.
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1 2 1 1
déterminée modulo @ (v), puisque le noyau de ® (v) -~ @(v)e @(v) cEOE est
1
@ (v) (6.13). Donc € doit, une fois L' connu, satisfaire a N-d équations linéai-
res indépendantes. Or écrivons que X est une trajectoire R~E tangente partout

1
a ® ;

1]
o

N
Y3 L,
(5.13quarto)  (w (X)IX'(t)) ou I wk(X)X'k(t) =0 , 4=1,2,...,N-d .

k=1

En dérivant en t, pour t=0, avec X(0)=v :

N N " N P . .
(5.13quinto) % @ (v) X" (0)+ £ 3. w,(v) X'*(0) x'J(0) =0 .
k=1 X i,j=1 '

g

2
Si donc L:( ) est un élément de ® (v), il est une somme finie d'accélérations
LY

: ( X"(0)

completes, donc une somme finie de ),chacun de la forme

X' (0) o X' (0)

N N . . : .
bX X"k(O) sk+—12- s 2X'1(0) x'3(0) €' eed, donc il vérifie, en vertu de

k=1 i,j=1
(5.13quinto)

Ny k 1 L i,j

(5.13sexto) LT w(v) €+5 T 3, w.v) L'"Y=0 , £=1,2,...,N-d .

k 2 . i
k=1 i,j=1

Comme les w (v) sont des formes linéaires indépendantes, on a la, pour déter-

miner € en fonction de L', N-d équations indépendantes, ce sont donc les équa-

tions cherchées. Donc :

£ 2 N
Proposition (5-.13sexto) : Pour que L:( € ®v), €= gk e
L' k=1
L :%  L''') e oe., il faut et il suffit que
i,j o
. £ i,J . . Lo s . .
(5.13septimo) £ w.(v) L'"’Y = 0 (équations en nombre éxcédentaire expri-
i=1 *
1 1
mant que L' € ®(v) 0 ®(v)), £=1,2,...,N-d, j=1,2,...,N, et
) :
N N
. £ i,J . : s s
z mz(v) §k+-1- £ 3, w.(v) L'**J - 0 (N-@ équations indé-
k 2 . i ]
k=1 i,j=1 1
pendantes déterminant £ en fonction de L', modulo @® (v),

. £-1,2,...,N-d.
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La deuxieme équation peut étre symétrisée

N
D R (S I SR CS DS AL AL IS I
1 i,j=1 o J

-

N 2 K
(5.130ctavo) T w (v) € +
k= k

En regardant (4.30bis), on voit que
32 2 1 1
( )E@ (v) ssi L' € ®@(v)e ®(v) , et si
L'

£
(5.13noveno) (Dy IL) %2 =0 » k=1,2,...,N-d
T °,T
2
Proposition (5.14) : Dans les conditions de (5.5), ®(v) est le plus petit

sous-espace vectoriel de T2(V,v) ayant la propriété suivante : si €, T, sont

des champs C1 de vecteurs 1-tangents sur V (i.e. des opérateurs différentiels

homogeénes d'ordre 1, de classe Cl), si €M, NE sont leurs produits, champs c®

de vecteurs 2-tangents (ou opérateurs différentiels d'ordre 2, sans terme
1
d'ordre 0, de classe C°), et si £(w), N(w) sont dans ®(w) pour tout weV,

2
(EM+ ME)(v) € ®(v).

Remarque : Il serait faux, par contre, que (EN)(v) et (Mg)(v) soient toujours
2 2 1
dans ®(v) ; sans quoi le crochet [£,M](v) serait dans ()(v)f1T1(V,v): ®(v),
1

et cela voudrait dire que le champ ® est complement intégrable, ce qui n'est

pas le cas en général.

Démonstration : C'est un excellent exercice de calcul que de voir cela direc-
sur la formule (5.9) ! Mais il existe un moyen plus rapide. Il suffit évidem-
ment de le faire en remplagant ET+ ME par Ef = gz, et ensuite de polariser

(§-+ﬂ)%:§2+ (EMN+ ME) + ﬂ2. Nous démontrerons d'abord un lemme

Lemme (5.14bis) : Soit € un champ de vecteurs 1-tangents de classe C1 sur V,

et soit X une solution de 1'équation différentielle qu'il définit, de sorte que

X'(t) = €(X(t)). Alors 1'accélération compléte est X"(t) = EZ(X(t))-
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Démonstration du lemme : Tout est local. On peut donc supposer que £ est iden-

tiquement nul en dehors d'un compact K de V, de sorte que £ définit un groupe a

un parametre de C2 difféomorphismes de V, & : V<V, avec @0: identite,

t

¢s+t: Qs ° i>t . @t: identité sur CK, pour tout t ; on écrira aussi

3(t,v) = @t(v). Le lien entre ¢ et € est TidT ¢(.,v) =§(8(.,v)). Chaque isomorphis-
me agit aussi sur 1'espace CB(V) des fonctions continues bornées sur V (®) ,

par (@t(“P))(v):@(@_t(v)), et & définit un groupe a un parametre d'opérateurs
de CB dans lui-méme. Le générateur infinitésimal de ce groupe est -€, opérant

sur le sous-espace dense Dom (£) des fonctions ¥ € CB pour lesquelles EPE€ CB

. . . 1 d
si € Dom (£), la trajectoire tr étw est C7, et o= (@t@)=—§ @ttP:-cbt(gtP).

Alors ¢ € Dom (52), c-a-d. t 3, ¢ est 02, ssi g%:g(g(@)) est continue bornée,
2
2
et alors d—2 [ ¢:§2<§ P=-£€% €p=9 §2<P.' Toute ¥ bornée et C est dans
at2 ¢ t t t .

Dom (52). Une solution X de 1'équation différentielle est thétv , VEV. Son
accélération complete X"(0) est définie par la propriété (1.16) : pour

wecz(v)cnom (52),

d2
5 = (9 X)"(0) = (——-5 (‘P(@t(v»)tzo

(x"(0) D0 (v)) %2
T7(V,v),T “(V,v) at

2

2
L (s ). () = (20w,
at - t=0

ce qui démontre le lemme.

Voici une autre démonstration du lemme.

Le lemme est évident en un point ou E(v) =0 ; car la solution de 1'équa-
tion différentielle est X(t) =v, donc X"(0)=0, et §2(v) =0 d'apres (1.7bis).
Soit donc E(v) £0. Au voisinage du point v, on peut prendre une carte sur un

1 un hyperplan de RN , transversal a E(v).

Alors (t,u)t—a@t(u) est un difféomorphisme d'un voisinage de O dans RxR'! cur

voisinage de O dans RN; soit RN_

un voisinage de O dans RN par le théoréme des fonctions implicites ; on peut

(e)

On peut prendre bien d'autres espaces ; on veut se retrouver dans la situa-
tion familiére d'un semi-groupe opérant sur un Banach et de son générateur

infinitésimal.
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N-

donc prendre (t,u) € RxRR 1: RN comme coordonnées locales au voisinage de O

dans R" . Pour ces coordonnées, et s, t assez petits, Qt(s,u) = (s+t,u). Le grou-
pe de difféomorphisme est devenu le groupe des translations paralleles au vec-

N , s ppz . N
teur de base e, de R . Alors le champ § est devenu l'opérateur différentiel a

1
2 2

coefficients constants 61 5 € :81 , le vecteur vitesse sur toute trajectoire

et 1'accélération complete est e o0 e =32

est e 1 1 1

1 ce qui démontre le lemme.

Démonstration de la proposition (5.14) : Soit € un champ Cl, tel que
1
g€(v) € ®(v) pour tout v. Soit X la solution de 1'équation différentielle

g—’:: g€(X(t)), valant v a 1'instant O ; alors gz(v):X"(O), et on sait, par la
1 2 2
définition de ®@(v), que X"(0) € ®(v), donc 52(V) €E®(v).

Inversement, montrons que, si G est le plus petit sous-espace vectoriel

1
de T2(V,v) tel que, pour tout champ § de classe c! tangent a @, §2(V)EG, .alors

2 2
(nous savons déja que GC ®(v)) nécessairement GO ®@(v). Reprenons les notations
a
de la démonstration de (5.5), avec V=BxF, v=(0,0). Soit ( )E B® (BeB),
pop

B# 0. Il existe un champ { de vecteurs 1-tangents sur B, de classe Cl, tel que

o
C2(0) = ( ) [par un changement de coordonnées, on peut supposer que B est
pop

vecteur d'une base de B ; prenons pour { 1l'opérateur différentiel sur B

(1+a1x1)81+a2x132+ ves +qulad ; alors

N

c%0) = (((1+a’xHa, +a®xla, v v valxo )

1.1 2.1 d 1.
((1+a'x )Bl+oc X 32+...+oc X ()d))x:0

(¢4

2 1 2 d.

:51+aa1+a82+...+a3d:( ) s
pop

si B = 81 et si ocl,ocz,...,ocd sont les coordonnées de o suivant la base B ]

1
Relevons § en €, €(b,f) = o(b,f) C(b) ; on obtient un champ § de classe Cl,
1 1 2
E(v)€ ®(v), C=mnE. On a donc 52(0)6 ® (0). On voit aisément, du fait que ( est
2

2
un champ sur B de vecteurs € B, que Q2: n§2, donc §2(b,f) =ag(b,f) C,2(b). Donc G

2 a o
doit contenir tous les ¢(0,0) ( ), BAO.; les ( ) , B #0, engendrent
pep pe p
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2 2
B® (BeB) ; donc G contient ¢(0,0)(B® (BeB)) = @ (0,0).

Remarque : En reprenant la fin de la démonstration, on peut dire ceci

soient €, 1, deux champs de 1-vecteurs sur B, de classe Cl, et considérons
1 1 1 1
leurs relevements o€, o7, (0€)(b,f)=o(b,f) €(b). Alors, comme on le voit en

faisant opérer sur des fonctions qui ne dépendent que de b, non de f, le champ
1 1
de 2-vecteurs (0€)(oT) a pour projection sur B le champ de 2 vecteurs £1), et de
1 1 1 1
méme pour NE, donc le champ de 2-vecteurs o(§) o(1) + o(1) o(E) a pour projec-

tion le champ de 2-vecteurs ET+ TE. Mais on vient de voir que

1 1 1 1 2 2
o(g) o(M) +0o(M) o({)€ ® , donc il est 1'image par o de sa projection

1 1 1 1 2
(5.14ter) og(g) oM +a(M) o(g) = o(EN+ MS)

Voici maintenant un résultat de P.A. Meyer suivant (4.25) [cf. P.A.

Meyer [2], § 6, pages 70 et suivantes].

2
Proposition (5.15) : Avec les notations de (5.5) et (4.25), @(v) est le plus

petit sous-espace vectoriel de T2(V,v) tel que, si w est un.champ de vecteurs

1-cotangents de classe Cl, partout orthogonal a ®, Dy(v) soit orthogonal a
2 2
®@(v) (en d'autres termes, ®(v) est 1'orthogonal de tous les Dw(v), w de
1 2
classe C! partout orthogonale a ®). Cette définition de ®(v) a 1'avantage

d'étre d'emblée vectorielle : 1'ensemble des Dw(v), pour w partout orthogonal a
1 2

*
®,est un sous-espace vectoriel de T 2(V,V), et ®(v) est son orthogonal.

Démonstration : Il est évident que, si X est une trajectoire orthogonale a g
a tout instant, son accélération compléte est orthogonale a Dw a tout instant.
En effet : Dw(x)(i(xe1)):§*(w)(1o1uau sens de 1-9):D(_)1£*m)(191) (par
(4.31)) = 0 puisque 1'orthogonalité (w(X)|X') =0 peut se traduire par é*(w)z 0.
Mais la réciproque est moins simple. Mais on pourra utiliser (5.13septimo), en
suivant la définition de Meyer. Il sera plus commode de ne pas symétriser en

1
i, j. Une forme w partout orthogonale 3 ® a 1'expression



N-d g N- Kk
w = % oy w = = z oa mk € .
£4=1 4=1"k=1
D'apres (4.30bis) :
N-d N-d N
2 £ i i
Do = Z a, w S T 0.(a; w.) el oed
£=1 2 4-1i,j=1 * J
N-d N N
) 4 i j
= £ o (2 w Kol s 3, w, e o))
£ k 2 i
£=1 k=1 i,j=1
N-d N . .
£
+ T z %(8. ay) w, eloed .
£=1i,j=1 * J
§ N kK 1 N £, 4 3 viied v.isd
Ecrivons que L= = 2 t;',k e +3 I L' e o0c¢ L' "W =L'"""Y, est ortho-
L' k=1 i,j=1
gonal a toutes les Dw(v)
N-d N N
£ kK 1 £ i,]
= al,(V)( b mk(v) 3 *3 T 3. w.(v) L't
=1 k=1 ij=1 * 3
N-d N 1 y) ild
+ T T 3 (Bi ocz)(v) w.(v) LI -0 .
£=1 i,j=1 J

Mais les a,(v) et les ai ay, (v) sont arbitraires. On obtiendra donc, pour

g
L:( ), les équations :

Ll
N N
£ k 1 ) £ i,]
T mv)geg T3, mj(v) L*d -0 , £=-1,2,...,N-d ;
k=1 i,j=1
N o, s
b mj(v) -0 , i=1,2,...,N 3 £=1,2,...,N-d .
j=1

2
Ce sont les équations (5.13septimo) de @ (v).
2 1
Cette construction de ® a partir de ® a pour but, comme nous 1'avons dit a

(5.4), de relier les systémes différentiels ordinaires et les systemes différen-

tiels de Stratonovitch pour les semi-martingales

1
Proposition (5.16) : Soit @ un champ c! ge sous-espaces l-tangents a V, de
2

dimension constante d. Soit @ le champ c® de sous-espaces 2-tangents associé
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1
® par les théoremes qui précedent. Soit X une semi-martingale dans A ouvert
1
xQ, a valeurs dans V. Alors dX est tangente a ®(X) au sens de Stratono-
2
vitch, ssi si dX est tangent a ®(X) au sens ordinaire.

'cz. |
o

+

Démonstration : 1) Supposons X tangente a é (de dimension d). Pour toute
forme différentielle w de degré 1, de classe C1 sur V, orthogonale a é , Dw
est orthogonale a é par (5.15), et la relation w(X) ¢ X=0 équivaut a

Dw(X) * X=0, d'aprés (4.32). Si nous prouvons qu'il e(xsi)ste une suite d'ouverts
(An)nEIN recouvrant A, telle que, dans chaque 2A{'\An , un nombre fini de Dy(X)

engendre, en tout point (t,w),le sous-espace ®(X(t,w))", alors ce nombre fini

2
ce Dyp(X) Opt-engendrera le sous-Opt-module des sections optionnelles de @(X)+,
1
et alors, X étant aussi Aftr-tangent a ®@(X) sur AﬂAn par (4.23), dX sera bien

2 2
orthogonal a ®(X)" sur An’ donc sur A, donc dX sera tangente a ®(X). On choi-
recouvrement ouvert de V par des domaines de cartes, tel que,

1
cans chaque Vr'1 ) ® soit défini par 1'annulation de N-d formes différentielles

3 1
sira (Vn)nEIN .

. £ -
indépendantes (w ) et An=x 1(\’l']). On est donc, en localisant

£=1,2,...,N-d"

sur chaque An , amené a V= RN , ce que nous supposerons. Pour que w de classe
1

C1 soit en tout point v orthogonal a @(v), il faut et il suffit qu'elle soit

, < £ E £
une combinaison linéaire a coeffidents C1 des w , w= &y w - Mais,
£=1,2,...,N=-d
pour tout v&V, il existe une unique fonction affine Eﬁ sur RN telle que
- ) S ' - %

ay -a, soit 1-plate en v ; alors Dw(v) = / N (D(aﬂl w ))(v). Donc les

£-1,2,...,N-4 N
—_ £ —_
D(al w ), £=1,2,...,N-d, a, affines, engendrent, en tout point v de v, @(v).

£ .
Les fonctions D(ocm w ), £=1,2,...,N-d, m=0,1,2,...,N, a =1, ap = coordonnée.

X, pour k=1,2,...,N, répondent a la guestion : en tout point v€V, elles en-
2
gendrent ® (v).
2
2) Supposons X tangente a ®(X) sur A. Soit (An)nEIN une
suite d'ouverts de ﬁ+ xQ recouvrant A tels que, sur An, X prenne ses valeurs
1
dans un ouvert de V o ® soit défini par l'annulation de N-d formes différen-

2
, £ £
tielles indépendantes w , £ =1,2,...,N-d. Alors Dw (X) est dans ®(X)" sur A,

£ £
par (5.15), donc w (X) ¢ X = Dy (X) * X~ 0. Mais (4.23) dit que, sur An’ tout
(S)



85

1
* 2
JET 1.Atr(x) qui est dans @(X)" est combinaison Atr-linéaire des w (X), donc
. 1 1
X est Atr-orthogonal a ® (X)* sur A, donc sur A, donc tangente a ®(X) au sens

de Stratonovitch.
1
Proposition (5.17) : Soit ® un .champ de sous-espaces vectoriels 1-tangents

de classe C1 sur V, completement intégrable, donc définissant un feuilletage
2
de V, de dimension d. Soit ® 1le champ 2-tangent de classe c® associé par (5.5).
1 2
Si X est Jtr-tangente 3 ® (ou tangente a ®)en chacun de ses points, presque

siirement toute trajectoire est tout entiere dans la feuille de son point de

départ (qui n'est pas le méme pour toutes les trajectoires : Xo est une varia-

ble aléatoire, la feuille de xo(w) dépend de w.)

Démonstration : Appelons T le temps de sortie de X de la feuille de )(0 ; mon-
trons que c'est un temps d'arrét. L'ensemble C des (x,y) de VxV qui sont dans
la méme feuille est un borélien (un Fo) de VxV. [On considere d'abord, pour une
structure riemannienne sur V, 1'ensemble C(L) des couples (x,y) qu'on peut join-
dre par une courbe rectifiable a feuille constante de longueur < L ; en utili-
sant la compacité de 1'ensemble des applications f de [0,L] dans V, lipschit-
ziennes : |f(t) - f(s)| s |t-sl|, pour lesquelles f(0) varie dans un compact de V,

on voit que C(L) est fermé dans VxV ; et C=U C(L).] Si on munit VxV de sa
L
tribu borélienne, produit tensoriel des tribus boréliennes, (t,y)r (Xo(w),Xt(w))

est optionnelle a valeurs dans VxV ; donc 1'ensemble des (t,w) pour lesquels

(xo(w),xt(w))ec est optionnelle, et T,.,son temps de sortie, est bien un temps
Lt

d'arréet.

. ] 1
Soit (Vn)nGIN un recouvrement ouvert de V, tel que, dans chaque Vn , le

feuilletage soit un produit. Soit T ~le temps de sortie 2 T. Dans [T,Tn[ , X est

. . . 2 . .
] ' -
dans Vn . Dans Vn, il existe N-d fonctions C° indépendantes, (Fk)k:1,2,... N-d

telles que les feuilles aient,dans Vl'], les équations Fk: constante. Chaque

#* i
D2Fk(v) est dans le sous-espace orthogonal dans T 2(V,v) au sous-espace 2-tangent
2
®(V,v) a la feuille de V en v ; puisque dX est 2-tangente a la feuille,

-

DZFK(X) * X~ 0 dans [T,TnL, définition (3.10sexto), ou Fk(X) = constante dans

(T,T [ ; donc X reste dans la méme feuille dans [T,T [ , donc T =T. Ceci étant
""n n n
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vrai pour tout n, T=+», X reste toujours dans la feuille de Xo.

§ 6. EQUATIONS DIFFERENTIELLES STOCHASTIQUES,

Résumé du § 6. I1 s'agit des définitions essentielles pour les équations dif-
férentielles stochastiques.
On introduit d'abord des ensembles Ac:ﬁ; x() plus généraux que des ouverts:
ce sont des ouverts relatifs d'un intervalle [S,T], S temps d'arrét, T
temps > S, (6.1). On doit étendre a ces A les propriétés de localisation
connues pour les ouverts. On définit a (6.4) une équation différentielle

stochastique sur un espace vectoriel, et a (6.5) une solution.

(6.1) Nous aurons besoin de considérer des semi-martingales et des équiva-

lences sur des ensembles ACZﬁ; x(Q plus généraux que les ouverts. Dans la suite,
S sera un temps d'arrét. T un temps (non nécessairement mesurable) > S ; [S,T|
voudra dire uﬁ ensemble donné U [S(w),T(w)] x {w}, ou T(w)| est parfois T(w)],
parfois T(w)[, pas nécessairemzig la méme chose pour tous les w. Alors A sera
un ouvert relatif donné de [S,T| ; il sera commode de 1'écrire

(-ﬁ+ xQ')N[S,TI NA, ou Q' et ou A sera un ouvert de ﬁ+ x() . Tous les théo-
remes d'équivalence énoncés a (3.2) de S[1] pour des ouverts de ﬁ; x() subsis-
tent évidemment pour de tels ensembles A, parce qu'on passe immédiatement de

AN 1S,T[, ouvert, a A. Et 1'équivalence de deux processus continus sur A est la

méme sur A et sur AN ]S,T[ .

(6.1bis) Soit X une semi-martingale vectorielle. Il existe un plus grand ouvert
relatif A' de A ou X~ 0, et il est optionnel si A est optionnel et T temps
d'arrét.

Son existence est évidente : A'N]S,T[ est 1'intersection avec ]S,T[ du plus

grand ouvert d'équivalence a O de X ; A' est 1'adhérence dans A de A' N ]S,T[
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par continuité. Mais X, 0 dans un ouvert relatif B de A, pour T temps d'arrét,

B
ssi XT-XS~»O dans BU [0,8[ U ]T,+»], ouvert de ﬁ; xQ . Donc A' est l'intersec-
tion avec A du plus grand ouvert absolu d'équivalence a O de XT-XS, il est donc

optionnel pour A optionnel.

Ceci s'étend immédiatement a X semi-martingale formelle.

(6.2) Nous avons défini dans S[2] (6.5), les semi-martingales dans A pour

A ouvert ; nous conservons cette définition pour les ensembles A comme ci-dessus.
On ne peut pas nécessairement choisir les An optionnels ; on le peut si A est

ouvert, ou si [S,T|=[S,T[ 1a o T<+®, ou si T est lui aussi un temps d'arrét;

c'est ce que nous appellerons la condition (6.2).

En effet, c'est évident si A est ouvert, on remplace An par Aﬁ’ le plus grand

ouvert ou X=X ; il est optionnel et D AF]An. On peut toujours remplacer X

et X par une méme constante dans [0,S[, sans changer leur caractere de proces-
sus optionnels et de semi-martingales ; mais alors 3(-::)(n dans
((AfiAn)LJ[O,S[)F1[O,T[ qui est ouvert, de sorte que le plus grand ouvert Al
d'égalité de X et X ~le contient, alors U AA:>AF][S,T[, ce qui regle le cas

ou [S,T|=[S,T[, et bien évidemment auss? e cas ou [S,T| =[S,T[ seulement 1a

ol T<+®. Si T est un temps d'arrét, on peut aussi remplacer X et X par le pro-

cessus constant X, dans [T,+o[, alors X= Xn dans (Ar]An)LJ[O,S[LJ[T,+w] ouvert,

donc Ah contient cet ensemble et U AB: A, d'ou le résultat.

n
(6.2bis) Les propriétés suivantes de S[2], § 6, énoncées pour A ouvert, sont
encore vraies ici : (6.1), (6.2), (6.3) (pour A optionnel), (6.3bis), (6.3ter)
(A comme ici, An ouverts optionnels de ﬁ; xQ 3 on trouve X semi-martingale con-
tinue formelle, Xﬁ«ai sur Ar1]S,T[F1An ouvert, donc aussi sur A(\An par conti-
nuité), (6.4bis) (A comme ici, les A ouverts optionnels ; alors on trouve une
semi-martingale formelle X, X~ X sur AN JS,T(, donc sur A par continuité),
(6.4ter), (6.5quinto). [Pour (6.5quinto), on doit modifier completement la dé-
monstration, parce que T n'est plus un temps d'arrét, et qu'on ne peut donc

plus supposer Xn arrété en T. Par contre ici X est continue dans A. On définira
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Xn o comme suit : c'est une constante € Km dans [0,s[, c'est is dans
1

[s,+m]><{Sn‘m= s}, ou X est un prolongement optionnel de X, a valeurs dans V',

(s )

clest X_ ™M " gans [s,+mJ><{Sn n> s}. C'est une semi-martingale, elle prend ses
: 9

(s

. n,m
valeurs dans V' (a cause de X, ’

") et, pour tout w, X niw =V' ; donc (voir
o
S{1], (1.2) page 6) c'est une semi-martingale a valeurs dans V'. Ensuite X = X o
9

dans 1'intérieur relatif [s,S | de [s,S ] dans ANA_(c'est évident pour
n,m n,m n (s )

. , n,m -
=8 3 pour S > s, il a egalite dan s,S mai n ris X !
nm=S 3P nym> S i1y a ée s [s,s, [, mais on a pris X

et X est continue). Il reste a voir que les intérieurs relatifs des [S’Sn,m]
dans AfWAn recouvrent A. Tous les raisonnements de (6.5quinto) sont valables
sauf ceux pour lesquels t=T(w). Mais alors, une fois trouvé s comme dans
(6.5quinto) de S[2], Sn,m(s)(w)zT(w), donc 1'intérieur relatif de [s,Sn,m(s)w]
contient le point t=T(w), d'ou le résultat.

I1 existe un tout autre raisonnement possible, :analogue a celui de (4.0bis),

en remplagant Stratonovitch par semi-martingale (continue) (ce qui est plus
simple) ; X_I(V;) n'est plus un ouvert puidque A n'est pas ouvert, mais c'est
un ouvert relatif de A, ce qui suffit. Nous laisserons au lecteur le soin de
faire cette autre démonstration, s'il le désire], puis (6.6bis) (toutefois,
pour le plus grand ouvert A ou X~ Y, nous ne nous inquieterons pas de savoir

a quelle condition il est optionnel), (6.6ter). (Ici aussi, il y a quelque-
chose a modifier. On prendra Sn a valeurs dans [0,+=], et on appellera ls,Snl
1'intérieur relatif de [s,Sn] dans AF}An. On appellera ensuite S le temps de
sortie > S de A(]An, a valeurs dans [0,:;], et on appellera |S,Sh| lxintérieur
de [S,Sh] dans AF}An. Alors, dans chaque Is,Snl et dans chaque IS,SAI, X est
restriction d'une semi-martingale, et les Is,Snl, s(EQ+, nelN, et IS,SA|,

n€ N, sont des ouverts relatifs de A recouvrant A], (6.7), (6.8), (6.11),
(6.12) ; et aussi les résultats antérieurs du présent article : (2.18), (2.20),
(3.15quinto), (3.18), (3.19), (4.21), (4.23) a (4.23quinto).

C'est désormais sur de tels ensembles AC i+ xQ qu'on travaillera.

(6.3.0) Systemes différentiels et équations différentielles.

I1 faut bien distinguer ces deux notions. Pour un systeme différentiel
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1
déterministe, défini au § 5, on se donne un champ ® de sous-espaces vectoriels
1
1-tangents, ®(v) sous-espace vectoriel de Tl(V,v), et on cherche une solution,

£ telle qu'a chaque instant t, la courbe soit tangen-
1 1 1 1
tea ® , X'(t)€ @®(X(t)). En général dim ® = d>1 ; mais, méme si dim ®=d=1,
1
on ne se donne pas la vitesse X'(t), mais seulement la tangente ®@(X(t)). Une

c-a-d. une courbe X: twX

équation différentielle déterministe consiste a se donner un champ de vecteurs
1-tangents H sur V, et on cherche une solution, c-a-d. une courbe telle que
X'(t) = H(X(t)) ; a chaque instant, non seulement sa tangente, mais sa vitesse
est donnée. Bien évidemment une équation différentielle définira un systeme dif-
férentiel, en appelant é)(v) le sous-espace vectoriel [H(v)] engendré par
"H(v). Et chague systeme différentiel donne lieu a une infinité d'équations dif-
férentielles, en choisissant un champ H tel que, pour tout v€V, H(v)E€ é(v)-
Ceci est le point de vue déterministe indépendant du temps, mais on peut suppo-
ser que ® et H dépendent du temps. Les théoremes d'existence et d'unicité sont
relatifs aux équations différentielles; Nous avons traité au § 1 les systemes
différentiels indépendants du temps, en regardant comment des semi-martingales
pouvaient en étre solutions. Nous étudierons maintenant les équations différen-
tielles stochastiques, d'abord dans des espaces vectoriels, puis sur des varié-

tés, et elles dépendront de t et w.

(6.3) On appellera alors équation différentielle stochastique sur E une

formule

k k

X = ; H (X,.,.) az , ou X~ ; Hk(X,., ) e Z H
=1 k=1

H est une fonction optibnnelle sur AXEc i+ xQ xE a valeurs dans E (ce qui
voudra dire : Hk(x,.,.) est optionnelle sur A pour tout x€ E), continue en x
(Hk(.,t,w) est continue sur E pour tout (t,®)€ A) et ou les Zk sont des classes
d'équivalence sur A de semi-martingales (continues) formelles. L'inconnue et

le processus X sur A sont a valeurs dans E. X doit étre optionnel, et alors

Hk(X,.,.) : (t,w)»‘Hk(X(t,m),t,m) est optionnel sur A a valeurs dans E (voir
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démonstration de (5.3)), donc on peut 1'intégrer par rapport a Zk, (6.8) de S[2].
On demande que l'intégrale du 2nd membre, soit I(X), classe d'équivalence sur A
de semi-martingales formelles, soit équivalente a X. I1 faut donc pouvoir dire

si le processus optionnel X est équivalent sur A a une semi-martingale (conti-
nue) formelle. Nous supposerons donc X semi-martingale (continue) sur A, et pas
seulement optionnel, et alors il définira bien une classe d'équivalence sur A

de semi-martingales (continues) formelles, par (6.7) de S[2], et on pourra exi-
ger 1'équivalénce X~ I(X) pour dire que X est solution de 1'équation différen-
tielle.

k

Ces hypotheses sur H Z , X sont suffisantes pour que les expres-

k’
sions employées aient un sens, mais pas pour avoir des théoremes. Nous suppo-
serons donc beaucoup plus ; en particulier tout en cherchant X sur A, nous sup-

poserons les H et Zk définies sur i; xQ .

k
(6.3bis) Soit E un espace vectoriel de dimension N, et soit H une fonction sur
E x i; xQ , a valeurs dans E. Supposons qu'il existe une suite (Ur'l)neN d'ouverts
de E, et une suite (Mn)nem de variables aléatoires réelles (donc finies) = O
telles que [H| sMn, i.e. [H(x,t,w)! sMn(w) sur Ul[lx§+ xQ; on dira que H est
localement bornée (localement a ici un sens topologique, sur E) ; on dira que H
est globalement bornée si 1'un des UA est E. Supposons qu'il existe une suite

(K ) de variables aléatoires réelles = O telles que

n nEN

lH(x',t,0) - H(x",t,0)| < K (@} [x'-x" ,
n

pour x', x"EUI'l, t € i+, wen .

On dira que H est localement lipschitzienne (sous-entendu : en x) ; on dira
qu'elle est globalement lipschitzienne si 1'un des Ué est E.

On dira enfin que H est optionnelle si, pour tout x€ E,H(x,.,.) est optionnelle
sur ﬁ; x(Q a valeurs dans E. Si K est un compact de E, et si H est localement

bornée et lipschitzienne, elle 1l'est globalement sur K x ﬁ; xQ . S'il existe un

point X de E tel que IH(XO,-,-)S M, et si H est localement lipschitzienne, elle
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est localement bornée.

Définition (6.4) : Soit E un espace vectoriel. On appelle équation différen-

tielle stochastique EDS sur E une formule

n k m k
X = T H(X,.,.) aZ° , ou X~ T H(X,.,.)e2° ,

k=1 k=1

ou les Zk sont des semi-martingales réelles continues sur R+ xQ, et les Hk des

fonctions sur E x ﬁ; x( a valeurs dans E, optionnelles localement bornées et

localement lipchitziennes au sens de (1.3bis).

Définition (6.5) : Soit X une semi-martingale (continue) dans A, donc définis-

sant une classe d'équivalence dans A de semi-martingales (continues) formelles
a valeurs dans E. En portant X dans les Hk’ on obtient des processus Hk(X,.,-)

k

m
optionnels dans-A, donc le 2éme meimbre g Hk(X,.,.)c Z" =1(X) est aussi une

k=1

classe d'équivalence dans A de semi-martingales formelles. On dit que X est solu-

tion dans A de EDS si X~ I(X). En supposant X défini dans A, comme ci-dessus,
A .
il est dit solution dans un ouvert relatif A' de A si X~ I(X) ; et X est solu-
A 1
tion dans A ssi il est solution dans AN J]S,T[, ouvert de ﬂ; xQ (par continuité).

On remarquera que, si Zk est définie seulement sur [S,T], S et T temps d'arret,

T>S, et semi-martingale continue sur [S,T], on se rameéne aussitdot a la situa-

tion précédente, en remplagant z* par la semi-martingale (Zk)T— (Zk)s, nulle

sur [0,S[, égale a Zk-Zg dans [S,T[, Zz— Zg dans [T,+], qui lui est équivalen-
te sur [S,T].

Proposition (6.6) : Soit X une semi-martingale dans A, a valeurs dans E. I1

existe un plus grand ouvert relatif A' de A 2& X est solution de EDS.; il est

optionnel si A est optionnel et T temps d'arrét.

Démonstration : C'est le plus grand ouvert relatif d'équivalence de deux semi-

martingales ; on applique (6.1bis).
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§ 7. EXISTENCE ET PROPRIETES DES SOLUTIONS DES

Résumé du § 7. On rappelle le théoreme fondamental (connu) d'existence et
d'unicité pour une équation sur un espace vectoriel E, pour des coefficients
bornés et lipschitziens, (7.1). Puis on démontre le méme théoréme pour des
coefficients seulement localement bornés et lispchitziens, (7.2). La propo-
sition (7.3) définit le temps de mort { de la solution et son intervalle
d'exitence [S,C| ;3 C est un temps d'arrét prévisible. La proposition (7.4)
donne des résultats tres généraux, mais qui semblent nouveaux : ou bien
[s,c]=[8,(] (alors nécessairement { = +*), ou bien [s,¢l =[s,.[, mais alors
X, tend vers 1l'infini quand t<{ tend vers (. La proposition (7.6) étudie

t
le cas des coefficients globalement bornés.

Proposition (7.1) : Supposons les H_ de EDS (localement bornés mais) globale-

ment lipschitziens : il existe une variable aléatoire K= 0 tel que, ¥ x', x"€E,

V—tEI—{+, ¥ g€Q,
lHk(x',t,w)— Hk(x",t,w)l < K(w) Ix' - x"

Soient S un temps d'arrét, a une fonction sur Q a valeurs dans E,’Cs—mesurable.

I1 existe un processus unique X sur [S,+®], solution de EDS dans [S,+=], égal

4 aau temps S ; il est restriction de semi-martingale. [Dans de telles condi-

tions, X est a trajectoires bornées, donc H(X,.,.) aussi, donc chaque intégrale
stochastique H_-° 7¥ est une vraie semi-martingale. Sur [S,T], en outre, toute

semi-martingale est restriction de semi-martingales par S[l], proposition (2.4).]

Principe de la démonstration : Le fait qu'il soit restriction de semi-martin-

gale résulte de S[1], proposition (2.4). On cherche alors une semi-martingale

répondant a la question, en écrivant que, si on la prolonge par O sur [o,s(,

elle vérifie 1'équation intégrale sur R+ xQ
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k)Sy

. k
(7.1bis) X = 1[s,+m] a+>lz Hk(x,.,.) (2" - (2 ,
et on résout par approximations successives, convergentes suivant Picart, comme
des quotients de puissances par des factorielles. Ce théoreme est connu, nous
1'admettrons. [On trouvera une démonstration tres moderne par M. Emery, dans
Séminaire de Probabilités, Strasbourg, 1977-1978, Lecture Notes in Maths.,

Springer-Verlag, No 721 (1979), p. 281-293.]

Proposition (7.2) : Reprenons les hypotheses générales de (6.4).
1) Existence. Pour S temps d'arrét, a fonction ?,’S—mesurable sur Q a

valeurs dans E, il existe un temps d'arrét T>S, > S la oua S<+, et un pro-

cessus X sur [S,T], restriction de semi-martingale, solution de EDS dans [S,T],

égal a a au temps S.

2) Unicité. Si T est un temps d'arrét, T un temps (non nécessairement

mesurable) = S, Q' cQ,si x! et x2 sont deux processus sur A= (§+ xQ')n[s,tl,

solutions de EDS et égaux en S la ou AN (graphe de S) n'est pas vide, ils

co¥ncident.

Démonstration. 1) Existence. Soit (U;I)HE]N un recouvrement ouvert de E, tel

que les H_soient bornés et lispchitziens dans U;lx ﬁ+ xQ . Soit (U;;) un

k nEN

recouvrement subordonné. I1 existe une fonction Hk n

sur E x I—(+ xQQ , optionnelle,
,

globalement bornée et lipschitzienne a valeurs dans E, qui cofncide avec Hk sur

ﬁ;xﬁ+ xQ (il suffit d'appeler a une fonction c¢” sur E, a support dans v,

égale a 1 sur —U;; , et de prendre H o Hk)' Soit Q) = a_1(U;), ensemble de ‘CS.

ky,n  "n

On résoud 1'équation (EDS)n , obtenue en remplagant Hk par Hk n+ avec la méme
) k]
valeur initiale a, grace a (2.1). Soit T" le temps de sortie de la solution Yn
de UM. Alors T =8, et > S sur Q) la ou S<+w, a cause de la continuité a
1 1 - Al - \l " —_ " n n e . ~
droite. Soient QO—QO, (21 _01 \QO,. .. ,Qn_ Qn\Qo\ N no1 Soit X une
semi-martingale égale a Yn dans (ﬁ+ xQn) N[S,+®»] (on a la une réunion dénom-

brable stationnaire d'ensembles semi-martingales) ; soit T le temps d'arrét

égal a T sur Q3 X et T répondent a la question.
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2) Unicité.
a) Montrons d'abord que, si x! et x2 sont solutions de EDS dans [S,T], T temps
d'arrét > S, et égales a a€Tg au temps S, il existe un temps d'arrét T',

S<T'<T, T'>S la ou T>S, tel qu'elles co¥ncident dans [S,T]. Reprenons les

U; et Q;; ’ Qn , de la démonstration précédente. x! et X2 sont aussi solutions de

(EDS)n dans [S,Tr’;'],oﬁ T!' est le premier temps de sortie de x! ou X2 de ur
1 T"' 2 T"’ X
S<T's<T, et T >S sur {T>S}NQ'. Alors (X') " et (X°) ™ sont toutes deux
Tl"

solutions de _(E—DS—)_H y obtenu en remplagant dans (E_DS—)_n les Zk par (Zk) n , mais

maintenant dans [S,+»] et non seulement [S,Tr’l"], et égales partout au temps S ;

d'apres l'unicité de (7.1), elles coi'ncident dans [S,+=], donc x! et X% cofnci-

dent dans [S,Tr'l"]. En prenant T' :TI’I" sur Qn ) X1 et X2 cofncident maintenant

dans [S,T'], et T'>S 1a ou T> S.

b) Montrons maintenant 1'unicité pour [S,T], T temps d'arrét > S. Soit

™ =TAInf{t=8; Xi;é Xi} 5 c'est un temps d'arrét, S<T"s<T. Par continuité,

x! = x2 dans [S,T"]. Mais, d'aprés les parties 1) et 2a), en résolvant 1'équa-

tion avec la condition initiale X= X;,,: X,?,, au temps T", on voit qu'il existe

un temps d'arrét T'=>T", > T" la ou T"< +®, a fortiori 1a ou T"<T, tel que x!

et X2 soient encore égales dans [T",T'], donc dans [S,T'] ; donc nécessairement

T" =T.

c_). Considérons maintenant [S,Tl, T temps d'arrét. Supposons d'abord X1, X2

restrictions de semi-martingales Yl, Yz. En les remplagant par le processus cons-

tant Y; sur (R" x{S=T}) N[T,+x], et par les processus constants 3(_;, , Y,? sur
2

(§+ x{T>s}) N[T,+*] , elles prolongent toujours x! et X , sont encore des semi-

martingales, continues dans [S,+»], solutions de (EDS) dans [S,T], égales en S;

1_x2 dans [S,T|. Dans le cas

d'apres b), elles sont égales dans [S,T], donc X
général, elles sont dans [S,T[ des semi-martingales ; donc, d'aprés
Strickert (cf. S[2], (6.5ter), page 55-467), il existe une suite croissante
(Tn)nG]N de temps d'arrét > S, tendant vers T, tels que, dans [S,Tn[, elles
soient restrictions de semi-martingales. Ce que nous de voir montre alors

qu'elles co¥ncident dans [S,Tn[, donc dans [S,T[, donc dans [S,T| par continuité.

g_l_ T temps quelconque = S, A= [S,Tl- Soient -f1 et Yz des processus optionnels
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sur R+ xQ , prolongeant X1 et X2 ; on peut les supposer égaux partout au temps S.
I1 existe un plus grand ouvert relatif de [S,+®] ou ils sont tous deux solutions

de EDS, par (6.6) , et il est optionnel ; son temps de sortie > S est un temps

d'arrét T'. Bien évidemment T' > T. Alors X' = X2 dans [S,T'[ par c), donc x!-x2
dans [S,T[, donc dans [S,T| par continuité.

e) Cas général. On remplace T par T'=T sur Q', S sur CQ', [s,7'| =[s,TI!
sur Q',=[S,S[ =P sur C Q', et on est ramené a [S,T'|, cas d).

Proposition (2.3) : Pour une équation différentielle stochastique EDS, et une

donnée initiale a t%—mesurable au temps d'arrét S, il existe une solution maxi-

ma X, définie dans un intervalle stochastique [s,¢!, ¢ temps de mort. Le temps

d'arrét { est prévisible, > 0, > S, > S 1la ou S<+=. La solution X est maxima

au sens suivant : d'une part elle est solution de EDS, et st a ;3 d'autre part,

si X' est une solution de EDS dans A= (ﬁ; xQ') N[S,T| , égale 2 a au temps S

la ou A n'est pas vide, alors Ac[S,(/, et X' =X dans A. L'intervalle [S,C] est

[5,C] exactement 1a ou S=( et la ou {(>S et XC existe ;3 { vaut alors +®.

Démonstration : 1) On considere tous les temps d'arrét T pour lesquels il
existe une solution dans [S,T], et on prend pour [ leur borne supérieure A-essen-
tielle ; c'est la plus petite (aux ensembles A-négligeables pres) variable aléa-
toire qui soit A-ps. > a tous ces T. On sait que { est 1'enveloppe supérieure

d'une suite (Tn)nem de ces temps d'arrét, donc { est un temps d'arrét. D'apres

(7.2), 1), £>8 la ou-S< +=, donc { >0 partout.

2) Une solution x' dans [S'Ti] et une solution XJ dans [S,Tj] cof'ncident dans

[S,TiA Tj] par 1'unicité (7.2), 2), donc définissent un méme processus x'd

dans [S,Ti vl&], restriction de semi-martingale (celle qui vaut X dans [S,Ti[,

x? dans [T.,T.v T.[, et le processus constant x1d dans [T,v T.,+»]), solu-
i’ J Tiv Tj i B

tion de EDS et valant a au temps S. Il en résulte que { est limite d'une suite

croissante de temps d'arrét (Qn) et que les solutions définissent un méme

n€ENWN ’

processus X, continu, restriction de semi-martingale dans [S,Qn], solution de

EDS dans chaque [S,Cn] donc dans [S,C[ .
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3) Soit X' une solution dans un (i+ xQ) N[S,T| , qu'on peut remplacer par un
[S,T| par la méthode de démonstration de (7.2), 2), e), restriction a [S,TI

d'un processus optionnel X' et solution de EDS, valant a en S 1a ou [S,T| n'est
pas vide. Alors X et X' sont toutes deux solutions dans [S,([ N[S,T|, égales en
S donc égales par 1l'unicité (7.2) ; elles définissent donc un méme processus X"
dans [S,C[U[S,Tl, restriction d'un processus optionnel X" (valant X dans [S,([
et X' dans son complémentaire), et solution. On considérera le plus grand ouvert
de [S,+»] ou X" est solution (6.6), et son temps de sortie au-dela de S, soit T",
temps d'arrét ; X" est solution dans [S,T"[ et prend la valeur a en S. Mais il

existe une suite (T;;)nGIN croissante de temps d'arrét > S, tendant vers T",

telle que X" soit dans [S,T;]'[, restriction d'une semi-martingale Y;; par Strickert

(cf. S[2], (6.5ter), page 55-467) ; alors X‘('T,,) existe la ou T;;> S, et le proces-
n’ -

sus obtenu en remplagant Y;; dans [T;;,+m] par le processus constant a, la ou

T;;: S et par X'(' la ou T'>S, est une semi-martingale, solution dans [S,T;;]-

")
n -
D'apres la définition de (, T;;SC, donc T"<(, donc T<(, et X' =X dans [S,T[ .

4) Il n'y aura possibilité de prolonger X en solution dans [S,{] qu'en prenant
les [S(w),{(w)] parmi les points pour lesquels {(w) = S(w) (= +») ou pour lesquels
X(§ (w),w) existe. Considérons effectivement 1'ensemble Q' des points pour les-

quels S< +xo et Xl; existe ;3 il est dans ’tg , et, sur cet ensemble, Xg est

T -mesurable. Alors, d'aprés 1'existence (7.2),1), il existe un temps a'arrét

C
C'2(, > la ou {<+», et une solution X' de EDS dans [§{,{'], prenant la valeur

X au temps { sur Q', une valeur constante au temps { sur OQ'. Le recollement

¢

de X et de X' dans [S,('], est solution dans [S,([ et dans [({,('], et continu
sur (I—2+ xQ') N[S,6'] 3 alors il est solution dans (ﬁ+ xQ'")N[S,{'], ce qui en-
traine {' = sur Q',donc { = +». Et alors, sur (§+ xQ') N[S,+*] , X prolongé par

X_ ‘au temps +® la ou S< +®, est bien solution de EDS. On obtient bien 1'inter-

valle maximum indiqué [S,|, ou c'est [S,{]=[S,+»] exactement 13 ou {=S= +»
et 1a ou S<( et Xg existe .

5) Si (Cn)nEIN est une suite croissante de temps d'arrét tendant vers {, tels

que X soit solution dans [S,Cn] d'apres 1), de sorte que XQ _ existe, nécessai-
n
rement Cn<(; la ou { < +®, comme nous venons de le voir ; donc la suite des
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C,n/\n annonce {, qui est prévisible.

Corollaire (7.3bis) : Soient EDS, EDS' deux équations différentielles stochas-

SiQ'cn, et si, sur Q°,

tiques, S, S' deux temps d'arrét, ac€ TS’ a' = ""CS' .
a=a', S=S', et si, sur Exﬁ* xQ" , EDS=EDS', [nous entendons par la que

Zk~Z'k, et Hk(v,t,w)zHl'((v,t,m)] alors, sur 0, les temps de mort (, (' cofnci-

dent, [S,cl=[s',¢'1, et, dans i+ xQ" , les solutions maxima X, X' co¥ncident.
Démonstration : X' est solution de EDS' donc de EDS dans

((1_1+ xQ ) ns',¢'| :(Iﬁ+x0')ﬂ[S,C'|, avec a'=a sur Q  ; donc (' <( sur Q',
(i+><0') ﬂ[S',C"C(]I_%+xQ')ﬂ[S,§|, et X' =X dans cet intervalle. En raisonnant

en sens inverse, on obtient le résultat.

Proposition (7.4) : 1) Sur 1'ensemble Q'(K) des w pour lesquels la trajectoi-

re X(w) reste tout entiere dans le compact K dans [S,([, Xg existe la ou S< +o,

donc ( =+ et [S,(] =[S,+=]. Sur §+ xQ'(K)N[S,+=], X est restriction de semi-

martingale. Sur X—l(K), séjour de X dans K, X est restriction d'une semi-martin-

gale.

2) Soit Q' 1'ensemble des w pour lesquels la trajectoire X(w) est relativement

compacte dans [S,{[ ; c'est aussi U Q'(K) pour tous les compacts K de E, et
K
1'ensemble ou S=+= ou )(g existe. Donc { y vaut +=, et [S,(| y vaut [S,+=]. 11

existe une suite (C )

- de temps d'arrét, croissante et tendant vers +w, sta-
n nelN =-2

tionnairement sur ', tels que, dans chaque [S,Gn], X soit restriction de semi-

martingale. Si Q' =Q, X est, sur [S,+»], restriction de semi-martingale.

3) Soit Q"= Q' 1'ensemble des w pour lesquels la trajectoire X(w) n'est pas
= pow q

relativement compacte ; { y est fini ou infini mais [S,(| est toujours [S,([ ;

sur Q", quand t<({ tend vers (, Xt tend vers 1'infini dans E.

Démonstration : 1) 1I1 existe un voisinage U' de K tel que les Hk soient bor-

nés et lipschitziens sur U' xf{_+ xQ ; donc il existe Hk définie sur Exi!_+ XQ

partout bornée et lipschitzienne, égale a H  sur Kxﬁ+ XQ . Alors on peut ré-

k
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soudre 1'équation TfﬁgT, ou Hk est remplacée par Hk’ avec une valeur initiale
au temps S égale a a sur a_l(K)ZDQ'(K), et a une constante quelconque sur

C a_l(K). On trouve une solution Y dans [S,+x] par (7.1). Alors X est solution
aussi de (EDS) dans (ﬁ; xQ'(K) N[S,{] ; elle ne prend pas la méme valeur que Y
au temps S, mais, en la remplagant par Y sur le complémentaire de 1'ensemble
semi-martingale (ﬁ; xa-I(K»_ﬂ[S,+m], elle est encore solution de EDS dans

(1_2+ xQ' (KD N[s,Cl, égale a Y au temps S. D'aprés 1'unicité (7.2),2),appliquée
a EDS, X=Y dans cet ensemble. Donc X y est restriction de la semi-martingale Y,
alors Xg existe si S< +», donc, par (7.3),.€= +o et [S,C] =[S,+=]. Cela prouve
1), sauf_la fin relative a X_1(K), qui résultera du lemme (7.5),d).
2) est évident. Soient (Kn)nEW une suite de compacts épuisant E, et Qn le
temps de sortie de K. X est, dans [S,Cn], restriction de semi-martingale, parce

que [S,Qn] est compact optionnel, (6.5). Si Q' =0, on applique aussi (6.5), a

[S,+=].

3) On va d'abord établir un lemme, limitant les oscillations de X.

Lemme (7.5) : Soient K un compact de E, U' un ouvert contenant K, relativement

compact dans E. Soient So le temps d'entrée > S de X dans K, T0 le temps de sor-

tie > S0 de U', S, le temps d'entrée > To dans K, T, le temps de sortie 2 S1

1

1

de U, etc. (S'il n'y a pas d'entrée ou de sortie, le temps d'entrée ou de sortie

est pris égal a §.)

a) Dans [Sn,Tn[, X est restriction de semi-martingale ;

b) la suite des Sn’ Tn’ est stationnaire, et tend vers { ;

¢) sur 0!={S <¢ ,Tn:C}, ¢ est infini, et [S,0l =[8S,+=] ;

d) la réunion (stationnaire) des [Sn,Tn[ contient le séjour de X dans K et est

contenue dans le séjour de X dans U', et X y est restriction de semi-martingale ;

e) pour tout w, la trajectoire X(w) est, ou toujours dans U' pour t assez grand

(donc relativement compacte), ou toujours dans C K pour t assez grand.

Démonstration du lemme : Pour la suite, remarquons d'abord que, si tous les
R
résultats sont montrés pour des processus arrétés X ~, pour des temps d'arrét
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RL croissant et tendant stationnairement vers +®, ils seront vrais pour X. Mais

R
X est solution de 1'équation différentielle arrétée, ou les Zk sont remplacés
R sont exactement les ar;‘}tées
d

par (Zk) 2, et d'ailleurs toutes les solutions de cette équation arretée/ des
solutions de 1'équation initiale ; 1'équation arrétée a un temps de mort ¢y
égal a { sur {R,C >C}, a +o sur {R£<§}, donc {, >( tend en décroissant et sta-
tionnairement vers { pour 4 - +o=, de sorte que des conclusions (‘;JL = +o obtenues
pour les équations arrétées donneront aussi la conclusion { = +® pour 1'équation
initiale. Comme Zk est continue, elle est localement dans H2, donc les R}L peu-
l()RJL € H2 ; nous pourrons donc garder 1'équation donnée,

mais supposer les Zk dans Hz. Si Z est une semi-martingale continue € H2 nulle

vent étre choisis avec (2

au temps 0, elle s'écrit Z=V + M, ou V est un processus adapté continu a varia-

tion finie, M une martingale locale continue, toutes deux nulles au temps 0, et

[[z|]22 = E (] 'th|)2+<M,M>m) < e
H J g t®

I1 existe alors une constante D(Blirckholder-Davis-Gundy) telle que

B sup lz,1% < 0% |22, .
teR, H

Si alors H est optionnelle bornée,

[ 2 2

(7.5bis) E sup [(1e2), 1% < 0% sup nl? 2%, .
H

t€ER
+

Soit Yn la solution de 1'équation différentielle (EDS) (obtenue en remplagant

H parﬁ

k k? sur

globalement bornée et lipschitzienne sur E><l_2+ xQ , égale a Hk

Ok xI_I+ xQ) et égale a Xy au temps S la ou Sn<Q i Y est restriction a

[Sn,+ooj de semi—martingalz, et X=Y dans [Sn,Tn[ par l'unicité (7.2),2), donc
a) est démontré. Supposons b) démontré ; la réunion des [Sn,Tn[ est une réunion
dénombrable stationnaire d'ensembles semi-martingales, donc d) sera démontré ;

e) en résultera aussitot (en modifiant un peu K et U') car, si Sn<C, Tn=g,

XtEU' pour tzSn, et si Tn_1<§, Sn=C, Xtez_f pour tZTn-l' Quant a c), il
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résulte de la partie 2) de (7.4), déja démontrée. C'est donc b) qu'il faut dé-
montrer. Il va falloir majorer les oscillations de X dans les [Sn,Tn[. Alors

— m —
X—-J(Yn)z X- % Hk(Yn,.,.) 'Zk est un processus constant dans [Sn,Tn[. 11 en

k=1
- k Tn k Sn
est de méme de X- £ H (Y ,.,.) ¢ ((27) "-(2") '), mais ce dernier vaut X
k' 'n S
k=1 n
mo_ k Tn k Sn
- = - - .1
au temps S_, donc X Xsn._k§1 Hk(Yn, yo) 0 ((27) (z") ) dans [Sn,Tn[ lk

est globalement majorée au sens de (6.9), c-a-d. bornée,non par une constante,
mais par une variable aléatoire réelle > 0. Si nous appelons alors
tzzlnf{tzsn; lﬁk(Yn,.,.)|>l pour un k=1,2,...,m}, (sz)flE]N est alors une

suite croissante de temps d'arrét, tendant stationnairement vers +x. Alors
k) 9

dans [0,11[, ﬁk(Yn"")::Ek(Yn"")l[O,Tz[’ donc
m T S
= ky'n ki 'n
X-X = ¥ H((Y ,.,.)1 s ((27) -(z%) )
S, ko1 K n’"’ [o,7 [

dans [Sn,Tn[rﬁ[O,Tlf, donc aussi dans [Sn,Tn[fﬁ[O,rﬂj. On peut alors appliquer

(7.5bis) et on trouve

(7.5ter) E Sup Ixt-xs 12
S <t<T n
n n
tsrz
m
<mt?p? 3 E(([ ldVlzl)2+<Mk,Mk>T -<Mk,Mk>S )
k=1 (S ,T [ n n

n n

si ZK-vELME,

Au second membre, pour £ fixé nous avons les intégrales (E ...) d'une suite

de fonctions (lorsque n- +®), qui convergent ponctuellement vers O et restent
majorées par une fonction intégrable, puisque ZkEHZ; donc ce second membre tend
vers O pour n= +». Donc aussi le premier. On peut donc extraire une suite par-

tielle pour laquelle Sup | | tend vers O A-ps. ;3 on peut utiliser le pro-
S <t<T
n n
tSTz

cédé diagonal pour les £ € N, donc trouver une suite partielle pour laquelle
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Sup 'Xt_ XS | tend vers 0. Or, si Tn‘<§, Sup lxt- XS | > |XT - XS I,

S <t<T n S =t<T n n n
n n n n

borné inférieurement puisque XS
n

grand, ce qui démontre b), donc le lemme.

€K et XTnECU' ; donc ps. Tn:Q pour n assez

Fin de la démonstration de (7.4) : Soit (Ki)iem une suite de compacts épui-

sant U. Si w€QQ", X(w) n'est pas relativement compacte ; donc, pour tout i,
Xt(w) est dans CKi pour t assez grand, donc s'éloigne a 1'infini quand

t< C(w) tend vers {(w).

Remarques : 1l Le lemme mérite bien son nom de lemme, il sert a montrer la
proposition, mais une fois celle-ci montrée, il n'en est qu'un sous-produit.

En effet, les deux parties non triviales du lemme sont d) (entrainant b)), et
e). Or U [Sn,Tn[ est dans le séjour de X dans U' ; si 1'on connait la proposi-
tion, oﬂ sait par 1) que, sur le séjour dans le compact U', X est restriction
d'une semi-martingale ; et, si une trajectoire n'est ni dans U' pour t assez
grand, ni dans C K pour t assez grand, elle oscille une infinité de fois entre
K et C U', ce qui est impossible puisque la proposition exprime que la trajec-
toire ne peut qu'avoir une limite ou tendre vers 1'infini quand t tend vers C .
2) Nous avons vu que, sur (ﬁ; xQ'(K) N[S,+=] , X est restriction d'une semi-
martingale ; on peut voir que ce n'est pas nécessairement vrai sur i; xS'(K),
ou S' est l'ensemble des ® dont la trajectoire X(®) est dans K a partir d'un t
assez grand. De méme, sur (ﬁ; xQ') N[S,+»] , X n'est pas nécessairement restric-
tion de semi-martingale (.).

3) I1 est donc impossible que la trajectoire X(w) soit relativement compacte
sans que § = +» et que Xt(w) ait une limite pour t—=+» ; et il est impossible
que la trajectoire soit récurrente : si elle n'est pas relativement compacte,
elle s'éloigne indéfiniment.

(Remarquons qu'au contraire le mouvement brownien sur une variété, en dimension

< 2, peut étre récurrent ; mais 1'équation différentielle stochastique est sur

(e)

Un contre-exemple m'a été donné par Lenglart.
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R+ X, et non sur R+ XxQ . Si 1<+», et qu'on raisonne seulement sur [0,7t], on

retrouve les mémes résultats qu'ici.)

Corollaire (7.5quarto) (Lenglart) : Supposons que dim E=N=1, et que toutes

les Z° soient des martingales (locales continues) M<. Alors il n'y a pas de

temps de mort, { =+, et X est, dans [s,¢l =[S,+»], restriction de semi-martin-

gale.
Démonstration : L'égalité

m
S-a 1 g= £ H(X,.,.) 2259
=S ket k

montre que X- a1l est une martingale locale continue sur [O,GI. Or, sur R,

t>S
une martingale locale continue sur [O,CI ou bien a une limite en { ou bien est
récurrente, elle ne peut pas tendre vers @ ; donc, avec les notations de (7.4),

Q'=Q.

Remarque : Ainsi, en dimension 1, une équation différentielle stochastique
avec des Zk martingales est plus réguliere que 1'équation déterministe dX= detl

Le résultat ne subsiste pas en dimension > 2 (D. Stroock m'a communiqué un

contre-exemple).

Proposition (7.6) : Si les coefficients de EDS sont (localement lipschitziens

mais) globalement bornés, lHkls M, variable aléatoire finie =2 0, (= +», et X

est, dans [S,(]| =[S,+®], restriction de semi-martingale.
Démonstration : On se mmenera, comme dans la démonstration du lemme (7.5), a

des ZkE H2 ; appelons (Cn) une suite de temps d'arrét > S tendant vers (,

neN
telle que X soit, dans [S,Cn],‘une semi-martingale. En posant, comme dans la

démonstration du lemme (7.5), t, = Inf{t=>S; IHk(X,.,.)l >4 pour un k}, on appli-

quera (7.5bis)
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m ¢
\ k,°n k.S,
X=X+ ¥ H(X,.,.) 1 c((z7) "-(z2)")
ST o1 K [0,1,L
dans [S,Qn]r\[O,le, d'ou
E Sup lxt-xsl2 <
SSthnA‘rﬂ
n222p2 E([ lavE])2 .+ <Mk ME> oMM )
t C AT S
[Sn’gn’\l—g] n £

Pour £ fixé, le second membre est borné indépendamment de n, donc aussi le pre-
mier 3 donc, par Fatou

E  Sup IX, =X 12 < v0

sst<Cat, ¢ 5
Donc A-ps., Xt reste borné pour t<( AT, , donc aussi pour t<{, donc Q' =Q sui-

vant les notations de (7.4).

¢ 8. EQUATIONS DIFFERENTIELLES STOCHASTIQUES SUR DES VARIETES

Résumé du § 8. On passe aux équations différentielles stochastiqmes sur des
variétés V. (8.4) donne la définition (intrinseque, sans cartes) ; (8.6)

donne un théroeme d'existence local, le cas global sera vu plus loin.

Soit U' un ouvert d'un espace vectoriel E ; il n'y a aucune difficul-
té a parler d'une équation différentielle stochastique sur U', au lieu de E.
Les Zk seront toujours des semi-martingales réelles ; Hk sera une fonction sur
U' x ﬁ; xQ , a vateurs dans E, optionnelle, localement bornée et lipschitzienne ;

et on cherchera une solution X, semi-martingale dans A a valeurs dans U'.
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Rappelons ((6.5quinto) de S[2]) que : "X semi-martingale a valeurs dans U'"

implique qu'il existe une suite (A ) d'ouverts recouvrant A, telle que, dans
n

nEN

chaque A{]An, X soit restriction d'une semi-martingale a valeurs dans U'.

Nous aurons a passer de la a une variété différentielle V. I1 est bien connu que
. . . iJ i,c ,i,c

le changement de cartes fait alors intervenir les crochets [Z2 ,Z2Y] =<Z yZ >,

i,j=1,2,...,m ;5 si, dans une carte, ils ne figurent pas, c'est un accident, ils

figurent dans les autres cartes du méme ouvert de V. Autant vaut donc supposer

des le début qu'ils figurent. Nous appellerons donc désormais EDS 1'équation,

sur un ouvert U' de E :

m m .
1 .
(EDS)(8.1) X = T H (X,.,.) az+% s (X,.,.) da[z*,z9] ,
k 2 i,
k=1 i,j=1 °
ou les Hk’ Hi,j ont les propriétés indiquées aux § 1, 2, Hi,j: Hj,i . Alors en
introduisant dX suivant (2.2)
ax n Hk(X,.,.)
\ k
EDS(8.2) aX = = 3 dz
2 arx,x k=1 0
2
H, .(X,.,.)
1 0 1 ij
+—2- d[Z ,ZJ .
i, j=1
»J Hi(x,.,.)on(X,.,-)
1
Continuons a appeler Hk ou Hk le vecteur Hk’ 1- donc 2-tangent,
1 1 2 1 Hk 2
Hk(x,t,w)EE:T (E,x)cT"(E,x) =E® (E®E), H = , mais appelons Hi,' le
0
H.
i,] 2 2
vecteur 2-tangent , H, .(x,t,w) €T°(E,x) =E® (E®E). Alors (8.2)
H.oH, 1ad
1 J
s'écrit
m 1 Kk 1 m 2 i .
EDS(8.3) &= 5§ H(X,.,.) dz'+5 T H .(X,.,.) d[z ,z91 .
k=1 i,j=1 *J

Et-alors, il est équivalent de dire que X est solution dans A, ou de dire que
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le 2nd membre est, dans A, représentation tangentielle de X, suivant (3.11ter)
et (3.13). Nous n'aurons donc aucune difficulté a passer d'un ouvert U' de E a

une variété V. On remarquera que V doit étre plus que de classe C2 : elle doit

étre de classe C2’1 ou C2—lipschitzienne ; les changements de cartes doivent
2
avoir des dérivées d'ordre < 2 lipschitziennes, pour que les Hi j puissent &tre
1,1 2 ’
lipschitziennes. D'autre part 1'image H, . de H. . dans le quotient

1,1 1,]

1 = T2/T1 n'est pas arbitraire, c'est HiO Hj 3 ce qui fait que, dans

EO]ﬂ:TJG'P
E, donc dans une carte de V, la 2eme équation (8.2), celle qui donne % darx,x]J,

est automatiquement conséquence de la premiere.

Définitions (8.4) : Soit V une variété différentielle C2'1, ou C2—1ipschit_

zienne, dont les changements de cartes sont Cz’1 (dérivées d'ordre < 2 lipschit-
ziennes). On appelle équation différentielle stochastique EDS (nous avons dis-
tingué EDS et EDS sur V=E. Pour V quelconque, nous emploierons indifféremment
EDS ou EDS.) la donnée de :

1) m semi-martingales (continues) réelles, (Zk)

1

2) m fonctions (Hk)k:1,2,...,m’ H =H_,

k=1,2,...,m >

sur in+ xQ , &-—_tangentes aV, c-a-d.
a valeurs dans T1(V), Hk(v,t,w)E Tl(V,v) ; on les suppose optionnelles en (t,w)
(pour tout v, Hk(v,.,.) est optionnelle sur i; xQ a valeurs dans T1(V,v)), lo-~
calement bornées et localement lipschitziennes en v (si (Vr")nE]N est un atlas

de V.,(V;;)nE]N un atlas subordonné, il existe des variables aléatoires réelles

> 0, Kn‘et Mn’ telles que, pour v, v', v'"¢ Vg :
(8.5) IH (vyt,w)] = M(w), IH (x',t,0) -H (v",t,0)) < K(w) [v' -v"
k k k

Ces.inégalités n'ont de sens que sur des cartes, comme indiqué, mais si elles

sont vraies pour un atlas et un atlas subordonné, elles sont vraies pour tout

2,1

P 1 s
autres atlas et atlas subordonné. Comme V est C , T (V) est ¢! 4 fortiori

C0’1, la seule chose qui soit nécessaire pour Hk' I1 n'est pas inutile d'expli-

citer cela au moins une fois. Si on a (8.5) sur une carte dans un ouvert de E,

. RN . . " P
et si on considere une autre carte dans un ouvert de F, pour la meme région,
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on passe de l'une a 1'autre par un difféomorphisme ® de classe C1’1 donc CO"1 B

au lieu de H, on trouve L avec des formules

k k'’

Lk(®(x),t,w) = @' (x) Hk(x,t,w) ; oublions (t,w) ;
L, (&) | < Sl;p “G)'(X)”.S(E;F) I, ()1, < const. M

lLk(®(x'))—Lk(@(x"))| = [® (x') Hk(x')—®’(X") Hk(x”)l

s |®(x') -0 I, (x| + || @ (x) [H, (x') - H (x")],

("")”.c(E;F) “.S(E;F)

< const. |x! —x"lE M+ const. K Ix! —x",E

< const. (K+ M) !@(x')—@(x””F ,

parce que @' et ®'_1 sont bornées et lipschitziennes sur tout compact, et
que |x' —x"‘Eéconst- '@)(x')—@(x")lF 3
2
m—(-"L“fonctions (H, .). . , H, .=H, ., H, .=H, .
2 i,j71,3=1,2,.-.,m 1,] 1,] BER 1,]
V><]_2+ xQ, 2-tangentes a V, c-a-d. a valeurs dans T2(V), H, J.(v,t,w) ETZ(V,V) ,
9

3)

, sur

optionnelles, localement bornées et lipschitziennes dans le méme sens, (8.5) ;
0,1

2
On suppose que 1'image de Hi J.(v,t,w) dans le quotient
! 1 1
2 ,v)/1rv,v) = tH(v,v)e TI(V,v) est H; (v, t,0) @ H (v,t,0). L'équation EDS

V étant C2’1, T2(V) est C , et c'est ce qui est nécessaire.

s'écrit alors sous la forme (8.3) (ou sous la forme intégrale, avec ~ au lieu
d'=). On dit qu'un processus sur AC§+ xQ (défini au § 6), a valeurs dans V,
est solution de EDS,ce qu'on exprime par (8.3), si X est une semi-martingale
sur A a valeurs dans V,, et s'il admet (8.3) comme représentation tangentielle.
Rappelons que cela peut s'exprimer sous 1l'une des formes suivantes

A) Dans une carte d'un ouvert V' de V sur un ouvert U' d'un espace vec-
toriel E, on a (8.3) dans Aﬂx_l(V‘), ouvert relatif de A, ou (8.1) qui entrail-

2

ne automatiquement (8.3) (Hi j étant la lere composante Hi j° sur
9 )

EcE® (EOE)) ;

B) Pour tout plongement de V' dans un espace vectoriel E, on a (8.3), ou



107

1
(8.1) qui entraine automatiquement (8.3), H, i étant encore la leére composante
2 k]
de Hi .y sur ECE®D (EOE). Dans A comme dans B, (8.1) entraine automatiquement
) 1,1 2 . 2,1 1 1 i j
(8.3) parce que la projection de Hi j de Hi sur T°/T =T ©T est H e HY. On ne
. 2 ’ 1,1
devra pas confondre Hi j? vecteur 2-tangent, Hi j sa projection dans Tle Tl,
1 4 )
et Hi 3 sa composante sur ECE® (EOE), qui n'existe que pour un espace vecto-
k]
1
2 Hi,j
riel E (ou alors H, = ).
1,] 1 1
H, oH,
1 J

C) Pour toute fonction @ réelle C2 sur V, on a, sur A

n
(8.6) @(X) ~ x (DO(X) | H (X,.,.)) ) o2
k=1 T ,T

m
1 2 ij
+5 T (D%x) | Hi’j(x,.,.))T*z,T2 [z',z7] .

D) Pour tout processus J 2-cotangent a V le long de X, optionnel sur A,

on a
n Kk
(8.7) JeX~ % (JIHk(X,.,.))*z 02
k=1 T =,T
1 " i
+5 L GlH (X)) e [2 ,z9]
i,j=1 »J

Nous n'étudierons pas dans ce paragraphe 1'extension des résultats

du § 7, sauf un

Proposition (8.6) (généralisant (7.2),1) : Pour S temps d'arrét, a fonction
CCS

ou S<+®, et un processus sur [S,T], restriction de semi-martingale, solution

-mesurable sur Q0 a valeurs dans V, il existe un temps d'arrét T=S, > S la

de EDS dans [S,T], égal a a au temps S.

un atlas de V, (V") un atlas subordonné,

, . . : '
Démonstration : Soit (Vn) n’nem

n€EN

V! relativement compacts. La n-ieme carte ramene Ve, vy a Ur, U ouverts d'un
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espace vectoriel E, Ug relativement compact. Dans E, 1'équation devient EDS,
1 1

de type étudié aux paragraphes 6 et 7 (avec simplement a la fois des Hk’ Hi j?
b}

a valetrs dans E). On détermine alors des comme dans la démonstra-

Hk,n’ Hi,j,n
tion de (7.2),1), des Q;, une équation ?EDS)n . On en déduit une solution Yn’

et son temps de sortie Tg de U;. On construit ensuite T a partir des T; comme

dans la démonstrattion de (7.2),1).

§ 9. EQUATIONS DIFFERENTIELLES DE STRATONOVITCH SUR UNE VARIETE

Résumé du § 9. I1 s'agit des équations différentielles sous la forme de Stra-
tonovitch. I1 y a deux définitions qui ne donnent pas les mémes résultats,
(9.15 et 16), et (9.17bis). Le passage d'Ito a Stratonovitch et vice-
versa est (9.18). (9.23) dit que toute semi-martingale est solution globa-
le d'une équation différentielle stochastique. Plus généralement, (9.24)
linéarise 1'espace des équations différentielles stochastiques. On en dé-
duira un théoréme de prolongement d'équations différentielles stochasti-

ques (9.28).

Donnons-nous toujours des semi-martingales continues réelles

K 1,1 , , .
(z )k:1,2,...,m’ et des H_ de classe C , ne dépendant pas de (t,w) : Hk est

une application ¢t de V dans T1(V), Hk(V)E Tl(V,v). Soient alors X une semi-
martingale sur A a valeurs dans V, Hk(X) est un processus de Stratonoviteh sur
A a valeurs dans T1(V), 1-tangent a V le long de X sur A. (Il suffit pour cela

que H soit de classe C1.) Aors on dira que X, semi-martingale continue option-

k
nelle sur A a valeurs dans V, est solution de 1'équation différentielle stochas-
tique de Stratonovitch

n K o k
(9.1) dX = £ H (X) daz¥ ou X~ ¥ H(X) s« 2z2° ,

(S) k=1 k k=1 k (8)

si le second membre est une représentation tangentielle de Stratonovitch de X,



109

au sens de (4.18), sur A.

(9.2) Passage d'une équation différentielle de Stratonovitch a une équation
g q q

différentielle ordinaire.

Détaillons le dernier membre de (9.1)

m K 1 m
(9.3) X~ = Hk(X)-Z tg ?

(1, (x)¢,23°¢)
k=1 j J

1
Raisonnons toujours sur une carte V' de V (ce qui revient, si tout était défini
sur Ac ﬁ+ xQ , a se placer sur AﬂX_1(V')), considérée comme 1'identité, ce qui
revient a prendre V=E espace vectoriel. Par Itd : Hj(X)c~H"].(X) « X6, si H'
est la dérivée de Hj ; sa valeur en un point de E est un élément de £(E,E) ;
appliquée a X® a valeurs dans E, elle donne un processus a valeurs dans E.

. N v m .
Alors [H.(X)%,29°C) = [H'(X) « X%,29°€], et X°= ¥ H.(X)«2"°, a'ou
J J . 1

i=1
m Kk 1 N i .
(9.4) X~ T H(X)e2 5 5 HAXM (X)) [2 , 291
Lo J i
k=1 i,j=1

ou Hj(X(t,m)) (Hi(X(t,w))) est la valeur dans Hsi(X(t,w))E.ﬁ(E;E) sur

Hi(X(t,m))EE, c'est un élément de E . Ou encore

m Kk 1 N i .
(9.5) aX = £ H (X) az“+= © H.(X) a[z',2] , et
k 2 . J

k=1 i,j=1

dX m K 1 N 2 i .
(9.6) ax = - ¥ H(X) az'+= ¥ H, (X)d[z',z9] , avec

—_— 1 k 2 iy j '
5 da[X,X] k=1 i,j=1 ’

H&(X)(Hi(x))
(X) = a valeurs dans E® (E@E)

2
H,
i,
H.(X) e H_(X)
i J

(9.7)

Ce n'est pas symétrique, on symétrisera :
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1 [ ) [
5 3 (Hj(x)(Hi(X)) +Hi(X)(Hj(X))
(9.7bis) H, j(X) = .
H, (X) e H_ (X)
i J

I1 existe une autre interprétation, sans cartes.
En effet, Hi’ Hj sont des champs de vecteurs 1-tangents, donc des opérateurs
différentiels d'ordre 1. Leur produit (ou composé) Hi"j est un opérateur diffé-

rentiel d'ordre 2 ; d'apres (1.7bis), on a
(9.7ter) (H, H,) = H'(v)(H (v))+H,(v)e H.(v)
i v j i i j

(ou (3 H.)(v)+Hi(v)0Hj(v))€E€B(E°E),

Hi(v) J

de sorte que (9.7bis) est aussi

2

(9.8) H,,j(x) =

(H, H,+H, H )(X) .
i 1 ] J 1

1
2

On a donc deux interprétations completement différentes d'une équation diffé-

rentielle de Stratonovitch, (9.7) et (9.8), lorsque le coefficient de Z" est

de la forme Hk(X), ou H_est un champ C1’1, de vecteurs 1-tangents a V. Une
carte nous a montré l'identité de deux interprétations différentes, mais chacu-
ne s'exprime sans cartes : (9.7) est (9.1) avec une intégrale stochastique de
Stratonovitch, et (9.8) donne :

m m

(9.9) S dX = % Hk(X) dzk+% T
k=1 i,j=0

1

igd
5 (Hi Hj+Hj Hi)(X) afz ,z*] ,

ou HiHj est le produit de deux opérateurs différentiels d'ordre 1, qui est donc
un opérateur différentiel d'ordre 2 ; la composante de % (Hi Hj+Hj Hi) dans
T2/T1= T1° T1 est HiGHj .

Nous avons expressément supposé que Hk était une application de V dans
TI(V) (c-a-d. que Hk(v)E TI(V,V», donc ne dépendait pas de t, w. Ce n'est pas

indispensable. Dans la conception de l'intégrale de Stratonovitch, Hk peut dé-

pendre de v, t, w, mais de telle maniere que, si X est une semi-martingale,
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Hk(X,.,.) soit un processus de Stratonovitch ; une telle dépendance n'est pas
immédiate a préciser. Cela se produira par exemple si Fk est une application

L
L1 ge VxR a valeurs dans TI(V), Fk(v,yi,yz,...,yﬁ)e T1(V,v), si

C
YI’YZ""’Yi' sont des semi-martingales réelles continues, et si

Hk(x,t,w): Fk(x,Y1(t,w), Yz(t,w),...,Yl(t,w)) ; mais bien d'autres possibilités
existent. Dans la deuxieme interprétation, on peut fixer aisément des conditions
générales d'application : si Hk est une application de V x ﬁ; xQ dans Tl(V),

Hk(v,t,w)E Tl(V,v), Hk(v,.,.) optionnelle, et que H soit dérivable en v pour

k
(t,w) fixés, avec dérivées premieres en v localement bornées et lipschitzien-
nes comme dans (8.5) (qui a un sens sur chaque carte) ; alors (Hi(.,t,w) et

Hj(.,t,w) sont des opérateurs différentiels d'ordre 1 sur V, donc

2
Hi(.,t,w)Hj(.,t,w) un opérateur différentiel d'ordre 2 sur V , donc Hi j devient

k]
une application de Vxﬁﬂ; x () dans T2(V), (Hi Hj)(v,t,w)e T2(V,v) optionnelle

localement bornée et lipschitzienne, de composante Hie Hj dans

T2(V)/T1(V)= TI(V) e’Pl(V), et alors la premiere égalité (9.1) veut dire (9.9).

;Z? Les deux interprétations possibles d'une équation de Stratonovitch

cofncident si Hk est un champ sur V, indépendant de (t,w) ; autrement, elles

ne cofncident pas en général. Prenons par exemple le cas V=E=R, N=1, m=1,

Z =B mouvement brownien, donc 1'équation différentielle de Stratonovitch

(9.10) dX = B dB ;

ici H est, au contraire de ce qui précede, indépendant de x, et ne dépend que

de (t,w) (cela n'a de sens de parler d'un champ constant que si V est un espace

vectoriel). Prenons 1'interprétation (9.1)-(9.7)

(9.11) X~ B B:B-B+1<B,B>:B-B+1(t) y
2 2
(s)
. . 1 .2
ou (t) est le processus (t,w)p t. La solution nulle au temps O est X=3 B”.

Prenons 1'interprétation (9.8)-(9.9) ; B(t,w) est 1'opérateur différentiel, a
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coefficients constants pour (t,w) fixés : B(t,w)d ; son carré est

Bz(t,w)azz B(t,w)d @B(t,w)d, d'ou

B 1 0
(9.12) X ~ ( ) 'B+-2— ( ) o (t)
Boe B

d'ou, en prenant seulement la composante sur RcRR® (Ro IR)
(9.13) X.. BB ,

dont la solution nulle au temps O est (B2- (t)).

o=

Les deux interprétations s'appliquent a des situations différentes : 1'intégra-

le de Stratonovitch est juste une intégrale, elle s'applique a des représenta-
tations tangentielles (4.18) et ne s'applique pas tellement bien a des équations
différentielles stochastiques ; au contraire le produit de champs HiHj ne s'appli-
que pas a des représentations tangentielles (a moins que les H_ne soient de la
forme Hk(X), H_ champ de vecteurs 1-tangents a V de classe Cl), mais tres bien

a des équations différentielles stochastiques. Nous ne garderons en général que

la deuxieme, mais pour la distinguer des notations différentielles antérieures,

nous l'écrirons avec & au lieu de d

Définition (9.14) : Soit (H ) un systéme de fonctions de VxR xQ
kk:1,2,.--,m +

dans T1(V), Hk(v,t,w)E T1(V,v), Hk(v,.,.) optionnel a valeurs dans T1(V,v),
Hk de classe C1 en v pour (t,w) fixés, Hk et ses dérivées d'ordre 1 localement

bornées et lipschitziennes. On appelle équation différentielle stochastique de

Stratonovitch
m K
(9.15) = (9.1) 68X = % Hk(x,.,.) 87
(S) k=1
1'équation différentielle
m k 1 m i J
(9.17) = (9.3) dX = § Hk(X,.,.) az"+7 I (HiHj+HjHi)(X,-,-) a[z-,z°] .

k=1 i,j=1
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Si H_ est indépendant de (t,w), c'est équivalent a la représentation tangentiel-

le de Stratonovitch

m K
(9.17) = (9.3) X~ B H(X) < z° .

k=1 (s)

Quand, pour Hk quelconque, nous voudrons écrire que

n Kk
X~ 2z HA(X) = z° ,
k=1 (8)
nous 1l'écrirons aussi comme avant, avec d
n k
(9.17bis) & = ¥ H(X) dz
(S) k=1
Le méme symbole = sera utilisé, mais 08X et sz* pour la signification (9.15)-

(s)

m
(9.16), et dX, de pour la signification X~ T Hk(X,.,.) . Zk. Elles cofnci-
k=1 (€]

dent si H_ est indépendant de (t,w).

m
Remarque (9.17ter) : Considérons une équation 6X = s H (X,., )a 6Zk, ou
(s) k=1 X k

les a, sontréelles optionnelles sur i} x() (donc indépendantes de v€V) a tra-
m

jectoires bornées. On peut la considérer comme g (Hk(X,.,.)ock)f)Zk ou comme
k=1

m
L H (X,.,.)(a, 8Z7), ou « 6Zk veut dire 6(a °Zk) (intégrale ordinaire). Dans
oy K K k k

les deux cas, l'expression correspondante (9.16) est la méme, parce que
(H, a,)(H, ;) + (H, o )(H, o,)=(H, H,+H, H )a, a,. Par carte, pour des équa-
i i | Jj o3 i 7i i j oi"vi 7

tions différentielles de Stratonovitch avec d, on doit supposer H indépendante

k

de (t,w), et comme oy dépend de t, w, on doit la supposer de Stratonovitch et
pas seulement optionnelle a trajectoires bornées, et on ne se permettra que de

de), ot «, dzK= d(a . Zk),

m
considérer 1'équation dX = £ H (X) («a
k K (s)

(S) k=1 k k

intégrale de Stratonovitch.
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(9.18) Passage d'une équation ordinaire a une équation de Stratonovitch et

vice-versa.

Supposons 1'équation de Stratonovitch

m K 1 m 1 i .
(9.19) X = ¢ W (X,.,.) 62°45 T H (X,.,.) 62 ,z91
(S) k=1 i,j=1 !
1 1
(ou les H, . sont aussi des 1-vecteurs, H, j optionnel, localement borné et
k] ,

lipschitzien sans plus).

Cela équivaut a 1'équation différentielle ordinaire

m Kk 1 m 2 i .
(9.20) X = ¥ H(X,.,.) dz 45 £ H (X,.,.) d[z , 291
k=1 i,j=1 *d
2 1 1 2 2
ou H, .=H, .+—= (H, H,+H, H,), H, .=H_ .
i,J i, j 2 i j i i,J J,i

Inversement, si on part d'une équation différentielle ordinaire, mais ou les Hk

ont aussi leurs dérivées d'ordre 1 localement bornées et lipschitziennes

m 1 Kk 1 m 2 i .
(9.21)=(8.3) dX = £ H (X,.,.) d2"+= = H, .(X,.,.) alz",29] ,
- k 2 . = i J
k=1 i,j=1
2

ou la projection de Hi j sur T2/T1= Tlo’I‘1 est Hi eHj, elle peut s'écrire sous
]

la forme de Stratonovitch

m 1 m 1

Kk 1 . .
(9.22) 8 = © H(X,.,.) dz +5 I K, j(x,.,.) arz*,z97
' (S) k=1 i,j=1 ’
1 m 2 1 1 1 1 1 ij
ou Ki,j:‘ z (Hi,'(x"")'E (Hi Hj+Hj Hi)(X,-,-)) afz",z"],
173:1 1 1
ou la projection de Ki 3 sur T1® T1 est nulle, de sorte que Ki j est un proces-
k] 9

sus 1-tangent, K, i fonction sur V x ﬁ; x( a valeurs dans Tl(V),
1 k]

: 1
Ki,j(v,t,w) ET (V,v).

Toute équation de Stratonovitch admet une forme ordinaire, et toute

équation ordinaire, a coefficients H assez réguliers, admet une forme de Stra-

k

tonovitch.
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On pourra méme dire qu'une équation ordinaire (9.21) a la forme de Stratonovitch,
2

si H, .=
1,]

1 2

K. .=0, s'obtient en supprimant les H, . et en mettant = .
1,] 1,) (8)

(Hi HJ.+H._j Hi), de sorte que sa forme de Stratonovitch (9.22), avec

o=

Proposition (9.23) : Toute semi-martingale X est solution d'équations diffé-

rentielles stochastiques définies sur A, qu'on peut méme choisir de Stratono-

vitch indépendantes de (t,w)-

Démonstration : Il suffit d'appliquer (4.20), avec Hk(v,t,w): ﬂk(v),
zK xk(X). On peut méme choisir les ﬂk indépendants de la semi-martingale

donnée X, et les Zk se déterminent alors a partir de X.

(9.24) Linéarisation de 1'espace des équations différentielles stochastiques.

Une équation différentielle stochastique sur une variété V n'est pas une

section d'un fibré vectoriel. Supposons (Zk) donné une fois pour

k:1,2, e M
toutes. Alors Hk est bien une section d'un fibré vectoriel, dont la fibre au-
dessus de vE€V est 1'ensemble des applications optionnelles de i; x() dans

2

H, . n'est plus une section d'un espa-

T1(V,v). Mais, une fois choisis les H_,
k 1,J

ce fibré vectoriel, mais d'un espace fibré affine, puisqu'on impose a sa projec-
tion l;l:,j(v,t,w) sur le quotient T(V,v) 0T (V,v) d'&tre Ho(v,t,0) 01, (v, t,0) 5
la différence entre deux sections de ce fibré affine est une section du fibré
vectoriel dont le fibré au-dessus de v est le méme, espace des applications
optionnelles de ﬁ; xQ a valeurs dans Tl(V,v) (1a différence de deux éléments

de T2(V,v), de méme projection sur le quotient, est un élément du noyau de cette
projection, c-a-d. de Tl(V,v)).

Ce qui fait qu'on ne peut pas parler de la somme de deux équations diffe-
rentielles stochastiques (pour des Zk donnés), ni du produit d'une équation
différentielle stochastique par un nombre réel ; on peut additionner les Hk
pour chaque k, mais pas les Hi,j pour chaque i,j (HiOIH ne dépend pas linéai-
rement de H, , H_ t).

J
Mais les équations différentielles stochastiques de Stratonovitch sont des
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sections d'un fibré vectoriel, comme les Hk plus haut, et forment donc un espa-

ce vectoriel, et méme un module sur 1'anneau des fonctions réelles Cl’1 sur V
si (EDS)E, %4 =1,2, est une équation différentielle de Stratonovitch, de coeffi-
cients Hk P (pour les mémes zx données), et si a, est une fonction réelle ¢!
b

sur V, 1'équation différentielle de Stratonovitch ocl(EDS)1 +oc,)(EDS)2 est celle
qui a pour coefficients les oy Hk’14-a2 Hk,2'

Mais il existe évidemment bien d'autres procédés, qui méme sont valables
pour les équations n'ayant pas la régularité supplémentaire ¢t Puisque

1 1 . L2 0,1 .

T (V) @ T (V) est un quotient du fibré T°(V) de classe C , il en existe un
relevement § de classe CO’1 (propriétés générales des fibrés quotients de fibrés
vectoriels) ; il suffit par exemple de le faire dans des cartes et d'utiliser
une partition de l'unité ; ou de mettre sur les fibres T2(V;v) une structure

0,1

euclidienne, variant C '’ avec v, alors le quotient Tl(V)o Tl(V) devient cano-

niquement isomorphe au fibré orthogonal (donc supplémentaire) de Tl(V) dans le
fibré TZ(V), q—é—d. a un sous-fibré de T2(V), et cet isomorphisme 6§ est un re-

0,1

levement C . [Un tel relevement § est aussi équivalent a une connexion sans

torsion sur le fibré tangent.]

m 1 Kk 1 m 1 i .
(9.25) X = ¥ H (X,.,.) 82 += £ K. .(X,.,.)08[z",27] ,
k 2 . i,]
(8) k=1 i,j=1 '
ou = veut dire
m 1 K
(9.26) X = = Hk(X,-,-) daz® +
k=1
1 1 i .
vz T (B (X,., )0 B (X, )) + Ky L(X,.,.)) dlz',27]
. i j iyJ
17,];1
1 2 1 1
c'est bien 1'équation donnée (8.3), pourvu que Ki T Hi i~ e(Hi(aHj) ; son image
9 k)
2,1 1 1 1
dans le quotient T°/T =T ©T est nulle; donc Ki j est bien 1-tangent,
1 9
1
Ki j(v,t,m)e T (V,v). Avec ce symbole =, les Hk et K. j deviennent des sections
L] 1y
¢}

a sz . s s X
du meme fibré vectoriel, sans distinction entre les H

K et les Ki,j' On peut

k . s 32 4 . s pps :
alors, pour des Z et 6 donnés, considérer 1l'espace des équations différentielles
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stochastiques comme un espace vectoriel, et méme un module sur 1'algebre des
. , 0,1
fonctions reéelles C sur V.
On peut aussi utiliser (voir P.A. Meyer, [2], § 4, pages 56 et suivan-
tes) le relevement § pour de nouveaux calculs d'intégrales stochastiques. En
effet, T2 est décomposé en somme directe de T1 et de e(T2/T1), image par 6 de

T2/T1 dans T2 3 si T est la projection canonique de T2 sur son quotient T2/T1,

, et g1 est un projecteur de T2, de noyau Tl, d'image e(Tz/Tl) H

T = I
12/7!
soit p=1I-6mn, projecteur d'image Tl, et appelons P le méme opérateur, considéré
, 2 1 , t— P . ¥*1 *2 .
comme opérant T - T ; donc son transposé ¢ est un injection T =T “. Si

1

* — #2
alors JE€T (X), tDJG T (X), et on peut calculer 1'intégrale stochastique

tB'J *X, qu'on notera J ¢ X. Cette intégration est une application Opt-linéaire

(CO

*1 N
de T (X) dans Opt 7. Suivant Bismut, on dira que X est une g-martingale a

* c
valeurs dans V, si cette intégration anvoie T 1(X) dans Opt 7 .

Corollaire (9.28) : Soit F un ensemble fermé de V, et soit (EDS)_ une équa-

tion différentielle stochastique donnée seulement sur F : ses coefficients Hk’

Hi j ne sont donnés que sur F. On suppose que tout point wé F possede un voisi-
b

K , encore

nage ouvert Vw dans V, ou les H et Hi j se prolongent en Hk
9

s H, .
' W 1,]yW

optionnels , localement bornés et lispchitziens. Alors (EDS)  se prolonge en

une équation différentielle stochastique EDS sur V tout entiere.

Démonstration : On utilise une forme = de 1l'équation, suivant (9.25) ; suppo-
1 1 6 1
sons-le fait. Alors on prolonge H _, Ki,j’ par a a, Hk,w , ou ((aw)wev, a)

est une partition de 1l'unité CO’1 relative au recouvrement ((Vw)weF’ CF) de V.
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§ 10. EQUATIONS DIFFERENTIELLES STOCHASTIQUES SUR UNE

Résumé du § 10. On définit a (10.1) ce qu'est une équation différentielle
stochastique sur une variété V, tangente a une sous-variété W. On démontre
qu'alors toute solution qui débute sur W reste toujours dans W, (10.3) et
(10.5). Ceci permet d'étendre aux équations sur une variété ce qui a été

dit au sujet des équations sur un espace vectoriel, (10.4).

Définition (10.1) : Soit EDS une équation différentielle sur V. On dit qu'en

un point w d'une sous-variété W (de classe C2’1) de V, 1'équation est tangente
a W, si les ;k(w,t,w) sont dans TI(W,w), et les ii’j(w,t,w) sont dans T2(W;w),
pour tout (t,yw) € ]—i+ xQ .

On sait (voir (1.8)) que Tl(w,w) est sous-espace vectoriel de Tl(V;w), et

T2(W;w) sous-espace de T2(V;w). Le quotient TZ(W;W)/TI(W;W) s'injecte dans le

quotient T2(V,w)/T1(V;w), et le diagramme suivant est commutatif :

T2 (Wyw) /T H(Wyw) —25°™ 2l (wyw) o T2 (Wyw)
(10.2) injection injection
T2(Vyw) /1 (viw) — 250 plviwye (VW) .

I1 en résulte gu'une équation différentielle stochastique sur W est identique
a une équation différentielle stochastique sur V, définie seulement sur W, tan-
gente a W le long de W, et localement prolongeable au sens de (9.28), avec F=W;
il existe donc, par (9.28), une équation différentielle stochastique sur V tout
entiere qui la prolonge. Inversement, une équation différentielle stochastique
sur V, tangente a W le long de W, induit une équation différentielle stochas-
tique sur W ; et un processus X sur A a valeurs dans W est solution dans W si

et seulement s'il 1'est dans V. En effet, on passe de la représentation tangen-
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tielle dans W a la représentation dans V trivialement par (3.5ter) pour 1'injec-
tion ¢ de W dans V, donc, si X est solution dans W, il 1l'est dans V. Inversement,

supposons X solution dans V. Si (Vr'l) est un atlas relatif a (V,W) ramenant

neN
V;l a un espace vectoriel et Wr'l a un sous-espace vectoriel, on voit trivialement

que X est solution dans W dans chaque AﬂX_1(Vr'l), donc sur A.

Lemme (10.3) : Soit V une sous-variété fermée d'un espace vectoriel E. Soit

EDS une équation différentielle stochastique dans E, tangente a V le long de V.

Soit X une solution maxima de EDS dans E, pour une valeur initiale aE‘Cq y soit ¢

son temps de mort. Pendant toute sa vie, c-a-d. dans [S,{|, X est a valeurs dans

V pour 1'ensemble des trajectoires pour lesquelles a= XSEV.

Démonstration : Soit d'abord a€V partout. Soit gvsg le temps de sortie de
X de V ; alors X est solution dans V, dans [S,Qvl, ou Cvl est Qv] partout ou Gl
est (] est gv=g, et partout ou §v<§. D'apres le théoreme d'existence locale
(8.6), il existe un temps d'arrét T=(,, partout >y la ou Cy <+=, et une

N

solution Y de EDS dans-[CV,T] a valeurs dans V, égale, au temps Qv , a ng la
ou §V<C,, a n'importe quelle constante €V ailleurs. Alors X et Y sont toutes
deux solutions de EDS a valeurs dans E, dans [QV,TA an (i+ X{C,v <¢}), égales
au temps Cv , donc elles cof¥ncident dans cet intervalle. Cela prouve que X est
encore dans V dans cet intervalle ; d'apres la définition de C,v , cela prouve
que Qv =C.

Si maintenant a n'est pas partout a valeurs dans V, on posera Q' = {aEV}. Or}
considerera la solution X' correspondant a la valeur initiale, au temps S, a

sur ', une constante arbitraire € V sur CQ' . Le résultat est vrai pour X',

et on applique (7.3bis).

Proposition (10.4) : Les propositions suivantesds §§ 6 et 7 : (6.6), (7.2),

(7.3), (7.3bis), (7.4), démontrées lorsque V est un espace vectoriel E, sont

vraies pour V quelconque.
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Démonstration : On plonge V comme sous-variété fermée 02’1'd'un espace vecto-
riel E. On a vu a (10.1) que EE§ définie sur V, se prolonge en

une équation, encore notée EDS, sur E, tangente a V le long de V. L'existence
locale de (7.2) est en fait (8.6), on a dii le faire directement pour une variété
quelconque V. Mais toutes les ‘unicités résultent de (10.3), puisque ce sont

des unicités dans E. Ensuite, dans E, on a un temps de mort {, et il est vala-
ble aussi sur V par (10.3). Comme la relative compacité d'une trajectoire dans

V ou dans E sont les mémes,ainsi que la convergence a 1'infini dans V ou E, on
passe aussitot de E a V. Il y a juste quelques points non immédiats : en appli-
quant brutalement (7.4), la ou on dit que X est restriction de semi-martingale,
X est a valeurs dans V mais restriction d'une semi-martingale a priori a valeurs
dans E. Si c'est dans un intervalle [S',T'], S' et T' temps d'arrét, X est aussi
restriction de la semi-martingale obtenue en la prolongeant par une constante

€ V dans [0,S[ et par X, dans [T',+®] ; si c'est dans un intervalle [S',T'[,

Tl

cela prouve que X existe la ou T'>S', et elle est restriction de la semi-

Tl
martingale obtenue en la prolongeant par une constante € V dans [0,S'[ , et

dans (i+ x{T' =8'}) N[S',+=] , et par X,, dans (i+ x{T'>8'}) N[T',+=] , donc

Tl
encore a valeurs dans V ; dans les autres cas, l'ensemble considéré est réunion
dénombrable stationnaire d'ensembles semi-martingales, dans chacun desquels X

est restriction de semi-martingales a valeurs dans V, et on applique S[1],

lemme (2.2).

Remarque : Ainsi la définition globale sur une variété V d'une équation dif-
férentielle stochastique et de ses solutions permet, par plongement dans un
espace vectoriel, de démontrer les propriétés globales de ses solutions, sans
cartes locales de la variété. Seul le théoréme d'existence locale (8.6) a du
étre montré par des cartes. Cette méthode de plongement de V dans un espace
vectoriel, qui permet d'éviter des cartes pour avoir des propriétés globales
des solutions, a déja été employée par Ikeda-Watanabe (article a paraltre).

En fait, c'est peut-&tre seulement un amusement : les propriétés
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(6.6), (7.2), (7.3), (7.4) auraient pu étre montrées directement sur une varié-
té, sans beaucoup plus de fatigue que sur un espace vectoriel !

Nous pouvons maintenant généraliser (10.3)

Proposition (10.5) : Soient V une variété, W une sous-variété fermée, EDS une

équation différentielle stochastique sur V, tangente a W le long de W. Soit X

une solution maxima de EDS a valeurs dans V, dans un intervalle stochastique

[S,¢l, ¢ temps mort. Pendant toute sa vie, i.e. dans [S,(], X est & valeurs dans

W pour toutes les trajectoires pour lesquelles a= XSE V.

Démonstration : On plonge V comme sous-variété fermée d'un espace vectoriel E.

On passe alors de V a E et de E a W, en appliquant (10.3) et (10.4).

Remarque : On notera gue (10.5) est tres différent de (5.7) ; dans (5.7), il
y a foliation, @ est completement intégrable, et on n'applique pas 1l'unicité
1 2

de la solution d'une équation différentielle, ® est C° ou ® est Co, pas de
condition de Lipschitz ; dans (10.5), il y a une seule sous-variété W, on s'ap-

1 1,1 2 0,1
puie sur 1l'unicité, @ est C'° ou ® est C ', condition de Lipschitz (faute
de laquelle le résultat est trivialement faux, déja pour une équation détermi-
niste).

Généralisation (10.5bis) : Soient V, W, des variétés, ¢ une immersion C2’1

de V dans W. Soit EDS une équation différentielle stochastique, tangente a &(V)

en tout point de (V). On suppose que ¢ est continuement propre, au sens sui-

vant : si une trajectoire continue (vt)t612 tend vers 1'infini de V pour t= +w,
+

son image par ¢ ne peut pas tendre vers une limite dans W. Si alors X est soln-

tion de EDS dans W, a=Xg dans ¢(W), X est dans (V) pendant toute sa vie [S,(l.

Remarque : @&(V) n'est pas supposé fermée, mais continuement propre (ce qui ne
veut pas dire propre : & propre voudrait dire que si (Vn)nem tend vers 1'infini

de V, @(vn) ne peut pas tendre vers une limite dans W. Nous remplagons la suite
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(vn)nEm par une trajectoire continue <vt)tER+ . Propre est plus fort que conti-

nuement propre. Un ouvert de W n'est pas en général continuement propre. Une

géodésique du tore n'est pas propre, mais est continuement propre).

Démonstration : Les Hk ,Hi j se transportent de W a V puisqu'ils sont tangents

,
a (V) le long de 3(V) et que & est un C2’1 difféomorphisme local. Donc on défi-

nit une équation différentielle stochastique Q—l(EDS) sur V. Relevons la valeur
S A
initiale a-= XS en a= ﬁS’

A A ) ’
tion X dans [S,(], a valeurs dans V. Son image ¢ (X) = X est solution de EDS dans

té—mesurable, a valeurs dans V. On en déduit une solu-

A
W dans [S,i|, et constamment dans (V). Supposons que, dans V, elle existe dans
A
[S,C|2 [S,CI. I1 existerait alors une trajectoire continue tendant vers 1l'infini
A B
de V pour t-{_, dont 1'image ne tendrait pas vers 1'infini de W, contrairement

a 1'hypothese.

(10.6) Variétés et sous-variétés dans le formalisme de Stratonovitch.

Considérons une équation de Stratonovitch (9.15) sur V, qui veut donc dire
(9.16). Elle est tangente a une sous-variété W le long de W, si, en tout point
wE W, Hk(w,t,w)E Tl(w,w), et (Hi Hj)(w,t,w)E T2(W,w). Or il suffit que la pre-
miere condition soit toujours vérifiée pour que la seconde le soit aussi. Il
suffit de le voir sur une carte, ou V=E espace vectoriel, W= G sous-espace vec-
toriel. On reprend la formule (9.7bis). Le vecteur (HiQHj)WE Ed (E®E) a comme

composante sur E : ( Hj)(w), dérivée partielle suivant un vecteur Hi(w)E G

aH.(w)
i
d'un champ Hj qui, sur G, est a valeurs dans G, donc c'est un vecteur € G ; et

il a comme composante sur EOFE : Hi(w)e Hj(w)e(}oG. Donc

(10.7) Une équation de Stratonovitch (9.15) sur V est tangente a W le long

de W ssi, pour tout wé W, tout (t,w), Hk(w,t,w)E Tl(W,w)-
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§ 11. SEMI-MARTINGALES HORIZONTALES PAR RAPPORT A

UNE CONNEXION D'UN ESPACE FIBRE.

Résumé du § 11. (11.1) rappelle la notion de connexion sur un espace fibré, et
(11.2) définit les semi-martingales horizontales pour la connexion. Des
propriétés équivalentes sont données a (11.3) et (11.4). (11.11) étudie

le cas des connexions linéaires sur les fibrés vectoriels.

(11.1) Soit G un espace fibré C2’1,de base B, de fibre-type F, ou n sera la
projection de G sur B. Soit g€ G, ng=b¢€ B. Alors ;(g), que nous appellerons
souvent m, est une application linéaire de Tl(G,g) sur T1(B,b), qui fait du deu-
xiéme un quotient du premier, par le sous-espace Tl(Fb;g),oﬁ Fb est la fibre
au-dessus de b. De méme il y a une application linéaire ;(g) =7 de T2(G;g) sur
T2(B;b), qui fait du deuxiéme un quotient du premier ; dans les cartes produits,
G=BxF, G, B et F vectoriels, le noyau de la surjection

(B&F)® ((B&F) o (BOF)) = BOF® (BoB)® (BRF)® (FoF) «B® (BOB) est

Fo (B®F)® (FoF). Alors ;(g) envoie T2(G;g) sur T2(B;b), T1(G;g) sur
Tl(B;b), donc le quotient T2(G;g)/T1(G;g) sur T2(B;b)/T1(B;b), et le diagramme

suivant est commutatif

. 2
T2(G;g)/T1(G,g) — T 5 1%(B;b)/T(B3b)
isom. isom.
T@Tn
1
T1(6;¢) 0 TH(G38) — > 7' (B;b) © T (B;b) .
1

On appelle connexion o sur G un systeme de relévements des quotients du prerier

1 .
ordre : pour tout g€ G, o(g) est une application linéaire de Tl(B;b) dans

1
Tl(G;g), telle que mweo(g) =1 1 . On supposera la connexion de classe
T (B3b)

Cl. La connexion définit en tout point g de G un "sous-espace tangent horizontal"
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1 1 1 1
®(g), sous-espace vectoriel de T1(G,g), image de o, c-a-d. ®@(g) =1Im o(g) ;
1

® s'appelle la famille des plans horizontaux, champ C1 de sous-espaces tangents,
de dimension dim B. Sur une carte locale autour d'un point de G, on peut repré-
senter le fibré comme un produit d'ouverts d'espaces vectoriels, que nous écri-

rons comme produit d'espaces vectoriels, G=BxF, et la connexion est définie par
1 1 1 1 1
o(b,f) € £(B;BOF), o=1,8I(b,f), I'(b,f) € £(B;F) ; alors ®(b,f) est, dans BxF,le

1
graphe de I'(b,f). On se trouve ramené exactement a la situation de (5.4). Donc

1

® définit sur G un systeme différentiel ; une courbe c! déterministe, solution
1 1

de ce systeme, c-a-d. a tangente dans ® , %E ®(X(t)), est appelée une courbe

horizontale de la connexion. Donc :

A
Définition (11.2) : On appellera semi-martingale horizontale X, relativement
1
a la connexion, une semi-martingale de G, tangente a @ au sens de Stratonovitch

1
d;(t est Str-tangente a ®(Xt) (5.4).

(11.3) On a alors déja étudié les propriétés élémentaires de ces semi-martin-
1 2
gales horizontales. Au champ © correspond un champ ® de classe c® de sous-espa-
2 2

ces 2-tangents, ®(g) € T2(G,g), de dimension dimB+ dimB(dimB +1)/2; @(g) est
2 2 2 2

1'image de T“(B,ng) par une application linéaire o(g) de T“(B,ng) dans T(G,g),

2 2 2
avec © o(g) =n(g) °ool(g) =1 9 . Dansune carte produit d'espaces vectoriels,
T°(B,ng)
2 2

®(b,f) est le graphe d'une application linéaire M'(b,f) de B® (B@B) dans
F® (BRF)® (FOF) : voir (5.9), (5.10), (5.12), (5.13), (5.14), (5.15), (5.16).

Cela donne

n A
Proposition (11.3)' : Une semi-martingale X sur G est horizontale, ssi dlt est

2 A
tangente a @(Xt) au sens ordinaire.

(11.3bis) On peut utiliser les méthodes de (3.17), (3.17quinto), et de (4.23quin-

A ~
to); X est une semi-martingale sur G, nX=X est sa projection, une semi-martin-
1 1 1 2 2 2
gale sur B, et o(g)€ £(T (B,ng);T (G,g)), o(g) € £(T°(B,ng),T°(G,g)). L'espace
1 1 1 . 1
®@(g) est 1'image de o(g) ; mais m o(g) est 1'identité de T1(B,g), donc o(g) m
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1 1 1
est la projection de T1(G,g) sur ®(g) parallelement a T(Fg,g), donc ® (g) est
1 1
le noyau de I 1 -o(g) n; donc dl)z est Str-tangente au noyau de I -on ssi
T (G,g)
A 1 n
sa transformée par cette application est nulle, i.e. ssi dX = o ndX. On peut
(s)
2
faire de méme pour le contact ordinaire de dX avec le noyau ® de
2 A
12 -omnj donc, comme mwX =X
T7(G)
Proposition (11.4) : Soit 5(\ une semi-martingale sur le fibré G, de projection

A
X sur B. Alors X est horizontale ssi, au sens de (3.17quinto) et (4.23quinto)

A 1 A A n Vel 1 ra) n
(11.5) dX = o(X) n(X) aX , ou X~ o(X) n(X) « X

(s) (S)

A 1 A A 1 A

ou dX = o(X) dX ou X~ o(X) ¢« X , ou
(S) (8)

~ 2 A A A rS 2 A A ]
(11.6) dX = o(X) n(X) dX , ou X ~ o(X) m(X)+X

A 2 A A 2 A

dX = o(X) dX , ou X~ o(X) e X .

Explicitons ces relations, en supposant G=BxF par des cartes, B et F espaces
A \ ~
vectoriels. Alors X= (X,Y), et cela donne, pour (11.5) (X a valeurs dans B,

Y dans F)

1 1
(11.7) dY = T(X,Y) dX ou Y~ I'(X,Y) « X ,
(s) (s)

et pour (11.6) (X a valeurs dans B® (Be B), Y dans F® (B®F) {F oF)

2 2
(11.8) ay = (X,Y) dX ou Y .. P(X,Y) «X ,

ce qui donne pour Y, a vaeurs dans F

1 2
(11.9) ay = T(X,Y) aX+ I(X,Y) % ax,x] , ou
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1 2 1
Y = I'(X,Y) « X+ I'(X,Y) *3 [x,Xx]

2
Pour expliciter [, il est plus commode de choisir une base (bk)k_1 . N de B;
=1,2,...,
N
alors (11.9) devient, si X= ¥ b xK
k
k=1
N 1 Kk 1 N 2 . .
Y = £ I(X,Y) b, d&X"+= £ I'(X,Y) (b.ob,) d[x*,x?] , ou
k 2 . i B
k=1 i,j=1
N 1 K N 1
(11.10) dY = ¢ I(X,Y) b aX + £ (5 3, T(X,¥Y)(b,)b, +3, I'(X,Y)(b.)b.)
k - 2 1 i"7j 1 ji
k=1 i,j=1
1 1 1 1

1 j Larxt xd
t3 (azf(X,Y)(f(x,Y)bi)bj +3, F(X,Y)(I‘(x,y)bj)bi)) 5 d[X7,X ] .

A
Qu'il s'agisse de (11.7) ou de (11.10), pour X=nX connue, Y est solution d'une

équation différentielle stochastique.

(11.11) Cas des fibrés vectoriels et des connexions linéaires.

Si F est un espace vectoriel, la connexion est dite linéaire, si, pour
toute carte sur un produit d'un ouvert U' de B par F tout entiere, I' est linéai-

re sur la fibre

I'(b,f) = T(b)f , T(b)€L(F;L£(B;F)) .

Alors ' est une fonction sur U' a valeurs dans £(F;£(B;F)) = £2(F)<B;F), qui a
donc une dérivée I'', fonction sur U' a valeurs dans £(B;£(F;£(B;FD):£3(BXFXB;F),
avec alf(b,f) =I'(b) f , azf(b,f) =I'(b) ; alors (11.7) devient,pour G=BxF,

espaces vectoriels

1
(11.11bis) ay = I'(x)vyadax ,

tandis que (11.10) devient
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N 1 N 1 1

(11.12)  a¥ = £ FOYb axf+ » @ (X )IYb, + T (X)(b)Yb,)
k R 2 i j J i
k=1 i,j=1
1 1 1 1

1 1 i j
vy (F(X)(F(X)Ybi)bj+ F(x)(l‘(x»ij)bi)) 5 arx ,x7]

1 1 1 1
[ici I'(X) € £(F x B;F), donc r(x)kae F, et I'(X)(I'(X) Y bi)bjEF 5
1

I'(X)c £(BxFxB;F), et r'(x)(bj)YbieF] .

Ce S . .
On peut 1'écrire avec des indices : soit (bk)k:1,2,...,N une base de B,
N Kk M « 1
X= £ X'b , (fa)azl,z,...,M une base de F, de sorte que Y= 3 Y f s I'(b)
k=1 a=1
est définie par des coefficients FS k(b), avec
9
1 M N K M N M B "
(11.13) T (z ¥'f , = X'b)= £ I = I () ™ x fg -
a=1 7 k=1 a=1 k=1 B=1 *?
Alors
1 N i M o N .
(11.14) I'()( sz X b, , = X b, £ X b)) =
i=1 a=1 j=1 J

N M N M
= X z Z zZ

5. P () xUy* xd g
i=1 a=1 j=1 B=1 B

1 (e ]

Alors (11.12) devient
(11.15) ar® = ¢ &= I"Ek(x) ¥* dx

s ¢ o 2o o ea. P x)) v
1 (X,J J [oAPD §

M N NOMO 8 « 8 N veo1 P
+x & 1 5 .(x)r_Y ()T ()0 (X)) YY) 5 dlX X971 .
a=1 i=1 j=1 y=1 J ! K »J

Remarque (11.16) : Quand la connexion est linéaire, au-dessus d'un ouvert &

de B, pour une carte vectorielle OxF, 1'équation différentielle en Y des semi-

martingales horizontales est linéaire, sous la forme (11.11bis) ou (11.12).
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§ 12. RELEVEMENT D'UNE EQUATION DIFFERENTIELLE STOCHASTIQUE

Résumé du § 12. Le relevement par une connexion d'une équation différentielle
ordinaire est classique ; (12.1) définit le relevement d'une équation dif-
férentielle stochastique. On en donne la formulation explicite a (12.4).

(12.6) donne le relevement d'une équation de Stratonovitch.

(12.0) Dans le cas d'une équation différentielle déterministe, le relevement
1
est évident : si o définit la connexion, 1'équation relevée de 1'équation

~
dX dX 1

t t 2 ¢ :
T H(Xt,t) est —== O(Xt) H(nxt ,t) : en chaque point g de G, le vecteur

tangent H(g,t) est 1'image par o(g) du vecteur tangent H(ng,t) . Ce n'est
guere plus difficile pour une équation différentielle stochastique, puisque la
1 2

connexion o définit une connexion du 2nd ordre o, c-a-d. un-relevement des vec-

teurs 2-tangents

Définition (12.1) : Soit EDS une équation différentielle stochastique sur

la base B du fibré G, définie par (8.3). On appelle relevement de cette équa-
N
tion par la connexion o 1'équation différentielle stochastique EDS sur G défi-

nie par :

. n m 1 . N Kk 1 ™ 2 2 ~ » iP5
(12.2) X = = o(X) Hk(nx,.,.)dz +5 L ao(H) H, (nX,.,.) d[27,27] .
k=1 : i,j=1 J

Autrement dit, c'est

AN
A mo, A i 1 m 2 A P
(12.3) X = 3% H(X,.,.) az* +3 T H (K. afz*,z’1
k=1 i,j:l i
2 1 2

A \
ou Hk(g,.,.) (resp- H, j(g,.,.)) est 1'image par o(g) (resp. o(g)) de Hk(nG,.,.)
)

(resp- Hi,j(ng""))'
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Si 1'équation est déterministe, on retrouve le relévement habituel. D'autre

part, on trouve bien une équation différentielle stochastique du type (8.3) par
2 ) 2
le corollaire (5.13) : o(g) envoie T2(B,ng) dans T(G,g), Tl(B,ng) dans Tl(G,g),

et le quotient T2(B,7tg)/T1(B,rcg) =T1(B,ng)o Tl(B,ng) dans
2 1 1 1 1 1 2
T°(G,g)/T (G,g) =T (G,g)e T (G,g) par o(g)@ o(g) ; 1'image de Hi J.(b,t,w) dans
1 ]
T(B,b)oT1(B,b) étant Hi(b,t,w)oﬂj(b,t,w), celle de

2 2
j(g,t,w)zo(g) H, j(ng,t,w) dans Tl(G,g)°T1(G,g) est bien
k] k]

=)

i
1 1

(c(g) ® o(g))(Hi(ﬁg,t,w) ° Hj(ng,t,w)) = Hi(g,t,w) GHj(g,t,w)-

Si 1'on prend une carte de G ou il s'exprime comme produit d'ouverts d'espaces
vectoriels, ce que nous écrirons, comme toujours, G=BxF, cela s'écrit, d'apres

(5.9), (5.12), avec X= (X,Y)

m k 1 m i .
X = £ H(X,.,.) daz°+3 T H, (X,.,.) dz 291,
k=1 i,j=1 '3
qui est (8.3) pour X, et
m 1 1 K
(12.4) day = = I(X,Y) Hk(x,.,.) dz
k=1
1 m 1 1 i .
+5 T TGY) Hy (X,.,.) [z , 23]
. i,J
i,j=1
1 m 2 i .
+5 T TN (X, )0 H (X,.,.)) dz 291,
L i 3
i,j=1
1
H,
2 1,]
pour Y, ou H, . = € Bp(BeB) .
k]
H.oH,
i

Comme on 1'a fait pour (11.9)-(11.10), cela donne



130

m 1 Kk 1 m 1 1 . .
(12.5) aY = 3» I(X,Y) H (X,.,.) dz += 5 T(X,Y) H, .(X,.,.) a[z",2%]
k 2 . 5 i,J
k=1 i,j=1
m 1 1 1
oz (5(31F(X.Y)(Hi(x,.,.»ﬂj(x,.,.)+ Blf(X,Y)(Hj(X,.,.DHi(X,-,-))
i,j=1
1 1

+-% (3, TOX,Y) (P, (X, 5 DB (X, )
i i

1 1 P
- \ 1 i ,]
+ 32 1(X,Y)(F(X,Y)Hj(x,.,.))Hi(x,.,.») 3 iz ,z-] .

La formule n'est autre, bien siir, que (11.10), ou 1'on remplace b ax par

1 A
Hk de ou % Hi j d[Zl,ZJ], puis, dans les termes suivants, de nouveau
,

i3 i
bibj d[X",XY] par HiHj afz",zY].

k

Nous n'expliciterons pas le cas d'une connexion linéaire sur un fibré vec-

toriel, qui est analogue, avec les mémes susbstitutions dans (11.12).

(12.6) Relevement d'une équation différentielle de Stratonovitch.

Utilisons la formule (7.14ter). On en déduit :

Proposition (12.7) : La relevée d'une équation différentielle de Stratonovitch
1

(9.15) par une connexion s'obtient en relevant les Hk par o

AN mo 1 A A
EDS (12.7bis) 58 = ¥ o(X) H (7X, ., ) sz% .

(S) k=1

Démonstration : On écrit (9.15) en équation ordinaire (9.16), qu'on releve

par (12 2), et c'est (12.7bis) a cause de (5.14ter).

ZZ Remarque importante : (12.7) est une équation différentielle de Stratonovitch

(el
pour X= (X,Y) a valeurs dans B@F=G. Elle s'écrit aussi

X Hk(X,.,.)

(12.8) ) = 527 .

H.[V]E

1
F(x,Y)Hk(x,.,.)
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Mais c'est le systeme qui est de Stratonovitch, on ne peut pas séparer X de Y.

En lui donnant la forme ordinaire, on trouve 1'équation de X, puis 1'équation

1

de dY, (12.5) (sans termes en Hi j). Il ne faudrait surtout pas écrire la 2éme

k)
équation (12.8) en = , ce serait séparer X de Y, on ne peut pas. On obtiendrait

(8)

m k

(12.9) 8Y = § T(X,Y) H(X,.,.) 82"
(8) k=1

X remplacé par sa valeur , qui serait fausse. Développons-la. On trouvera,

d'apres (9.20), (9.7), (9.7bis), (9.8)

m
(12.10)  aY = 3§ TI(X,Y) Hk(x,.,.)dzk
k=1

((

™M B

1 - \
tg % ar(x,y)n.(x,.,.) l(X,.)Hj(X,-,-))(Y)
i,j=1 i

+ ( FOX, OB, (X050 (1)) arzt,z9]

ar(x,mj(x,. )

n k
= T I(X,Y) Hk(X,-,-) daz
k=1
1 m
t3 L (82 F(X,Y)((F(X,Y)Hi(x,.,.)),Hj(x,.,.))
i,j=1

. 1 i g
+3, f(X,Y)((T(X,Y)Hj(X,.,.),Hi(x,.,-))) 5 afz,z’] .

1

Au lieu de retrouver (12.5) (sans les H, j que nous avons pris nuls), on ne
]

retrouve que les termes en azt‘, mais pas les termes en alr . Ainsi (12.9)

est fausse. Au contraire, en développant (12.8) comme szstéme de Stratonovitch,

on retrouve (12.5) au complet.

Ceci montre que les équations différentielles stochastiques de Stratonovitch,
avantageuses dans bien des cas, doivent se manier avec précaution. Mais suppo-
sons que les H_ ne dépendent que de X, pas de (t,w). Alors (12.9) s'écrit sous

la forme d'équation intégrale stochastique matricielle
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X Hk(x)

Zk 5

2
(=]

Y 1 F(x,YJHk(x) (s)

et la, bien siir, on peut séparer, et écrire

m
(12.11) Y~ % F(X,Y)Hk(x) « 7
k=1 (s)

k

Mais de (12.11) on ne pourra pas retourner a (12.9) (heureusement, puisque
(12.11) est vraie et (12.9) fausse !), parce que F(X,Y)Hk(X) ne dépend pas seu-
lement de Y, mais aussi de (t,w) par X supposée remplacée pér sa valeur !

Dans ce cas, ou Hk ne dépend pas de (t,w), (12.9) est fausse, mais, avec

la notation (9.17bis), (12.12) est exacte

m
(12.12) & =z I(X,V)H(X) azk
(S) k=1

ou X est supposée remplacée par sa valeur ; c'est équivalent a (12.11).

§ 13. RELEVEMENT D'UNE SEMI-MARTINGALE PAR UNE CONNEXION

Résumé du § 13 : La proposition (13.1) est fondamentale : si EDS est une
équation différentielle stochastique sur la base d'un fibré, 6B§ son rele-
vement par une connexion, X une semi-martingale sur la base, § une semi-
martingale au-dessus de X, et si X est solution de EDS, f est un releve-
ment de X si et seulement si elle est solution de EDS. Ceci montre que
toute semi-martingale se releve, avec un relevement initial donné,
(13.2bis). (13.4) étudie le temps de mort de X ;3 (13.5) est important.
(13.6) étudie, dans le cas d'une connexion linéaire, le relévement d'un
produit tensoriel, (13.12), le fibré dual, (13.15), la conservation du

produit scalaire (bien connue pour la reléevement déterministe de la conne-
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xion de Levi-Civita). (13.18) exprime tous les relévements par un reléve-

ment unique dans le fibré des reperes.

Proposition (13.1) : Soit A un ensemble comme dans le § 1. Soient G un espace

fibré C2’1, de base B, de fibre type F, et o une connexion Cl’1 sur G. Soient X

~ A ~
une semi-martingale sur A a valeurs dans B, X une semi-martingale sur A a valeurs

N
dans G, au-dessus de X, i.e. nX=X. Soient EDS une équation différentielle sto-

VS
chastique sur B, définie dans A, EDS son relevement par o, équation différen-

tielle stochastique sur G définie dans A. On suppose X solution de EDS. Les deux

propriétés suivantes sont équivalentes

A
1) X est horizontale (11.1) ;

A AN
2) X est solution de EDS.
Démonstration : Le cas d'une équation de Stratonovitch est évidemment un cas

particulier du cas général.
. I A 2 A
C'est évident : X est horizontale ssi dX=o(X)dX, formule (11.6), ce qui, si on
. , A, N\
le développe, est exactement 1'écriture qui exprime que X vérifie EDS, avec EDS
N\
(8.3), et EDS (12.2).
I1 faut cependant étre un peu plus précis ; avec des jeux d'écriture, on peut
démontrer tout ; il faut etre sir que les diverses écritures dX= ... corres-
~ -~ N [ .
pondent bien a la meme chose. Dans dX=o0(X)dX de (11.6), on exprime (3.17quarto) ;
on a vu alors que cela transporte toute représentation tangentielle dX= ...,
voir (3.17bis) et (3.17ter) ; et une équation différentielle stochastique signi-

fie précisément une représentation tangentielle, voir (8.3) Donc les écritures

correspondent bien a 1'intuition, et sont bien justifiées !

N N .
Définition (13.2) : On dit que X est un relevement de X au-dessus de A, si

elle vérifie les propriétés équivalentes de (13.1).Cela équivaut a dire qu'elle
est horizontale (de projection X), ou qu'elle vérifie 1'équation relevée d'une
(ou de toute) équation différentielle stochastique vérifiée par X. Rappelons que

X est toujours solution d'une équation différentielle stochastique, (9.23).
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Proposition (13.2bis) : Soit X une semi-martingale dans A a valeurs dans B,

A ~
X une semi-martingale dans A a valeurs dans G, au-dessus de X, nX=X. Il existe

N ~
un plus grand ouvert relatif A' de A sur lequel X est un relevement de X ; il

est optionnel si A est optionnel et T temps d'arrét.

Démonstration : On choisit une EDS dont X est solution dans A ; on cherche

<A S
le plus grand ouvert relatif A' de A ou X vérifie EDS, et on applique (6.6).

Proposition (13.3) : Soit X une semi-martingale sur R xQ a valeurs dans E.

R n A A
Elle admet un relevement maximum X unique dans [s,gl, C temps de mort, prenant

A
une valeur donnée Xs: ac ?% au temps d'arrét S, ngsz ag= XS. Cette semi-mar-

A
tingale X est la solution d'une équation différentielle stochastique globale

NS
EDS sur G, relevée d'une équation EDS vérifiée par X, avec la condition initiale

A

A
g=a- Elle vérifie donc toutes les propriétés (7.2), (7.3), (7.4).

Evident.
On voit 1'intérét considérable de (9.23) : cette proposition permet d'étu-
”~
dier le relevement X de X globalement sur G, comme solution d'une équation dif-

férentielle stochastique globale.

A
(13.4) Etude du temps de mort de X.

< o) o
On peut supposer X définie sur B tout entiére, et X sur [S,(l|. Mais, plus
N

généralement, on peut se donner une équation EDS, sa relevée EDS par o, puis
une solution X de EDS maxima, définie sur [S,{| avec st aE‘ﬁé, et étudier son

R e A A A A , A
relévement X dans [S,{| avec st a€ 1% , Ta=a. Bien évidemment [S,(]|<[S,C]

I
puisque nX=X ; si on appelle Q'(K), Q', Q" les parties de Q relatives a X,
A - N A AN - ~ ~ n
Q' (n 1(K)), 6', Q" celles relatives a X, Q'(n 1(K))c:Q(K), Q'cQ', Q"oQ".
N A
Si, pour w€ Q, [S(w),g(w)lgﬁ[S(w),Q(w)l, cela veut dire que, pour t-{(w),
A

X(t,») a une limite b, mais que X(t,w) tend vers 1'infini de G ; en prenant une

- . A
carte produit de n l(VL), V! voisinage de b, on peut dire que X(t,w) tend vers

b

1'infini de la fibre F, de b, vers (b,»

b ). Que § soit fini on non, Xa existe,

Py
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~N A , ~ ~
XA n'existe pas. On sait que { est prévisible ; soit (gn)nelN tendant vers (,
A Al N N
C 28, C <C la ou S<+=».

n n

Proposition (13.5) : Dans les conditions de (13.4), si la fibre est compacte

A
ou discrete, ou si la fibre est vectorielle et la connexion linéaire, (=C,

» = .
[s,C] = [S,QI, et, si X est une semi-martingale sur R+ xQ a valeurs dans B,

. A A
son relevement X, pour X

s:ﬁe'cs , est défini dans [S,+].
N
Démonstration : Le cas de la fibre compacte est évident, X(t,w) ne peut pas

tendre vers 1'infini de F qui n'existe pas. Le cas de la fibre discrete aussi,

'b 9
car tl-t?((t,w) est continu, donc, dans une trivialisation G=BxF, il est cons-
tant lorsque t tend vers ((w) si X({(w),w) existe. Passons au cas vectoriel.
Soit [s,Elg[s,gl sur I_f+ xQ' , Q' de A-mesure > 0, qu'on peut supposer assez
petit pour que Xé‘ prenne ses valeurs dans un ouvert & de B au-dessus duquel G
ait une carte produit @xF, et que, pour un n, X((ﬁ+ xQ") n[gn,fj) c& . On peut
supposer que 2 est un ouvert d'un espace vectoriel B, que les coefficients de EDS
sont prolongés a B tout entier, que G=BxF, que la connexion sur 8xF est pro-
longée en connexion linéaire sur Bx F tout entier. Il suffit donc de montrer que
cette hypothése est contradictoire pour B= espace vectoriel, les coefficients
étant globalement bornés et lipschitziens. Alors § = +», [S,(] =[S,+=],

[S,E';é [S,+=] sur Q'. Mais, dans 1'équation de Y devenue (11.12) (pour X suppo-
sé connu), tous les coefficiehts sont linéaires en Y a coefficients fonctions

de (t,w‘) seulement (puisque X est connue !), donc globalement lipschitziens en
Y. L'équation ainsi modifiée n'a donc pas de temps de mort pour Y, d'apres (7.1).

—_ ~ A
Mais, sur R+ XQ' 4, on a le meme résultat pour [Qn,+oo:], avec les conditions ini-

n _ A A

tiales X’g‘ , Xé\ . Or, dans (R+ xQ) ﬂ[Qn,C] , X reste dans &, 1'équation modifiée
i n n A A A A . N

est 1'équation donnée et X a son temps final en {, avec [Cn,CI (relatif a X) =

A A
[Qn,l;[ , ce qui est contradictoire.

Proposition (13.6) : Soit X une semi-martingale a valeurs dans B.

A
1) Soit G un fibré vectoriel sur B, muni d'une connexion linéaire. Si X1 ,
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A . R
X2 sont deux relevements de X, oy et oc2 deux fonctions reelles %—mesurables

A A .
1)(1 +oy X2 est aussi un relevement de X.

2) Soient G s G

sur Q, o

deux fibrés vectoriels sur B, GI®G2 leur produit ten-

2 1

B
soriel fibré. Si G1 et G2 sont munis de connexions linéaires, il en est de méme
A A N
de GI®G2 - Si X1 ) X2 sont deux relevements de X dans G1 ) G2 , respectivement,
A " . ~ A N
X1®X2 est un relevement de X dans Gl®G2 . Si donc )(1 et X2 sont les relevements

prenant des valeurs donnés a 32€7’S au temps d'arrét S, le relevement de X

17

A A
dans _(}1®G2 prenant la valeur 315932 en S est X1®X2 (son temps de mort est

g1/\g2). Méme résultat pour des produits tensoriels symétriques ou extérieurs,

et produits ordinaires.

Démonstration : Les démonstrations étant toutes analogues,
nous ne donnerons que celle de 2) pour ®. On peut le voir dans une carte

produit G =BxF , G =BvxF2,B vectoriel, G1®G2=BX(F1®F2)- Soient T1, I

1 2 2

les coefficients des connexions de G G_.. La connexion de Gl®G a des coef-

1772 2

ficients T donnés par I, _(b): (F1®F2)XB—~(F1®F2), telle que, pour E€ B,

1,2
(M;sM,) € (F ,F,), on ait

1,2

(13.7) r1,2(b)(n1®“2)§ = (I’l(b)(n1)§)®n2+T}1®(F2(b)(n2)g)6F1®F2 .

On peut utiliser la remarque qui a été faite a (12.12), ou plus simplement

1'équation d'horizontalité (11.5) de Y et Y,

1 1

ay, = I' (X) Yy ax , dY, = I'_(X) Y ax ,
1 (g 1 1 2.(g) 2 2

d'ou aussitot (compte-tenu de ce que, pour les intégrales de Stratonovitch, le

changement de variables est le changement usuel, et non celui d'Ito) :

d(Y1®Y2) (;) dy, @Y, + Y, »ay,

= (T (X)Y, @Y +Y oI _(X)Y_ )daXx = T (X)(Y, Y, )dX ,
(s) 1 19727 1972 2 (s) 1,2 1972
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I - i .
donc Y1® Y2 est 1,2 horizontale

Proposition (13.8) : Soit X une semi-martingale sur V. Soit G un fibré vecto-

* *
riel sur B, de fibre type F, G son fibré dual, de fibre-type F . Si G est muni

;. ¥* . . Y e
d'une connexion linéaire, G 1'est aussi (connexion duale). Si X, X sont deux
. * At~
relevements de X dans G, G respectivement, (X [X) % est un processus locale-
F ,F

ment constant, donc constant si A= ﬁ; xQ .

Démonstration : On utilise la méme méthode. Comme on raisonne sur une carte,
donc sur un ouvert de i} %), on montrera qu'il est ~ O dans cet ouvert. Si T
définit la connexion de G, celle de ¢ est définie par . Ctr 3y si T'(b)Ne £(F3F),
tf(b)ﬂ*é £(F*,F*), pour b€ B, (ﬂ,ﬂ*)e (F)(F*), de sorte que

(re)MIn™ L+ I L =0. on a, pour X= (X,¥), X = (X,¥")
F,F F,F

] * t.. *
Y = I'(X) YdX , 4Y = -"I'(X) Y dX , donc
(s)
* * *
axlYy) = ((rx) Iy - (It Yyax - o .
(s) (8)
Proposition (13.9) : Soit X une section ¢®! aun fibreé quelconque G, ©: B-G,

neyx=I . Nous l'identifions aussi a la sous-variété C2’1 de G qu'elle définit,

B
qui _est 1'image T(B). Supposons qu'elle soit horizontale pour la connexion, ou
1
. - . . \ 1 3
annulée par la dérivation covariante : pour €€ T(B,b), o(Z(b))E€ T (£,z(b)),

1
ou r'(b) = o(z(b)), pour b€ B. Soit X une semi-martingale sur B, XS= aé‘Eg. Alors

N o
7(X) est horizontale. Le relevement X de X, pour une valeur ﬁefcsau temps

" Ny
d'arret S, na = a, reste toute sa vie (i-e. dans [S,(]) dans & sur toute les tra-

~ —_ A
jectoires pour lesquelles 3€ £ ; ou encore X=Z(X) sur (R+ xQ') ns,cl,

Q'={a=3(a)}.

1
Démonstration : X est horizontale, donc d(=(X)) = £'(X) dX = o(=(X))dX ;
(s) (s)
donc %(X) est une semi-martingale horizontale, i-e. un relevement de X ;

A — A
d'apres l'unicité du relevement (13.2) =(X) =X sur (R+><Q‘) ngs,cl,
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Q'={s(a) = 4}. on voit qu'on pourrait aussi appliquer (10.5) : on choisira un
N
équation différentielle stochastique EDS ayant X comme solution, alors X sera
. /\ . /\ ~ -
solution de EDS, (13.1), mais EDS est tangente a £ le long de I, car elle entral-

A 1A
ne dX = o(X) dX = $'(X) dx.

(s) (S)
N , A
Proposition (13.10) : Si la connexion de G est completement intégrable, ps. X
reste toute sa vie dans la section horizontale de son point de départ.
Démonstration : C'est (5.7).
Proposition (13.11) : (Constance du produit scalaire par transport paralléle).

Soit G un fibré vectoriel sur B, muni d'une connexion linéaire. Soit B une sec-

2,1

* * . L. .
tion C2'1 de G ®BG (c-a-d. un champ C de formes bilinéaires sur les fibres),

invariant par la _connexion (de dérivée covariante nulle). Elle définit un pro-

A
duit scalaire sur les fibres, B(b)(ﬂl,ﬂz): (n1|ﬂ2)F » pour nl’ ﬂ26 Fb. Si X1.
b

Tl

X2 sont deux releévements par la connexion d'une semi-martingale X sur A a valeurs

A A N N
dans B, le produit scalaire (X1|X2)F: B(X)(X1,X2) est un processus localement

constant, donc constant si A= ﬁ; xQ .

. #* *
Démonstration : Soit Q un relevement de X dans G ®BG . Une combinaison de
; * * AN A
(13.6) et (13.9), pour la dualité entre G ®G et G®G, dit que Y(Xl’x2) est
un processus localement constant. Mais B est une section horizontale pour la

*  »
connexion du fibré G ® G , donc (13.9) dit que B(X) est un relevement de X dans

ce fibré, d'ou le résultat.

Remarque : Si V est une variété riemannienne, et si nous voulons que la conne-

xion de Levi-Civita de son fibré tangent soit 02’1, il faut que V soit ¢St

Proposition (13.12) : Soit G un fibré vectoriel muni d'une connexion linéaire.

A A n N N
Si Xl,Xz,...,Xz sont des relevements de X semi-martingale a valeurs dans B, dans

. A A A
[S,+»], correspondant a des valeurs initiales (xl)s,(x2)s,...,(xz)s, indépendan-
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tes, elles sont partout indépendantes dans [S,+x].

Démonstration : Supposons d'abord que la fibre de G soit de dimension 1, auquel

’ . — "
cas £ = 1. Soit T=1Inf{t=>2S; X, = 0}, a valeurs dans [0,+=]. C'est un temps d'arrét

. a
prévisible ( ). En effet, il est la limite croissante des temps d'arret
T = Inf{t=>S ; Ith 2%} , ou | | est calculé pour une métrique sur les fibres

de G. Si cdonc {T#+»} n'est pas A-négligeable, il existe un ouvert 5 de B, iden-
tifiable a un ouvert d'un espace vectoriel, et trivialisant G, soit G=8xF,
puis un ensemble Q' c(Q de A-mesure > O, puis un n tel que Tn<T<; sur Q', et

. o ] 2 . 3
tels que X soit, dans (]2+ xQ )ﬂ[Tn,T] , a valeurs dans 8. Soit (bk)kzi,z,...,N

une base de B, (Xk) les composantes de X suivant cette base. Alors,

k=1,...,N
pour b€ B, I'(b) € B', dual de B ; et 1'équation d'horizontalité (11-11bis) prend
N
la forme dY = Y dZ, ou dZ = £ [I(X) b ax®. Elle se résout, dans
(s) (S) k=1
_ z—zTn _
(R+ xQ'") ﬂ[Tn,T] , par Y:YT‘ e [un temps d'arrét T 3 valeurs dans [0,+®]
n

est dit prévisible s'il existe une suite (Tn) de temps d'arrét, tendant vers

nEN
T, T <T la ou T€ J0,+=]; 1a ou T=0, nécessairement T =0, et 12 ou T = +», on
permet Tn:E ] puisque la formule du changement de variables en intégrales de

Stratonovitch est la formule usuelle. Cela contredit YT: 0 puisque YT £ 0.
n

Supposons maintenant la fibre G de dimension d quelconque. Quitte a prolonger
N
le systeme libre des (xi)S en une base, on peut toujours supposer £ = d. On con-
siderera le fibré puissance extérieure 2% ; sa fibre a la dimension 1. On appli-
que alors (13.6) pour le produit extérieur, et on est ramené au cas d'une fibre
AN A . ;
de dimension 1, puisque 1'indépendance de Xl,Xz,...,Xd équivaut a la non nulliteé
A n ~

A .
de X1 X2 ~ /\Xd
(13.13) Soit £(F;G) le fibré vectoriel sur B des applications linéaires de la

fibre type F dans les fibres de G ; la fibre de £(F3;G) au-dessus de b€ B est

(¢)

Catherine Doléans-Dade a résolu de telles équations méme pour des semi-

martingales Z discontinues.
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.I!(F,Fb) n choisissant une base (fi)i:1,2,---,g de F, un élément de S(F,Fb)

est entierement défini par 1'image qu'il donne de cette base, donc en fait £(F;G)
est isomorphe a Gg, puissance g-ieme de G sur B. Le fibré des reperes de G est
un ouvert de £(F;G). Il est donc muni d'une connexion linéaire si G l'est, et
on a (13.6). On peut donc relever X en ) dans £(F;G), pour une valeur initiale

N A
U donnée (‘). Supposons U inversible, alors (f =U f ). est une
[ o i 0 i'i=1,2,4..,¢8
N ~
base G -mesurable de F ; (13.6), 1), dit que, si X, est le relévement de X
o X i

o]
A g

~ ~ ~
dans G pour la valeur initiale fi = (xi)o de X dans G au temps O, XO: z oci fi N
i=1

. A
a; réelles ‘Co-mesurables, le relevement X de X dans G pour la valeur initiale

A N g A g o) ~
Xo est X= £ o, X, ; et (13.6), 2) appliqué au produit G® dit que Xi =U £
i=1 !
~ g A g AAq An1n A
X= 2 a,Uf,= ¥ o, UU "f =UU_ "X ; (13.6) dit que (X.), est une
jo1 1 i, 1 o i o o i'i=1,2,...,8

N A
base a tout instant, donc que U est inversible. Donc,quel que soit le choix de

N n ANl
u, (qui détermine U), UUO1 est invariable (pour X donnée !) et définit une semi-
martingale u a valeurs dans le fibré £(G;G) des opérateurs entre fibres de G,
défini a (3.17quarto) (fibré sur Bx B ; la fibre au-dessus de (bl,bz)EBxB est

)), avec X=uX £ =u, X , u(t,w) € £(F u est inver-

3F

9, 9

1 b2 o t t o

. -1~ a-1 -1 A -1 . . ,

sible, avecu "=U U ", u, =U U ", u =1 . Mais u sert aussi pour d'autres
o t o o o FX

o

L(Fy X(t,0) F TX(t,0) 3

a ~
conditions initiales : pour XS:QGTS y S temps d'arret, on aura

g g
A ~ Vel . <~ A Al
a=Xg= R ai(Xi)S, a; réelles Qé—mesurables, ou a= uS(.Z ay fi),
i=1 i=1
n g N € ~ -1 A ~
X= % a, X, =u( £ a, f.)=u(uy) a. Par (13.6) et (13.9), on voit aussitdt
. i i . i Ti S
i=1 i=1
que, pour des connexions sur Gl’ G2, auxquelles correspondent Ujy Uy, a la

connexion canonique sur Gl><G2’ G1®G2 correspond u1xu2, u1®u2, et a la

. 3* t -1
connexion duale sur G correspond u . Donc

(*)

P. Malliavin a utilisé systématiquement ce relevement dans le fibré des

repéres, et J.M. Bismut 1'opérateur u donné plus loin.
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Proposition (13.14) : Soit G fibré vectoriel, muni d'une connexion linéaire,

et soit X semi-martingale sur la base B. Il existe une semi-martingale u unique

a valeurs dans le fibré £(G;G) des opérateurs entre fibres,

u(t,w) € £(F u)))’ inversible, u_l(t,w)E.i!(F ),

x(0,0) 3 Fx(t, X(t,0) * 'X(0,0)

A . .
u = IF y telle que, si XO est un relevement arbitraire de X dans G a 1'instant

X
o

A

N 2 , A A
0, son relevement X soit donné par X:u)(o . Xt:

N ~
u, Xo . Si le relevement initial

est donné, a ts—-mesurable a un temps d'arrét S, le relevement correspondant

A _
est donné par X= u(uS) 12 - Si G1 , G2 sont deux fibrés vectoriels sur B, munis

de connexions, et si Ui Uy, sont les opérateurs associés, l'opérateur associé

de méme pour les produits tensoriels symétriques et exté-

rieurs, et le produit ordinaire, et le fibré dual avec tu"1 .

a G163'>G2 est u1®u

o 3

Remarque : Si Uo n'est pas inversible, U ne 1'est pas non plus, mais il reste
A A

vrai que U= qu .

Ce texte a été dactylographié au Centre de Mathématiques de 1'Ecole
Polytechnique, Laboratoire Associé au C.N.R.S. No 169, par Marie-José Lécuyer.
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page 4. Il est inévitable que des factorielles s'introduisent quelque part

dans les produits tensoriels, comme m dans la transformation de Fourier !
Si on les écrase a un endroit, elles réapparaissent a un autre ; ici, c'est
2! = 2 qui apparait ici et la. La formule (1.4) pour la dualité entre E*O E*
et E OE est classique, sans facteur % au second membre (mais beaucoup de

P 1
gens préferent mettre un facteur 5 et personne ne peut rien reprocher

a personne !). Plus généralement, on peut identifier 1'algebre tensorielle
+
symétrique ©E= ® O"™E a 1'algébre des opérateurs différentiels a coef-
m=0
ficients constants sur E, algebre pour la composition des opérateurs dif-
4+

. , 3* *
férentiels, et 1'algebre tensorielle symétrique du dual, ©E = & o" E
m=0

a 1'algebre des fonctions palyndmes sur E, algeébre pour la multiplication

des fonctions ; et on les met en dualité par (P(D)]Q) »= (P(D)Q)(0).
°F, ©F

Par exemple, si a et B sont deux fonctions linéaires, £ et T € E deux opé-
rateurs différentiels homogénes du premier ordre a coefficients constants

3¢+ 3y, on aura (g oNla o) # =08 Oy (aB)(0) =05, a(0)3, (0)+

©E, oF
858(0) Bna(O) = (gla)(mlp) + (§IB)(Mla). Soit alors E=R, e=1 son élément

*

de base ; R =IR son dual, €= 1 son élément de base, (ele)=1. Alors
s P 2 * * * *

EoE= Re R, isomorphe a R, d'élément de base ece=e", et E o FE =R O R

e 3* ’ ’ . . :
isomorphe a R =1R, d'élément de base €0 €= 82- L'isomorphisme le meilleur

. #* * * o

entre RoR et R, R 6IR et R , n'est pas le méme pour tout le monde.
On a siirement (82|e2) =2, suivant (1.4) ; d'ailleurs e est 1'opérateur

différentiel T%E’ € le polyndme X~ x, noté x, et alors
2 2 d2 2
(e“le®) = (5 (x“))(0) = 2. En théorie quantique des champs (espaces de

dx2

Fock), on prend plutot ezz\[.‘g, €2=\/E- Ici nous prendrons e2= 1 (donc

L}
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2 . A . .
€” =2, ce dont nous ne nous servirons pas). Voici pourquoi. Soient X, Y

deux semi-martingales continues (ou aussi bien deux applications quelcon-

que d'un ensemble) a valeurs dans E. I1 est raisonnable de considérer leur

it XY, a 2 Y i
produit , a valeurs dans EO0E ; si (ek)k:1,2,...,N est une base de E,
N K N N . .
k . 1) .
X= ¢ X € Y= % Y e alors Xo¥= ¢ X" Y' e.,0e. . Ensuite
k=1 k=1 i,j=1 o

1'intégrale stochastique X+ Y est aussi une semi-martingale a valeurs dans

N . . N . .
EGE, XeY= 5 X Y e oe. ;YeX= 5 VY ¢xJe 0e.. Et
.5 i j . i j
i,j=1 i,j=1
N . .
[X,Y]=XY-XeY-YeX= % [Xl,X‘]] e, 0 ej est son processus a variation
i,j=1

finie a valeurs dans E@E. Si alors E= R, on doit distinguer X réelle et
Xe, e=1 3 XY, XY, YeX, [X,Y] réelles et (Xe)(Ye)=XYe2,
(Xe * Ye)=(X -+ Y)e2, (Ye ¢ Xe) = (Y » X)e2, [Xe,Ye] = [X,Y]62 ; c'est bien
ennuyeux ! avec e2= 1, il n'y a pas lieu de les distinguer. Naturellement
on aurait des ennuis avec des semi-martingales a valeurs dans R* mais

"3 valeurs réelles'" doit tout de méme vouloir dire a valeurs dans R plutot
que R . Dans la formule (1.5), pour E=R, @"(v) € R oR" est 62¢(v)§2—2-,
82<P(v) €ER, et on a bien E;: 1, o"(v) = 62 @(v).

1 1
page 9 . 2(v)@ #(v) est le carré tensoriel d'une application linéaire ; on

(2)
n'a pas le choix sur sa définition. Si u: E-F est une application linéai-
re de E dans F, u@ u est une application linéaire de E®@E dans FOF, défi-
nie par (u@® u)(x0y)=u(x)e ul(y), de fagon que, si I est 1'identité de E,

I6I soit 1'identité de E®E. [On peut la ‘polariser et calculer

alors (uv)(xey)zé (u(x) ®v(y) +u(y)®v(x)), mais en général on ne le

fait Bas-] Soit alors F=R; u@ u envoie E0E dans ROR , dont 1'identi-
fication avec R n'est pas automatique. Mais ué€ £(E;R) :E* , donc ue u
possede un sens comme élément de E o E*, c-a-d. comme un élément du dual
de E®E, donc ueu envoie E®FE dans R ; suivons (1.4), (ueu)(x®y) =
u(x) u(y) +uly) u(x) =2u(x)u(y) . Si e=1€ R, u(x)=u(x)e, uly)=u(ye,
(ueu)(xoey)=2u(x)uly), (u@u)(xey)=ulx)euly)=ulx)eoul(yles=

2

2 e
u(x) u(y)e” , donc u@u:—,z ueu.
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A la note précédente, nous avons suggéré de prendre e2::e oe=1, alors
u u-l ueu
®u = 5 ueu.

(3)

page 25. Dans la définition d'une semi-martingale réelle X sur A, on suppose

qu'il existe une suite d'ouverts (An) recouvrant A, telle que, dans An’

nENN
X soit restriction d'une semi-martingale Xn.

Nous avons dit, au début de cet article, que semi-martingale voudrait tou-

jours dire semi-martingale continue. Donc X est supposée continue sur A ;

par contre il n'est pas possible, en général, de supposer Xn continue sur
R+ x{) . Mais, si X est vectorielle, elle reste équivalente, sur An et sur
A, a une semi-martingale formelle continue, et nous dirons simplement :

équivalente a une semi-martingale formelle. Voir S[2], (6.7).

(4) . . .

59. .

page On a besoin de savoir que (J|T]k(X))T,,(_1 o1 est de Stratonovitch
9

N *
Or J et ﬁk(X) sont de Stratonovitch a valeurs dans T 1(V) et T1(V) respec-
tivement, donc le couple (J,ﬂk(x)) est Stratonovitch a valeurs dans le

*
produit T 1(V)le(V) ; mais il prend ses valeurs dans la sous-variété de
*

1(V) X T1(V), produit fibré sur V, espace des couples d'un

(v)

vecteur cotangent et d'un vecteur tangent a V au méme point, donc il est

classe C1, T

Stratonovitch a valeurs dans ce fibré ; et le produit scalaire

est une fonction C1 sur ce fibré, d'ou le résultat.

(.1
*
1 gl
(5) . > .
page 74. On pourrait sans doute trouver (b,f) sans faire autant de cal-
culs que dans ce qui suit. Mais, dans la pratique, pour savoir trouver
2

®(b,f), il faut bien faire ces calculs. Nous les retrouverons dans les
connexions, § 11 ; c'est pourquoi j'emploie les I qui figureront dans ces

connexions.
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. P k, *K
fonction k-plate ; dérivée (D"®)(v) ; espace k-cotangent, T (V,v) ;
* . s
P (V,v) ; produit tensoriel symétrique O .
P *#2 ¥ . .
élément de T “(E ,v) représenté par une matrice horizontale ;

* %

structure d'ordre sur FOF ; dualité entre EOE et E @ E

)

. k
bases duales (e k=1,2,...,N° (e )k:1,2,-..,N H

K espace k-tangent,

Tk(V,v).
P(V,v) .
élément de T(E,v) représenté par une matrice verticale -

k
Q*(v); é*(v).
k
s (2)

(v) 3 carré tensoriel d'une application; @ [et Note p. 143].

3(v) ;

accélération complete .
Amn, 47, M, T, etc. et opt 47", etc., et Opt-linéaire, etc.
X, caractéristique locale de X.
X i c
5=(1 )zzaz
E [x,X]
ik .
T "(X), Opt-module des processus optionnels k-cotangents a V le
le long de X .
opt AM°(X).
1
J 'E-[X,X].

JeX.

semi-martingale sur un ouvert A de R+ xQ , a valeurs dans une varié-

té V, [et Note (3

opt L ME(X,A) .

, p- 145].



147

Page 27 u(J)=Jdeu.

Page 28 Tk(X), Opt-module des processus optionnels k-tangents a V le long
de X ; représentation tangentielle ; [ , ]-stable ou crochet-stable ;

J u-intégrale, A u-négligeable.

Page 29 Mesure v équivalente au ; famille T* optionnelle.
Page 30 :x-minimal ; le sous-espace t(u) tangent a u.
Page 39 u est, sur A optionnel, a variation finie ou a une composante mar-
tingale.
Page 41 u est tangente a T .
Page 47  G(V), G (V), G(X), G (X) .
Page 51 Stratonovitch.
Page 55 T*laatr(x) ; intégrale de Stratonovitch, *
Page 65 grassmannienne Gr G(V) . )
Page 71 différentielle Dy de P.A. Meyer.
1 2

Pages 71 et 72 ®, ®.

Pages 89 et 91 équation différentielle stochastique EDS.

Page 90 coefficients lipschitziens.

Page 95 temps de mort {, solution maxima.

Page 103 équation différentielle stochastique sur une variété.
age o q q

Pages 108 et 111 équation différentielle de Stratonovitch.

Page 112 dX = et 68X = .
(S) (s)
Page 116 =
(9)

Page 123 connexion .

Page 124 semi-martingale horizontale.
1 2 1 2 2
Pages 123 a 125 o, o, I', T, T (annoncés pages 74 a 75).

Page 126 connexion linéaire.

Page 128 relevement éﬁE d'une équation différentielle EDS.
Page 130 au sens de Stratonovitch.

Page 133 relevement ? d'une semi-martingale X.

Page 141 semi-martingale u associée a X et a une connexion .



eOn  eOn O O

10.

11.

12.

13.

148

TABLE DES MATIERES

Introduction c.ceeeeeceececseeceseacneenacnosscssnosncsncnssscancnas cseee
Les espaces tangents et cotangents d'ordre 2 sur une variété ......

Transformations des semi-martingales continues par des applications
C2. Intégrales stochastiques de processus 2-cotangents optionnels

par rapport a des semi-martingales sur des vVariétés «eeeeeseeeeee..

Représentations tangentielles d'une semi-martingale sur une variété.

Sous-espace vectoriel tangent a une semi-martingale -eeeeeeeeeeeo..
Les processus et les intégrales de Stratonovitch eeeeeeeseneeccaass
Systemes différentiels pour les semi-martingales sur des variétés ..
Equations différentielles stochastiques, définitions essentielles .

Existence et propriétés des solutions des équations différentielles

stochastiques cueeeeieineieeeneeeeeeceassssacscscsssonssccasacsnnnes

Equations différentielles stochastiques sur des variétés différen-

tielles, définitions, propriétés élémentaires et résolution «.......
Equations différentielles de Stratonovitch sur une variété ..... e

Equations différentielles stochastiques sur une variété V et une

semi-variété W ..vceeeennns et s eeeesceseeenesacttsanssantannncennenn

Semi-martingales horizontales par rapport a une:.connexion d'une

esSpace fibré .ocieeeeeneeeeenenssanensensssssecesenesenanncnsasssas

Relévement d'une équation différentielle stochastique par une

connexion «...... P eseesessescceseteceacsec sttt at et o nesan0as

Relevement d'une semi-martingale par une connexion (ou transport

paralléle le long des trajectoires d'une semi-martingale) .ceeeeeen
o - cecsceccscssccccncnnnans [P
Index bibliographiquUe -.ceecieeereecnseesssnsesosasesnceaensaannnans

Index terminologique et des Notations ceeeeeenennceccnceccennnnenns

12

27

50

71

86

92

103

108

118

123

128

132

142

145

146



