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UNE PROPRIETE DE DOMINATION DE L'ENVELOPPE

DE SNELL DES SEMIMARTINGALES FORTES

par Nicole EL KAROUI

Dans la résolution par les inéquations variationnelles,
( ﬁ]), du probléme d'arrét optimal, on montre par des méthodes
d'analyse, que si la fonction de gain du probléme d'optimalité
est le oa-potentiel positif d'une fonction non nécessairement po-
sitive, la plus petite fonction o-excessive qui la majore est
un a-potentiel. Ce résultat dont l'importance pratique est evi-
dente, a été étendu par d'autres auteurs a des situations marko-
viennes plus générales que celles des processus de diffusions.
([2]) et ([3])

La théorie des réduites par rapport & un cdne de fonc-
tions o-surmédianes permet de résoudre, sous des hypothéses
de régularité assez fortes de la résolvante, le méme probléme.
(4]

Nous nous proposons de généraliser ces résultats, dans
le cadre de la Théorie générale des processus, en montrant

grdce aux techniques du balayage, que la plus petite surmartin-

gale forte, c'est-a-dire l'enveloppe de Snell, cui majore une

semimartingale forte de la classe (D), est, sous certaines hy-
pothéses, engendrée par un processus croissant dominé par la

variation totale de celui qui engendre la semimartingale. Nous
interprétons ensuite les résultats obtenus dans le cadre mar-

kovien.
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RAPPELS ET NOTATIONS

Pour tout ce qui concerne les notions de surmartinga-
les, semimartingales fortés, etc..., nous renvoyons le lecteur
a ([5] ), ol il trouvera entre autres la preuve du résultat
fondamental suivant:

Si Z est une surmartingale forte de la classe (D), Z se dé-
compose de maniére unique en Z=M-A -B, ol M est une
martingale uniformément intégrable, A un processus croissant
optionnel, et B un processus croissant prévisible, purement
discontinu, admettant éventuellement un saut 3 1'infini si Z
Vs

est défini jusqu'ad 1l'infini.

Ces processus constituent la décomposition canonique de 2

Si maintenant Y est une semimartingale forte de la classe (D),
Y admet de la méme fagon une décomposition en :
Y=M-C -K ol les processus C et K

sont des processus a variation intégrable, respectivement

optionnel et purement discontinu prévisible.

Nous rappelons maintenant, en suivant les résu}tats de
( @]), les propriétés fondamentales de 1l'enveloppe de Snell J
d'un processus optionnel Y de la classe (D), limité.é droite
et 3 gauche, défini sur un espace de probabilité filtré
(shg,gt,P), satisfaisant aux conditions habituelles.
Nous désignons par H l'ensemble aléatoire :

H={J =Y ,ou J=Y, ou J"=1v"})

Pour tout t.a. T, nous notons DT le début de l'ensemble
(r,+ [N B .

Les ensembles ED—mesurables suivants précisent & quelle partie
T

de H le début appartient :
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+
T

H C

-n F
= (H N Hy )
La proposition suivante les propriétés essentielles de 1l'en-

veloppe de Snell. Elle est établie dans ([6].p.l35.)

PROPOSITION 1: Avec les notations précisées ci-dessus, si J est

¢'enveloppe de Snell d4'un processus Y 13adlag de la classe (D),

les relations suivantes sont satisfaites:

a) Pour tout t.a. T,
E(Jp) = supg qE(Yg) = E(ly= Yo + 1y Y + lg+ Y; )
(1) =" T T JTT Dy T
= E(lH— Jp_ t 1y Jp + 1.+ 3, )
T T T T T T
b) Si A et B sont les processus croissants qui intervien-

nent dans la décomposition canonique de J

(2) {A-A">0}_ {J=Y} et {B-B >0}_{J =Y}

c) Le t.a. D, restreint a H; est prévisible

Le processus J est donc associé au "balayage" de la
semimartingale Y sur H . Pour préciser cette notion, nous intro-
duisons deux processus croissants qui décrivent les passages
hors de H.

Le premier est le processus D, défini ci-dessus comme le début
aprés t de l'ensemble H, qui est un ensemble fermé.

Les paliers de ce processus croissant continu a gauche corres-
pondent aux excursions hors de H, dont les extrémités droites
sont des valeurs prises par D .

Les extrémités gauches sont repérées symétriquement par le pro-

cessus Lt = sup{ s>2t; seH si sup(@} = =
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=~

L'intervalle‘[ﬁ,Dt[:est identique & l'ensemble { u; Lu<§;u} R

ce qui entraine : s«@t 2 Ls<t .

€

Nous désignons par Ln et Tg les extrémités gauches et droites

des intervalles contigus & H, de longueur plus grande que ¢ ,

et par U; la v.a. LS +e. Il est bien connu que les v.a.

€ € € _

Un et Tn sont des t.a., et que Tn = DU; .

L'ensemble { L te<s }s'exprime comme : |J [US,TEnT_'
n

~

A tout processus V a variation finie, continu & gauche, on as-

socie son balayé VH , égal a VD —VD . Les remarques précéden-

o
tes nous permettent de décomposer VH en:
vE = 1
= 1, _ . _
t o, t[ Ly =s}dvg + lim 1 1, fn<t} (VT; ngn)

Si nous travaillons avec des processus croissants continus
a droite, nous aurons plutdt besoin des processus:

lt = sup{ s<t; s é } et Tt = inf{ s>t; seH }
Le processus 1. est croissant et prévisible. L'ensemble {ls=s}
décrit les points de H, qui sont points d'accumulation &
gauche; il est donc inclus dans{ Y =J L
Nous désignons par B 1la réunibn des graphes des v.a. L
pour tout n et tout ¢ de Q+ . C'est 1'ensemble des extrémités

gauches des excursions hors de H.

On vérifie aisément que : { 1,<s} =ngeH+] ngg]

Les outils sont en place pour établir le principal résul-
tat de ce travail:

THEOREME 2: Soit Y une semimartingale forte optionnelle,positi-

ve et de la classe (D), de décomposition canonique:
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Soit J 1'enveloope de Snell de Y, de décamposition J =M - A - B .

Si le processus prévisible, purement discontinu K est décroissant, le

processus B est nul, et le processus croissant A absolument continu par

rapport a la variation totale de C .

Preuve! Nous commengons par montrer que B est nul si K est décroissant.
En effet, les sauts de K sont liés & la projection prévisible Y de Y
par la relation : K-K =AK=Y -Y°.

L'hypothése de décroissance faite sur K entraine donc que: Y_; YP et

que : Y ;Yp ;Jp ;J_ . Mais, d'aprés la proposition 1, un saut de B
ne peut avoir lieu que si & cet instant Y =J ; les inégalités précédentes

montrent qu'on a aussi J =3P , relation qui montre que le saut de B est
nul. Le méme argument montre que le processus A K est nul sur { y_ =J }

Avant de préciser la décamposition de J, nous remarquons que , quitte
a soustraire une martingale (u.i.) & ¥, et donc & J, on peut supposer que
Y et J s'annulent & 1'infini, et que Y est la projection optionnelle du
processus C_ - C. .+ K - K.

La proposition 1 nous permet d'exprimer E(JT) en fonction de CI:I
H ~H

E(J,) =E(C - +K - - 1L+ AC, )
T © CT ) KDT HT DT
=E(f 1, _.,dC, +K - -1,+AC. )
(5) [le[ {LS_S} S KDT HT DT
+ llme—>0 E(z n l{T; Lrel} (CT; - CU;) )
Nous allons transformer ce dernier terme afin d'étudier son signe.
B( 1 ey (Gpe = Cye)) = E[1yp pey (Gpe + Kpe = Cue = Ke + 1H$EA Cpe V]
="n n n ="n n n n n h n
E[ Lipe 16y ®pe = Kge + IHGE A Cre )]
="n n n h n
ce qui compte-tenu de la relation (5) appliquée aux t.a. Ureu et T; = DUe
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entraine que:

E( 1gpe Le}(CTe c. e)) E[ Lipe i ey (e = e = (KpeKpe) ~1HEL]€ A cTe)]
n n n n n n

=

Comme J majore Y,il reste a étudier les processus:

€ _ - € - -
S¢ = Inlploey e~ Kpf) et Sp == I 1ges 4y 1HE€ b Gpe

n= n n . n= M n .
Nous transformons 1l'écriture de S en faisant intervenir 1'ensemble H :

Si =L geH~ l{g__>_t} l{g+e_i_T } g+e K'I‘ )

Mais K est un processus décr01ssant Le théoréme de Fubini prouve alors:

0
l

-7 dK 1 , processus qui tend en croissant vers

{t< l <ls+e <s}

S =—del =—del

t {tg 1 <s} {ee 1.}
car nous avons vu que K ne charge pas 1' ensemble {ls=s} .

Nous comparons maintenant S_ au processus croissant XK - KD

t t
Fom B, "8 T T ey T4 T,
Le deuxiéme membre vaut:
si lt<t<Dt J dK 1{S—D } =A KDt
si lt<t et teH de l{s—t} —AKDt =0 car t=Dt
si lt =t , la premiére intégrale est nulle et A KD =A Kt aussi.
Les deux processus croissants K_ - KDt et —St sont identiques.
De la méme fagon, nous transformons 1'écriture de éi en:
éte: = -1 geH+ 1 {got) 1 {ghe<T } 1H+ A CT qui est un processus crois—
sant car sur H;-{-e , A CT g est-uegatlf , puisque AC =Y - Y

Ces processus convergent donc en croissant vers un processus S, que 1l'on

-

. . _ o
peut d'Scrire par : S, 2ol sty Y1l ws =1 Y yad v vi=7) ac,
S = S S S S S S S

Le processus St ne charge pas l'ensemble {ls = s let des arguments tout

a fait analogue & ceux que nous avons employés ci-dessus montrent que:

S, - 1+ AC. + I 1+ 1, AC
t H Dt s>Dt Hs {s= LS}

Nous pouvons maintenant réecrire la relation (5) de la maniére suivante:

est nul .
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EWJ,) =E/ 1. _,(1 -1 ) &_ + lim E(z 1 e (Y e=J.e))
T [T, “{LS=s} H, s >0 n{T< LS “ULTUT

si on pose:

~ o e .

H, = H,(MLs ,aC, 7o} et R. =t 1t<Lre1 (YUre1 ‘U;)

Cette relation vraie pour tout t.a., est encore vraie en espérance condi-
tionnelle, car les processus Si et éi convergent en croissant.

Les surmartingales fortes, projection optionnelle- des processus dé-
croissants Rf: convergent en croissant vers une surmartingale forte z , qui
d'aprés tout ce que nous venons de voir ne peut &tre que réguliére.

Elle est engendrée par un processus croissant continu 3 gauche Ut .
L'unicité de la décamposition de J prouve immédiatement que:

A = =T + f[_'o,tl'l{L;S}(l - 11‘{;) ac

ce qui entraine évidemment que A admet une densité par rapport & la
variation totale de C . CQFD.

REMARQUE: Si nous supposons la semimartingale forte Y, continue 3 droite

et réguliére, soit engendrée par un processus a variation finie continu,

la démonstration que nous venons de faire se rapproche beaucoup de celle

de ([7)), sur le balayage des semimartingales.

On peut effectivement déduire, dans ce cas, notre théoréme, mais aprés quel-
ques ajustements,de la proposition 3 de l'article cité,appliquée 3 la

semimartingale J - Y , balayée sur 1l'ensemble de ses zéros.

I1 nous reste 3 énoncer le paraléle markovien du théoréme 2

THEOREME 3 : Soit (@, gt’ X., P* ) une réalisation d'un semi-groupe

droit, & valeurs dans un espace lusinien E.

Nous considérons deux o—potentiels gauches vy et Vy o réguliers, et

un g-potentiel k naturel.

Onpose g=v, -V, -k , et on suppose g positive.

La plus petite fonction oexcessive qui majore g est un o—potentiel
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gauche, engendrée par une fonctionnelle additive gauche fortement domi-

née par celle qui engendre vy

PREUVE:Notons g la plus petite fonction a—excessive qui majore g.

I1 est montré en ([6]) , que le processus e~0‘t q(Xt) est 1l'enveloppe

de Snell, pour toute loi PY du processus Y, = e—atg (Xt) .

t
I1 suffit de remarquer que les hypothéses faites sur Vir Vo et k
impliquent que le processus Yt satisfait aux hypothéses du théoréme 2.

La relation de domination énoncée est alors une simple conséquence de la

décamposition de J faite au cours de la démonstration du théoréme 2.
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