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APPLICATION DE LA RELATION DE DOMINATION A CERTAINS
RENFORCEMENTS DES INEGALITES DE MARTINGALES

M. YOR

1. E. Lenglart [9] a introduit la notion suivante, relative & deux processus définis

sur un espace de probabilité filtré usuel (Q,fﬁitﬁl,P).

Définition (1.1) : Un processus X, adapté, positif, 3 trajectoires continues 3

droite, est dominé par un processus croissant prévisible A, continu i droite, nul

en O, si, pour tout temps d'arrét fini T, E(XT) iE(AT).

~

Nota Bene : On prendra garde 3 ne parler de relation de domination entre X et A
que lorsque les deux processus vérifient toutes les conditions demandées dans la
définition ; en particulier, parce que la positivité de X et le caractére prévi-

sible de A jouent un rdle essentiel dsns la suite.

L'intérét de la relation de domination réside dans le

Théoréme (1.2) ([9], Théoréme 1, a)) : 8i X est dominé par A, on a, pour tous

* 1 *
X,y >0 : P(X_2>x3; A <y <% E[Aw/\y]. (On note X, = sup XS).
S_<_t
Afin d'appliquer le théoréme (1.2), on introduit les notations suivantes

* z = (x,y) est le point générique de Ri.

. - 2 . . P
* si M(dz) est une mesure de Radon positive sur R+, muni de sa tribu borélienne,

u([O,x:]X[:O,y]) (z eRE).

on note F“(z)

e si ¢ : R+ ->R+ est croissante, continue 3 droite, on note

RN N IC R
Jx,=[
lim ®(y), si x = 0 (cette limite existe, et vaut + ©» si ® est

y¥0
identiquement infinie, et ¢(0+) sinon).

d(x)

00
(1) Dans la suite, on notera toujours J pour J
x X

ol
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Remarquons que si ¢(x) =x* (0<p<1),ona: & = —l]-_p e

On peut maintenant énoncer le

Théoréme (1.3) : Soit X processus dominé par A. Alors :

oo 2
1) si u(dz) est une mesure de Radon positive sur R+, on a

(1.a) E[?u(x: ; I/Am)]‘

-

r 1 J -1 J : -1
iELZFu(Aw H /Aoo)+Aw (s Yf_]/Aw}U(dZ)x + {y>]/Aw}u (dz) LXYV ':] y

2) si ¢, Y : R+ ->R+ sont croissantes, et continues 3 droite, on a :

(1.6) E[:¢(X:) v/ Am)]

_<El:(¢ +0) (A) w('/Am) + J ay(y) (D(I/y)]
1
A

=}

, vy =y (0<q<p<1), omna

En particulier, si ¢(x)

A

*\P , A4 P 1 p-q
1.p) E|(X / A =+ =} EEx
( P>q [( o) © — 'p—q I-p ©
3) si ¢ : R+ *-R+ est croissante, continue 3 droite, on a :

(1.c) E[q»(x:)] < E[(cb +0) (Aw):l

En particulier, si ¢(x) = %P (0<p<1), ona (I.b)p o

Remarques (1.4) :

~ S e 1 fes
1) Dans toute espérance ol figure /Am, on sous—entend que l'on intégre sur

1'ensemble {A°° > 0}, conformément i la convention, usuelle en intégration :
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2) L'inégalité (l.b)IJ o (resp : (l.c)) a &té obtenue en [9], resp : [13]
’

Démonstration du théoréme (1.3) :

a) 3) est un cas particulier de 2), ol l'on prend Y =1 ;2) est un cas particulier

de 1), ol 1'on prend u(dz) = do(x) dy(y) ; il reste 3 démontrer 1).

b) On a : E F“(X:o ; I/Am)]

-

< EFF“(AOo ; ]/Am) + Jdu(z) 1

* 1 )]
(Am<x_<_Xm HINAS /Am

< E-F (Am s 1/AW) + Jdu(z) ro, 1 1 }
- LH X 2x00)  (B,C S A%)
< E-F (A l/A )-‘ + JI du(z) ]—EE\mA-l-Ax:],
— _u [ o’ | (x>0) X y

d'aprés le théoréme (1.2). On obtient finalement la formule (1.a) en décomposant

2 1 1
R, en {XiAm";}+{X>Aw"y}

- 1 1, 1 . 1 . 1
= {xiAmi;}J« {xi;,Am>;}+{x>Am,Am_<_y +{xy>1 ; Am>y}

Considérons maintenant M martingale locale continue, nulle en O. On note
* - . - * -
Mt = sup |MS[ 3 <M> est le processus croissant associé 3 M, et Lt le suprémum
s<t

(en a) des temps locaux (La)

)2 R de M. Rappelons que, ‘pour tout pe (0,©), il

existe deux constantes universelles O < Cp < Cp < o telles que, si X et Y dési-

1/2

. * * ~
gnent deux des trois processus M , <M> et L, on a, pour tout temps d'arrét T:

P P >p
(1.d) cp E[XT] < E[YT] < cp E[X,I]

(cf, Burkholder - Davis - Gundy [6:] d'une part, et Barlow - Yor LZ] d'autre part).

Autrement dit, cpxp est dominé par Yp, lequel est dominé par CPXP.

On peut maintenant &noncer le résultat suivant, obtenu indépendemment par R. Gundy

(cf. section 2.1) ci-dessous)
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Théoréme (1.5) : Soient 0 < q < p < =. Il existe deux constantes universelles

0<c <C < o telles que, si X et Y désignent 2 des 3 processus
Psq Ps4d —_— - —_— T~ T
1/

M, a> ‘2 et L, ona:

p-q S JRP <P~q

. c E|X <E|Y. /K| <C E|X :!

(1.e) I R R R

Démonstration :

- L'inégalité de gauche découle aisément de (1.d), et de 1'inégalité de Holder.

- Pour obtenir 1'inégalité de droite, on remarque que, pour h > 1, d'aprés

(1.d), th est dominé par Cph'XPh, puis on utilise 1'inégalité (l.b)p, Q" ol

\J

' q_ 0

1
P —F:q “ph'

Une seconde application intéressante du théoréme (1.3) concerne le couple formé

par une sous—martingale locale prévisible (Yt,t > 0) nulle en O et son suprémum

St =sup Y . En effet, il a été remarqué en [Ii], 3d la suite de 1'article de
s<t

D. Burkholder [51, que |Y| est dominé par 2§ (]). On a donc, en conséquence
de (1.b) le
Psq

Théoréme (1.6) : Soit 0 < q < p < 1. Soit (Yt) sous-martingale locale prévisible,

nulle en O, et S_= sup Y . Alors :
s<t
* - 7 -
E[(Yw)p q:] < E[(Y:)P/Sq_' < 2P {_p%i + —l—iE}E[sP q]

Remarque (1.7) : Si 0 < q < 1, il n'existe pas de constante universelle Cq telle
que E[Y: / s[ﬂ <c E[Sl_q].

(1) Lenglart m'a fait remarquer qu'il suffit en fait pour cela que Y soit un

processus prévisible, nul en O, tel que, pour tout temps d'arrét (ou seule-

ment, pour tout temps d'arrét borné) T, E[Yi1 > 0.
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En effet, si l'on prend pour Y 1le processus B./\T , ol (Bt) désigne le mouve-

* . —
ment Brownien réel, et T] = inf{t / Bt =1}, ona: E Y;J = ®, mais S_= 1.

2. Remarques et Compléments.

2.1) La motivation premiére de ce travail a été la démonstration par Garsia
([7] : [8], p. 56 ; voir également P.A. Meyer [lﬂ , (31.6), p. 351) de 1'inégalité

de Davis :

(2.a) E[<M>;/2] <e EE«L]

pour M martingale locale continue, nulle en O, via 1'inégalité de Fefferman.
(Davis et Garsia ne supposent pas M continue, et dans le cas général, il faut

remplacer <M> par le crochet droit).

En fait, une conséquence de la démonstration de Garsia est le résultat plus fort

(2.b) EI:<M>0° / M:-J <ec E[M::I

Soulignons que, indépendamment de la démonstration de Garsia, cette inégalité est
~

impliquée a fortiori par 1'inégalité E[?:J <ec EDH:J, déja rappelée en (1.d), et

*x %
1'inégalité trajectorielle : <M>t <2 Mt Lt'

Il était alors naturel de se poser la question de savoir si les espérances des

rapports Xg / Y: (0 < q <p < ™ Etaient comparables a celles de Xp"q’ XetY

ayant la méme signification que dans 1'énoncé du théoréme (1.5).

1
p o . . *, 2
Une réponse positive @ cette question, en ce qui concerne M )° / <M> /2

1
*
(ile : X =M, Y= <M /2, Pp=2,q=1) a été obtenue par M. Barlow en Octobre

1980, & 1'aide d'une variante de la technique employée en Bﬂ.

Nous avons ensuite appris, en Aolt 1981, de M. Silverstein, que R. Gundy avait
résolu récemment ces questions par 1'affirmative ; par ailleurs, une application de
ces résultats au "Malliavin Calculus" figure en [3] (cet article, ainsi que le tra-
vail de Gundy paraltront dans les "Proceedings of the Conference on Martingale
Theory", Cleveland, 1981).

2.2) On donne maintenant quelques exemples de relation de domination, pour
certains rapports de processus, que l'on obtient directement i 1'aide du calcul

stochastique.
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Un des avantages de cette approche est que les constantes qui figurent dans les

inégalités sont probablement assez "serrées".

Voici certainement 1'exemple le plus simple

Lemme (2.1) : Soit X processus croissant, nul en O, et Y sa projection duale

prévisible. Alors, pour tout processus croissant prévisible A, et tout temps

d'arrét T, on a :

T dY;
(2.c) E[XT / AT:| < EU T]'
0 E

Démonstration :

ot o] o} 29 2]

Yo s

On utilise le calcul stochastique de fagon plus importante pour démontrer le

Lemme_(2.2) : Soit X =M + (C-D) un processus positif, ol M est une martingale

locale, C et D deux processus croissants prévisibles, et Mo = C0 = D0 = 0.

Alors, pour tout processus croissant prévisible A (on peut supposer A seulement

croissant, continu 3 droite, et adapté, si M est continue), et tout temps d'arrét

fini T, on a :

T dc
(2.d) E[XT / AT] < EUO A—].

s

En particulier, pour tout qe]O,l[, on a :

(2.d)_ Ex, / cf] < (I‘T,) eloy -

Démonstration : D'aprés la formule d'intégration par parties, on a :

t t
1 1
Xp [ Ap = jo (/As) ax_ + Jo X _ d( /As).
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On utilise ensuite la décomposition : dxs = dMs‘*dCs - st, et le fait que
t 1
1'intégrale J Xs_ d( /AS) est négative ou nulle.
0]
1- t -
L'inégalité (Z.d)q découle de (2.d), et de ce que : Ct a4 z_(]—q) J qu dCs.
0

Voici maintenant plusieurs applications du lemme (2.2) 3 certaines sous-—martingales.

Proposition (2.3) : 1) Soit Y sous-martingale locale prévisible, avec Y =90

On note St = sup Y . Alors, on a, pour tout temps d'arrét T f£fini :
(s<t)
q 2-q I-q
(2.e) E[IYTI / sT] 15 E[ST ]

2) Si (Mt) est une martingale locale continue, nulle en O,

et (Lt) est son temps local en O, on a, pour tout temps d'arrét fini T :

(2.f) E[|MT| / L,ﬂ iTécT E[L,i,_qj.

Démonstration : 1) On a :

Y| S, -Y
Fd g -4
gd .gd

T T

On applique ensuite 1'inégalité (2.d)q, avec X =S -Y, et C=8S.
2) On applique 1'inégalité (2.d)q avec X = ]MI, et C=01L.

Proposition (2.4) : Soit M martingale locale continue, nulle en O.

\ *
On note S_=supM, s _=inf M , et R =8 =-s CcM).
——— t —
s<t s t s<t t t t t

On a, pour tout processus croissant (At)’ adapté, continu 3 droite, et tout temps

d'arrét T :

2 T d<M>s
(2.9 E[R / a] <4 EUO -z :[

S
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En particulier, si gq EJO,Z[} on a :

a/ 5 1-q
E[R,i / <M> /ZJ <L E[<M>T /2]

Démonstration : On utilise 1'inégalité trajectorielle :
2 o 2 o z2
RL < 2{(st At) + (Mt st) 1,
. e - . 2 . 2 .
puis 1'inégalité (2.d) pour X = (S-M) (resp : X' = (M-s)”), sous-martingale

locale, pour laquelle C = <M> (resp : C' = <>).

Remarques (2.5) :

1) Pour A =1, 1'inégalité (2.g) est le renforcement de 1'inégalité de Noob

dans L2, présenté par J. Pitman en [)2].

2) Une autre démonstration de (2.g) peut €tre obtenue 3 1'aide du lemme (2.1)
et des résultats de D], ol il est montré que, lorsque M est de carré intégrable,

dgf

la projection duale prévisible de (ott (IO—MOG)2 - (It—Mm)z, t > 0) est <>,

3) On peut généraliser - mais nous ne détaillons pas — le résultat de la propo-
sition (2.4) en montrant, par application conjointe de la formule d'It3, et de la
relation de domination, que, pour tout processus croissant adapté, continu 3 droite

(At)’ et tout p > 0, sup (|Ms]p / As) est dominé par un multiple (qui ne dépend
s<t

t M ®/5
que de p) de J 2/ B
0 AP .

S

2.3) La "nouveauté" des résultats du théoréme (1.3) tient en l'exploitation sys-

tématique de la majoration (cf, théoréme (1.2)) de la fonction de deux variables

*
P(Xw.i X 3 A < y). Dans les applications antérieures de la relation de domination
(cf [9], [13]), on prenait toujours x = y.

Nous examinons maintenant les conséquences de 1la méme idée, en ce qui concerne
1'inégalité des "bons A", qui constitue un des fondements - plus classique que la

relation de domination - des inégalités de Burkholder - Davis - Gundy.
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En [Nﬂ (voir la démonstration du lemme (1.1)), les auteurs montrent que :

si r et a sont deux réels > 0, A et B deux processus croissants adaptés, conti-

nus 3 droite qui vérifient :

r r
(2.h) E[(AT_ - As_)] <a E[BT__ 3 (S8< T)]
v e < i = =
pour tous les temps d'arret S et T tels que S < T (on convient que Ao_ Bo_ 0)

alors, on a, pour tout B > 1, et tout § > O,

r

(2.k) P(A_> B\ ; B <6A) <a 5

P(A > Q)
B-n* -

(on dit alors que le couple (A _,B ) vérifie 1'inégalité des "bons A" relative

3 la fonction u(x) = axr).

Une conséquence fondamentale (cf Burkholder Dﬂ) de (2.k) est que, pour toute

fonction F :'lR+ e-R+, continue, croissante, 3 croissance modérée, et nulle en O,

il existe une constante c¢, qui ne dépend que de (a,r,F) telle que

(2.1) E[F(A)] < c E[F(B)].

La condition (2.h) est satisfaite, grace & 1'inégalité (1.d), pour tout r > O,

1/2

. *
avec une constante universelle a , par deux quelconques des processus M , <M>

* s - -~ k3 .
et L associés 3 une martingale locale continue M, nulle en O.

Réécrivons maintenant 1'inégalité (2.k) en posant X =A ; Y =B

© o

y=8\;c=a/ (B-l)r. I1 vient :

(2.k") PR>px;Y<y] <e D rx >0,

r

. - . ' Y] Y r Y
ce qui entraine, si l'on note X=X, Y=Y, et =8

(2.x") p[%ikx ; (‘}"iy_] <ed PX > x).

{v

On compare, dans le lemme suivant, les inégalités de distribution qui figurent
en (2.k"), et dans 1'énoncé du théordme (1.2), ce qui revient i comparer la

"puissance' respective de 1'inégalité des "bons )" et de la relation de domination.
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Lemme (2.6) : Soiemt X et Y deux v.a. positives telles qu'il existe B > 1, et

c >0 wveérifiant :
(2.m) pour tous x > 0, y > O, P[X_>_Bx 5 Yiy] <ec (;%) P(X > x).

Alors, il existe une constante C, qui ne dépend que de B et c, telle que :

(2.n) PLXix;YiyJigE[YAyJ.

Démonstration : a) Si 1'on remplace (Bx) par x en (2.m), on a, en posant c' =cfB:

P[X>x 3 Yiy]f_c'(—)z() P[Xix/é_-l

P(X>x;Yiy)iP[Y>x;YiyJ+P[XixiY;Yiy]

ile[Y/\y]+P[.‘-{_>_x;Yix/\y]

<gEIa] ¢ o &5 x> Y4
-si <y, ona: (xay px> g < BGrx > o)
<B E[XA(%)] .
< B EfY A @] *

< Bd E[Y Ay]

(1'existence d'une constante d permettant de justifier 1'inégalité (*) gera montrée

au point c¢) de la démonstration).

- Si x/B>y, ona: (xAy) P(Xix/B)in(Xiy)

E[X I\y]

d E[Y Ay] (*%)

(A

(toujours d'aprés c) ci-dessous).
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On obtient finalement (2.n) en premant C = 1 + c'<B-d.

c) Il reste amontrer 1'existence d'une constante d, qui ne dépend

que de c et B, telle que : pour tout z > O,

E[Xaz] < dE[Ynaz].
Posons f(x) = xAz. On a : £(Bx) < BE(x), et donc :
E[f] < ee[e Y] < B[df (x) P(X > Bx)
< Bde(x) {P[X > Bx ; Y < 6x] + P[X > 8x]}
< Bde(x) cs p(x > x) + BE[£(Y/ 6]
< BeS E[£(X)] + % E[£(V)],

et donc si & vérifie : 1-Bc§ > 0, on a :

E[f(x)] igﬁfaﬂ_ E[f(v)]. O

~

Ainsi , si X et Y sont deux variables positives qui satisfont 3 1'inégalité
(2.k'), avec B> 1, ¢, r > 0, constantes données, il existe, d'aprés la démonstra-

tion du théoréme (1.3), pour tous p,q avec : O <q<p<r, une constante C,

qui ne dépend que de p,q,r,B,c, telle que :

(2.p) P / vY] < c ¥*79].

Toutefois, pour poursuivre 1'étude comparée de 1'inégalité des "bons A" et de
la relation de domination, remarquons que 1'inégalité (2.k') a des conséquences
plus générales que (2.p). En effet, si 1'on effectue les mémes majorations que dans
la démonstration du théoréme (1.3), on obtient, si X et Y vérifient (2.k"), et si

o, : R, R, sont deux fonctions croissantes et continues a droite :

s

E[¢(X)1P(I/Y)] iE[¢(Y)¢(l/Y)J +c EU[ ]d¢(x){w(l/x) +—’? J/ dy(y) ]/yr}]
X 1
X
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En particulier, si p et q vérifient : p,r > q, on obtient, en prenant dans

1'inégalité précédente ¢(x) = xp, Y(y) = yq, 1'existence de deux constantes C

et C' qui ne dépendent que de ¢,B,p,q,r telles que :
Ex? / ¥4 < ¢ {[y*"9) + e[x*"9]}

< c' E[Yp-q],

la derniére inégalité découlant de (2.%).
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