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GEOMETRIE STOCHASTIQUE SANS LARMES

par P.A. Meyer

Université de Strasbourg
Séminaire de Probabilités 1979/80

Il y a une quinzaine d’années, alors que les relations entre la

théorie des processus de Markov et la théorie du potentiel étaient en plein

développement, P. Cartier avait dit qu’il ne suffisait pas de faire des pro-

babilités sur les espaces localement compacts, qu’il fallait en faire sur

des.structures riches, et en particulier sur les variétés. Il semble que sa

prédiction soit en train de se réaliser : dans un congrès international

comme celui organisé à Durham, en Juillet 1.980, par la London Mathematical

Society, et consacré aux intégrales stochastiques, un bon tiers des exposés

avaient un rapport avec la géométrie différentielle, et en particulier avec

le " Malliavin Calculus" , c’est à dire les méthodes inventées par Malliavin

pour établir des résultats d’hypoellipticité de manière probabiliste.
Le texte qui suit, et dont l’intérêt est surtout pédagogique, a pour

but de faciliter aux probabilistes l’abord de la géométrie différentielle.

Le point de vue adopté est celui de Schwartz : le langage naturel pour

travailler sur les processus à valeurs dans les variétés n’est pas celui

que l’on utilise le plus couramment en géométrie différentielle, mais celui

des vecteurs tangents et des formes d’ordre 2. Je n’ai pas cherché à aller

très loin, mais j’espère que cette présentation permettra d’aborder sans

trop de peine les travaux de Malliavin et de son école, de L. Schwartz, le

livre en préparation de J.M. Bismut. Un autre texte d’introduction, de beau-

coup plus grande ampleur, devrait paraître prochainement : le livre de N.
Ikeda et S, Watanabe " Stochastic Differential Equations and Diffusion Pro-

cesses’’ (2) .
Cet exposé doit beaucoup à des conversations avec d’autres mathémati-

ciens, ou à la communication de travaux non encore publiés. Tous mes re-

merciements vont donc, à L. Schwartz d’abord, pour de fructueuses discus-

sions ( l’une d’entre elles a fourni le thème principal ), puis à J. M.

Bismut, N. Ikeda et S. Watanabe, P. Malliavin ; D. Williams et R.J. Elliott

enfin, pour leur invitation à participer au congrès de Durham(1).

1. Le volume des Proceedings de Durham contiendra une version de ce texte,
en anglais, plus courte et rédigée dans un esprit assez différent.

2. Voir aussi le cours de Malliavin à Montréal (1978), "Géométrie diffé-

rentielle stochastique" .
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1. VECTEURS ET FORMES DU SECOND ORDRE

Nous désignons par V une variété de dimension v, de classe COO ( nous ne
considérerons dans la suite que des variétés, fonctions, champs, formes...
de classe Cm ). L’algèbre C°°(V) des fonctions réelles indéfiniment déri-
vables sur V sera simplement désignée par C, la plupart du temps.

Nous utiliserons presque toujours la convention de sommation d’Einstein,
consistant à omettre le symbole Li lorsque l’indice i est répété, une fois
en position supérieure et une fois en position inférieure ( nombreux exem-
ples plus bas ). Dans les cas douteux, les symboles E seront complètement
écrits.

a) Rappelons quelques notations et définitions de géométrie différentielle
élémentaire.

i,) Soit aeV . On appelle vecteur tangent en a un opérateur différentiel du

premier ordre en a, sans terme constant, c’est à dire une forme linéaire

u sur C possédant les propriétés
1) u( 1 )=0
2) Si feC a un zéro double en a ( i.e. s’annule en a, ainsi que ses dé-

rivées partielles d’ordre 1 dans une carte locale quelconque ), on a u(f)=0.

Soit une carte locale autour de a ; nous noterons ~i, dans toute
la suite, les opérateurs de dérivation partielle Alors les applica-

tions f~-> (D.f) sont des vecteurs tangents en a, et la formule de Taylor
à l’ordre 1 entraîne que tout ueT de manière unique 
( convention de sommation ). 

~ 

On note T(V) la somme de tous les espaces pour aeV : un élément

de T(V) est donc un couple (a,u) avec aeV, ueT (V). Si U est un ouvert de

V, on identifie T(U) à une partie de T(V) ; en particulier, si U est le
domaine de la carte locale (x~), un élément de T(U) est uniquement repéré
par les coordonnées a~ de a et les coordonnées u~ de u ( u=ulDi), et T(U)
est en bijection avec UxRv. Nous n’insistons pas sur la manière triviale
dont on munit T(V) d’une structure de variété C°° .

±L) On note T*(V) le dual de T (V), et T*(V) la somme des ( les élé-
ments de sont les vecteurs cotangents, ou formes, au point a ).

Soit feC ; nous notons dfa ( resp. df ) l’application u(f) sur Ta(V)
( resp. (a,u)~ u(f) sur T(V) ), et cette application est appelée la dif-

férentielle de f ( au point a, ou sur la variété ). Par exemple, les fonc-
tions u~ considérées plus haut sur T(U) sont simplement les dxl, de sorte
qu’à toute carte locale de domaine U est associée une carte 

sur T(U).
Les différentielles de fonctions sont des exemples de formes différen-

tielles, i.e. de fonctions Cm sur T(V), linéaires sur chaque Ta(V) .
1. J’ai oublié de dire qu’on note ainsi l’espace tangent à V en a i
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La restriction à T(U) d’une forme différentielle s’écrit de manière unique
où les fonctions u. sont Ce° dans U .

ü~.)Soit h une application d’une variété W dans V, et soit ceW, a=h(c) . On
peut associer à h une application h~, : Tc(W) ~.-~ Ta(V), définie par

h~(u), df >~ =  u, d(foh) >c si ueTc(W), feOoo (V)
En particulier, prenons W=3E. : h est alors une courbe dans V. En tout point
t de ~, désignons par Dt le vecteur tangent correspondant à la dérivée
usuelle : le vecteur tangent h*(Dt) au point h(t)eV est appelé le vecteur
vitesse de la courbe à l’instant t, et noté h(t). Si l’on prend une carte
locale (xi) autour de a=h(t), et si l’on pose au voisinage de t,
on a 

h(t) = hl(t)Di au point a .

b) 
. Divers auteurs ont étudié l’extension de ces définitions

à un ordre n quelconque : il y a en fait des différences
assez profondes entre les ordres 2 et >3, et il est heu-
reux que nous n’ayons pas à dépasser l’ordre 2.

i) Soit a un point de V. Un vecteur tangent du second ordre en a est un
opérateur différentiel au point a, sans terme constant, d’ordre 2, i.e.

une application À de C dans R, linéaire, telle que
1) À(1)=O
2) Si feC a un zéro triple en a ( i.e. s’annule en a, ainsi que ses

dérivées partielles d’ordre 1 et 2 dans une carte locale quelconque ), on

a B(f)=0.

L’espace des vecteurs tangents du second ordre en a est noté Ta(V).
Notons tout de suite qu’un opérateur différentiel d’ordre 1 est aussi
d’ordre 2 : : on a donc La somme de tous les espaces r (V) est

notée T(V), Si U est un ouvert de V, nous identifions r(U) à une partie
de T(V).

Regardons comment s’écrivent les vecteurs tangents d’ordre 2 : prenons
une carte locale autour de a, en supposant pour simplifier que les x~
s’annulent en a. Les opérateurs de dérivation partielle D. et D.. au point
a sont des vecteurs tangents du second ordre, indépendants ( ), car

Di(x03B1) = 03B4ai , Di(x03B1x03B2) = 0

Dij(x03B1)=0 , Dij(x03B1x03B2) = 03B403B103B2ij + 03B403B203B1ij

où 6 est un symbole de Kronecker, comme d’habitude. D’autre part, la condi-
tion 2) ci-dessus entraine que ces vecteurs engendrent T a (V). Tout élément
de Ta(V) s’écrit donc de manière unique 
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( 1 ) ) 03BB = 03BBiDi + 

où la seconde sommation se fait, non sur les couples (i,j), ij, mais sur

tous les couples (i,j), et la condition est imposée pour l’unicité.

Dans une seconde carte locale (Xl) autour de a, le même opérateur
s’écrira 03BB = 03BBi’ D., + 03BBi’j’Di’j’, la formule de transformation étant d’une
part

(2) 03BBi’j’ = D A1J

de sorte que les 03BBij se transforment comme les composantes d’une forme bi-

linéaire ( nous y reviendrons plus loin ), et d’autre part

(3) + A1 J

ce qui signifie que la formule de transformation des 03BBi fait intervenir
aussi les Autrement dit, les A1 ne sont pas les composantes d’un vec-
teur tangent du premier ordre. Ou encore, il n’existe pas, sur une variété,
de manière naturelle de décomposer un vecteur tangent d’ordre 2 en un vec-

teur tangent d’ordre 1 et un vecteur tangent "purement d’ordre 2" , comme

on peut le faire dans ~n grâce à la structure linéaire ( dans la formule

(3), le second terme à droite s’annule dans les changements de cartes liné-
aires ). Nous y reviendrons plus loin également.

Ces formules de changement de carte montrent que T(V) peut être muni
d’une structure de variété si les forment une carte locale sur

V de domaine U, les (xi, ~i, Xij) avec i~j définiront une carte sur l’ou-
vert T(U) de T(V).

ü) On appelle forme d’ordre 2 toute fonction COO sur T(V), linéaire sur
chaque Ta(V). Notons tout de suite que la restriction à T(V) d’une

forme d’ordre 2 est une forme différentielle ordinaire.

L’exemple fondamental en est le suivant : si feC, nous noterons d2fa
( resp. d2f ) l’application sur a (V) ( resp. sur

T(V) ) et nous l’appellerons différentielle seconde de f, au point a ou sur

V. Il est clair que d2f est une forme d’ordre 2, et il en est de même de

gd2f, où g est une fonction C°° sur V .

Pour écrire la différentielle seconde en coordonnées locales, nous

introduirons encore la notation suivante : étant données deux fonctions

feC, geC, nous définissons la forme d’ordre 2

(4) df,dg = ~( d2(fg) - fd~g - gd2f ) >
Alors :

LEMME. On a dans le domaine de la carte locale (x~)
(5) d2f = Dif + D..f dxi.dxj
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En effet, Boit a=(al) un point du domaine. On a
d2xi = d2(al-al) , dxi.dxj = 

de sorte que la formule à démontrer s’écrit

d2( f - (Rl-al) - (Rl-al) = 0

et elle se réduit à la formule de Taylor au second ordre.

t-.~ ~ ~.~ La formule (5) a une longue histoire: elle figure dans
0;,0 8. ~ ~ les anciens cours d’analyse, par exemple, chez Goursat,

comme un moyen très commode de manier le système des dé-
Q) op 

0) op ’ rivées secondes de f dans les changements de variables,
puisque.le côté gauche de la formule est intrinsèque. Il

o~ ~ +~ ~ +~ est vrai que les vieux auteurs défigurent (5) en décidant
().@ Q) que d2xi =0 lorsque les xi sont les "variables indépen-

dantes", ce qui ne veut rien dire. L’exposé le plus clair

U ~ que j’aie trouvé est celui diHadamard ( cours d’analyse de
Q) l’école polytechnique, 1917( )) , qui appelle (5) la diffe-

op &#x26; g rentielle seconde complète, et en souligne bien le carac-
N U‘ N tère invariant. Les auteurs modernes, à la suite de Bour-

op baki et de Dieudonné, ne conservent que la partie biliné-
o &#x26; aire de la différentielle seconde ( Dieudonné, FAM, VIII,

,~ ~, ,~ = o~ o~ n 12 ). A mon avis, les deux notions sont néce ssaires.

Noter les formules

(6) df , 0 ,

Les formes d’ordre 2 dxi.dxj (ij) et d2xi constituent en tout point
a une base de l’espace Tâ(V) dual de ~a(V), On en déduit qu’une forme dt
ordre 2 s’écrit localement

(7) 03C9 = aid2xi + ai.dxl,dxJ~ J

avec des coefficients ai, aij de classe Co° dans le domaine de la carte,
et de manière unique si l’on impose que aij=aji. Contrairement à ce qui se
produisait pour les opérateurs différentiels, c’est la partie du premier
ordre qui est ici intrinsèque:

aidxl
tandis que l’expression aijdxi.dxj ne se transforme pas comme une forme
bilinéaire dans les changements de cartes arbitraires.

Soit Z un champ de vecteurs tangents du second ordre ( ou, comme on dit

le plus souvent, un opérateur différentiel du second ordre ). On a ~,d2f>
=Z(f), donc aussi

(8)  Z, df.dg > _ ~( Z(fg)-fZg-gZf ) ,

On reconnaît là l’ «opérateur carré du champ» associé à Z , En particu-
lier, si L = 03BBiDi + on a

 Z, df.dg> = 03BBlJDifDjg
En tout point a, l’espace des différentielles dfa est en bijection avec
Ta. L’application (dfa, dga) ~ AlJDif(a)D.g(a) étant intrinsèque, on
voit que Z définit une forme bilinéaire symétrique intrinsèque sur l’espace
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cotangent T : cela "explique" la formule (2)
Nous reviendrons plus loin sur les formes d’ordre 2.

Soit f une fonction nulle au point a : connaître d2f
revient à connaître les dérivées partielles premières et
secondes de f en a, ou encore ce que l’on nomme le 2-jet
de f-f(a) en a. La formule (4) peut s’interpréter ainsi :
si f et g sont nulles en a, le 2-jet de fg en a ne dépend
que des 1-jets de f et g en a, d’où une opération qui
associe à deux 1-jets ( deux différentielles premières )
un 2-jet ( une différentielle seconde ). Nous n’utilisons
pas ce point de vue dans la suite.

iii) Soit h une application d’une variété W dans V, et soit ceW, a=h(c). On

peut associer à h une application linéaire h~, : Tc(W) --~ de la

manière suivante :

 h*(03BB), d2f >a =  03BB, d2(foh) >c ( fC~ (V)).

En particulier, prenons W--~ , En tout point t de ~, soit Dt le vecteur tan-
gent d’ordre 2 correspondant à la dérivée seconde usuelle : le vecteur tan-

gent d’ordre 2 au point h(t) est appelé le vecteur accélération de
la courbe à l’instant t, et noté h(t). Il s’écrit en coordonnées locales

(9) h* = + au point h(t) .

Il est amusant de remarquer que la connaissance de h
détermine celle de tous les produits donc celle de
la vitesse fi au si~ne près.

2. LE PRINCIPE DE SCHWARTZ

Soit X un processus stochastique ( sur 0, F, ~P, (Ft) comme d’habitu-

de ), à trajectoires continues -..il en sera ainsi dans toute la suite, sauf
mention expresse du contraire - et à valeurs dans V. Nous dirons que X est

une semimartingale si, pour toute fonction feC~, le processus réel foX est
une semimartingale ordinaire par rapport à la famille (Ft)’
a) Soit U le domaine d’une carte locale (x~), et soit Ecrivons

la formule d’Ito dans l’ouvert aléatoire prévisible {XU} :

d(foX)t = Dif oXt dXt + ’2DijfoXt 
D’un point de vue pédagogique, nous recommandons au lec-
teur de ne pas s’embarrasser du problème de localisation,
et de raisonner comme si V était munie de coordonnées
globales xl : les idées essentielles ressortiront bien
plus clairement :

Le côté gauche de cette formule ne fait intervenir aucune carte locale.

Le côté droit est donc indépendant de la carte utilisée, et cela suggère
que l’« opérateur différentiel au 

(10) dXt Di + 2 Dij
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Que nous noterons d2Xt dans la suite - est indépendant de la carte locale,
autrement dit, est un vecteur tangent du second ordre au point Xt, intrinsè-
quement associé au processus. Qu’est ce que cela veut dire ? Rien de plus
que la formule d’Ito elle même : que si nous prenons une fonction feC, un

processus prévisible borné (Ht), l’intégrale stochastique
t0 I{XsU}Hs  d2Xs,f> = t0I{XsU}Hs(DifXsdXis+DijfXsdXi,Xj>s)

a une signification intrinsèque. Le caractère invariant du vecteur tangent
d’ordre 2 d2Xt ne peut avoir qu’une interprétation heuristique, en raison
du dX~ qui figure en tête, et qui n’est même pas un véritable élément diffé-
rentiel. Néanmoins, ce caractère invariant, découvert par L. Schwartz, four-
nit un fil conducteur extrêmement utile pour le calcul stochastique dans
les variétés. Nous l’appellerons principe de Schwartz dans la suite.

b) Soit Yt une semimartingale continue réelle ; alors Yt se décompose de
manière unique en somme d’un processus à variation finie continue Yt c

( nul en 0 pour fixer les idées ) et d’une martingale locale continue Yt.
Suivant la terminologie de Jacod, les processus à variation finie Yt et

= Y,~>t sont appelés les caractéristiaues locales de Y. Si Y n’est

connue que dans un ouvert aléatoire prévisible A, on peut calculer les
mesures aléatoires IAdYt et que l’on appelle les caractéris-

tiques locales de Y dans A . L’extension au cas vectoriel est immédiate.
En particulier, prenons pour Yt la semimartingale réelle foXt , dans

l’ouvert prévisible Nous avons dans A

dYt = Dif oXt dXt + 

Le côté gauche étant indépendant de toute carte locale, il doit en être de
même du côté droit, ce qui signifie que le vecteur tangent du second ordre

(11) d Xt = dXt Di + 1 2 dXi,Xj>t Dij au point X t
est intrinsèquement associé au processus X. Nous l’appellerons le vecteur
tangent d’ordre 2 des caractéristiques locales de X . 

‘

La signification intuitive de ce fait est la suivante : formellement,
on a dYt = pour une semimartingale réelle. Ici, conditionnelle-
ment à les divers vecteurs tangents d2Xt sont tous au même point Xt
de V ; on peut donc en prendre l’intégrale, et on a ‘,

d Xt = ( formellement : ) , .
Contrairement à (10), on peut donner à (11) un sens précis : choisis-

sons un processus croissant réel (Ht) continu, tel que les mesures 
sur l’ouvert aléatoire ~XeU~ soient absolument continues par rap-

port à (Ht) 7 le plus souvent,_?n aura les applications Dési-
gnons par ht une densité de par une densité de 
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Alors le vrai vecteur tangent du second ordre

ÀtDi + 1 203BBijt Dij au point Xt
sur l’ensemble (XeU), est intrinsèquement associé au processus, au sens
suivant : si l’on change de carte locale sur U, les vecteurs tangents
d’ordre 2 correspondants ne diffèrent que sur un.ensemble dH -négligeable.

c) Les deux vecteurs tangents du second ordre d2Xt et d2Xt étant placés
au même point, on peut considérer leur différence, qui s’écrit

(12) d2cXt = dt Di
C’est en fait un vecteur tangent du premier ordre. Cette remarque a été

faite par Schwartz dans son livre [1], p. 66 et suivantes.

REMARQUE. La semimartingale X est à variation finie ( dans l’ouvert aléatoi-

re si et seulement si les crochets sont nuls dans cet

ouvert. Cela revient à dire que ( ou est constamment du premier
ordre dans l’ouvert. Il faut donc se garder d’interpréter d2Xt comme une
accélération : c’est bien une vitesse, et les termes du second ordre pro-

viennent du caractère ~~ brownien" de la trajectoire.

3. CONNEXIONS

La notion de connexion marque la frontière de la géométrie différentiel-

le véritable, et c’est une idée relativement difficile à assimiler. Nous

espérons convaincre notre lecteur, dans ce paragraphe, qu’il s’agit d’une

idée particulièrement simple et intuitive pour les probabilistes, à condi-

tion de disposer du langage du second ordre.

a) Plaçons nous d’abord sur ~n, et considérons un opérateur du second or-

dre à coefficients constants, générateur d’un " mouvement brownien" X . Cet

opérateur s’écrit ( en supposant nul le terme d’ordre 0 )

03BB = 03BBiDi + 03BBijDij

où la forme bilinéaire de coefficients Àij est positive, mais peut être
dégénérée. Si les Ài sont tous nuls, X est une martingale, le mouvement

moyen de X est nul. L’addition de carespond alors à celle d’une dérive
déterministe ( ou drift, comme on dit en franglais ). Sur une variété, on
ne sait pas définir de manière intrinsèque la " partie du premier ordre ’

d’un opérateur du second ordre, et cela nous empêche de définir le mouve-
ment moyen instantané d’une semimartingale, et la notion de martingale.
Nous introduisons donc la notion qui nous est nécessaire :

DEFINITION 3.1. On appelle connexion au point a de V une application li-

néaire r T (V) -> T (V), qui induit l’identité sur T (V). Si 03BB est un
vecteur tangent d’ordre 2 en a, ra(A) est appelé la dérive de A .
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Soit À = + un vecteur du second ordre en a ; pour savoir

calculer ra(~) il suffit de connaitre r a (D. J. )=D. J. et on pose

(13) Ix.(a)Dk
avec puisque D..=D.. ( en langage de géométrie différentielle, nous
ne considérons ici que des connexions sans torsion ). Les coefficients
I~.(a.) sont appelés les symboles de Christoffel de la connexion au point a

( dans la carte (x~)).
Il est alors facile de définir ce qu’est une connexion sur V : c’est

un champ de connexions en chaque point de V, les symboles de Christoffel
étant des fonctions C~ dans le domaine de chaque carte locale.

Explicitons une propriété évidente, mais fondamentale, des connexions :
soit L un opérateur du second ordre sur V ( i.e. un champ de vecteurs du

second ordre ) : alors r(L) est un champ de vecteurs du premier ordre, et

l’on a pour toute fonction f sur V

(14) r(fL) = fr(L)

En particulier, soient X et Y deux champs de vecteurs du premier or-

dre ; leur produit XY ((XY)f = X(Yf) : rappelons qu’un vecteur tangent est
un opérateur différentiel ; ) ) est un champ de vecteurs du second ordre, et

r(XY) est à nouveau un champ de vecteurs ordinaire. On pose

(15) r(xY) = VXY
et on l’appelle la dérivée covariante du champ Y suivant le champ X. Calcu-
lons la explicitement , en posant 

Yf = ; XYf = + 

XY = 

2014 J J 

r(XY) =. ou 03BEi(Di ~k + ~j0393kij)Dk
La définition la plus usuelle des connexions - plus préci-
sément, des connexions linéaires - car il y en a d’autres,
que nous rencontrerons plus loin - part de la notion de dé-
rivée covariante. Celle que nous avons donnée remonte à
Ambrose, Palais et Singer, Sprays, Anais Acad. Bras. Cien-
cias 32, 1960, p. 163. 

‘

Il sera souvent avantageux pour nous de considérer une connexion, non

pas comme un opérateur qui transforme les vecteurs d’ordre 2 en vecteurs

d’ordre 1 en induisant l’identité sur T(V) , mais dualement, comme un opéra-
teur qui transforme les formes d’ordre 1 en formes d’ordre 2, en préservant
la restriction à T(V). Ainsi

(16) ( et si feC ) . °
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b) Illustrons maintenant la simplicité de cette notion de connexion par
divers exemples, empruntés soit à la géométrie différentielle, soit aux

probabilités.

i) La notion de géodésique . Soit une courbe h :  ~ V . On dit que h

est une géodésique ( pour la connexion r ) si r(h(t)) = 0 tout le long
de la courbe. Ayant calculé f~~ ( formule (9)), nous voyons que l’équation
des géodésiques est

(17) (k=1,...,v )

Voir plus bas : note sur l’équation des géodésiques.

ii) Application à la mécanique . Prenons V=3, et considérons l’équation de
la dynamique newtonienne, sous sa forme "naive "

= F(x(t)) ( ou F(x(t), x(t)) )
F désignant un champ de forces ( vecteurs d’ordre 1 ). Nous avons vu plus
haut qu’une accélération n’est pas un vecteur d’ordre 1, donc cette équation
n’est pas homogène : on doit donc l’écrire

mr(x(t)) = F(x(t)) ( ou F(x(t), x(t)) )
où r est la connexion sur n3 dont tous les symboles de Christoffel sont
nuls, dans les coordonnées usuelles sur R3. Cette forme de l’équation de
la dynamique est maintenant invariante par les difféomorphismes de 23
( la connexion r étant la connexion riemannienne de n3, nous verrons plus
loin que cela revient à écrire les équations de Lagrange ).

~~)-;~ales ( locales ) à valeurs dans une variété. Soit X une semimar-
tingale à valeurs dans V. Le principe de Schwartz nous dit que d2Xt et

se transforment comme des vecteurs tangents du second ordre : on peut

donc leur appliquer r . Nous dirons que X est une martingale ( locale ) à

valeurs dans V si autrement dit, si pour toute carte locale (x~)
de domaine U, pour tout k=1,...,v .-,

(18) dX~ + est une différentielle de martingale
~ " J " ~ locale réelle, dans l’ouvert prévisi-

ble 

Ainsi, les martingales ( locales ) à valeurs dans R9, pour la connexion
usuelle, sont les martingales locales usuelles. Les martingales proprement
dites ne pouvant être définies dans les variétés générales, le mot " locale"

sera presque toujours supprimé. Nous remettons les exemples à plus tard.

Cette notion est due à J.M. Bismut, bien qu’il n’utilise pas
lui même la terminologie des "martingales à valeurs dans V" :
je l’ai apprise de lui au cours d’un exposé à Paris en Décem-
bre 79, et ne puis pas pour l’instant donner de référence plus
exacte.
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Note sur l’équation des géodésiques

c) Ceci est une digression, destinée à présenter aux probabilistes peu fa-
miliers avec la géométrie différentielle quelques résultats classiques de
cette discipline, dont nous nous servirons plus tard à l’occasion. On trou-
vera par la suite une ou deux autres digressions de ce genre.

Commençons par le cas où muni d’une connexion r dont les symboles
de Christoffel sont C~ à support compact. Le système géodésique s’écrit

dxk dt = xk dxk dt = -0393kij(x(t))xixj

où l’on peut se fixer les conditions initiales xk(0)=ak , On ne
peut appliquer à ce système la théorie de l’existence et de l’unicité pour
les systèmes lipschitziens, car il n’est que localement lipschitzien. Néan-
moins, on sait qu’il existe une solution maximale x t unique, définie dans
un intervalle ]a,b[ avec a0b, telle que

ce

Mais en fait les sont à support compact, donc la trajectoire s’éloi-
gnant à l’infini finit par entrer et rester dans l’ensemble où ils sont nuls,
et se réduit donc pour t assez grand à une droite parcourue d’un mouvement
uniforme. Il en résulte que a=-oo, b=+oo , et les solutions n’explosent pas.

Ce point étant acquis, on désigne par la valeur à l’instant s
de la solution x(t) telle que x(0)=a, et on vérifie que

= 

L’application est CQ) en ses trois arguments. En particulier, cal-
culons l’application linéaire A tangente à Exp (03BE) en 0 ( s=1 ). On a

A(~) =g~ donc A est l’identité, et le théorème des fonc-
tions implicites entraîne que Expa induit un homéomorphisme d’un voisinage

de 0 dans R sur un voisinage de a dans 
’

Ce résultat étant de nature locale, nous pouvons revenir au cas d’une
variété V quelconque, dont nous fixons un point or ( nous munissons T (V)d’une distance euclidienne ). Etant donné nous désignons par s

la géodésique maximale x(t) telle que x(0)=a~ ( a priori,
cette géodésique n’est définie que sur un intervalle ]a,b[, a0b ). Alors
il existe r>0 telle que, pour 

- soit définie sur un voisinage J-1-e,1+e[ de [-1,1J
- soit un homéomorphisme de 1 sur un voisinage W

de a dans V. ~

Définissons alors une carte - dite carte normale, ou carte exponentielle -
au voisinage de or, de la manière suivante : choisissons des coordonnées
linéaires yl ( relatives à une base orthonormale pour la distance
euclidienne utilisee ) et posons sur Wa

X1 = yiExp-103B1
Alors W. est représenté dans la carte par la boule et la propriété
essentielle de la carte normale s’écrit ainsi : pour tout §, !~)r, la
courbe ( -1t1 ) est géodésique, c’est a dire 

=

. 

= 0 
. 
k=1,...,v 

_ _Faisons d’abord k 0 : comme les 03BEi sont arbitraires, et 0393kij=0393kji, nous pouvonsen déduire que tous les symboles de Christoffel relatifs à



56

une carte normale s’annulent au centre de la carte. Dérivons ensuite la
relation précédente par rapport à t :

= 0

d’où en faisant t=0 la relation

(19) + + = 0 ( k=1,...,03BD) .

Cela suffit pour l’instant, mais nous aurons sans doute l’occasi.on de re-
venir là dessus par la suite.

4. INTEGRALES DE STRATONOVITCH ET D’ITO

Dans ce paragraphe, nous allons intégrer des formes déterministes très

régulières sur des 1-chaînes aléatoires très irrégulières ( des morceaux de

chemins tracés par une semimartingale ). En fait, ceci n’est que le début

d’une théorie très riche, que l’on trouvera développée dans les travaux de

Bismut : la partie présentée ici semble parvenue à maturité, tandis que le

reste est en pleine croissance.

L’idée générale du paragraphe est la suivante : l’"accroissement infi-

nitésimal" d’une semimartingale étant un objet du second ordre, les êtres

que l’on sait naturellement intégrer le long des trajectoires sont les formes

du second ordre. Ceci dit, le langage usuel de la géométrie différentielle

n’est pas du second ordre, mais du premier : il faut donc savoir transformer

les formes du premier ordre en formes du second ordre, pour les intégrer.
Il y a pour cela deux procédés naturels, de caractère géométrique, non pro-
babiliste. Le premier donne lieu à l’intégrale de Stratonovitch, et le se-

cond à l’intégrale d’Ito.

a) Compléments sur les formes du second ordre . Nous avons défini au § 1, b),
les formes du second ordre, la différentielle d2f, le produit df.dg de

deux différentielles. Nous allons maintenant étendre le domaine des opéra-
tions d et ..

LEMME. Etant données deux formes du premier ordre on peut définir des

formes du second ordre, notées w.Q , de sorte que les propriétés sui-

vantes soient satisfaites

1) L’application d est R-linéaire ; d(fw) = fdw + df. ( feC ) ; d(df)=d2f.
2) L’application , est R-bilinéaire symétrique, et on a (feC)
3) Si U est ouvert dans V, on a et .(1)
et ces deux propriétés caractérisent uniquement les deux opérations.

Démonstration ( triviale ). D’après 1), nous avons d(fdg)=fd2g+df.dg,
de même d(gdf)= gd2f+df.dg, et on en déduit que df.dg a bien sa valeur
donnée par la formule (4). Ainsi, ces conditions déterminent uniquement
df.dg ( donc aussi (adf).(bdg) pour a,b,f,g eC ), et donc aussi d(fdg)
d’après 1).
1. En fait, la condition 3 est inutile.
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Soit U le domaine d’une carte (x~) ; dans U cu et a s’écrivent et

a.dxj respectivement. Alors on a dans U, d’après la condition 3) 
dw = + = 

d’où l’unicité dans U, et dans V en recouvrant la variété par des domaines

de cartes locales. Quant à l’existence, l’unicité qui vient d’être établie

entraîne que les expressions qui viennent d’être données en coordonnées

locales sont en fait intrinsèques : elles se recollent donc bien, et la

vérification des propriétés 1), 2), 3) est facile!1)
b) Intégration d’une forme du second ordre le long d’une semimartingale.

X désigne à nouveau une semimartingale à valeurs dans V. Rappelons

qu’en théorie de l’intégration sur les variétés, on intègre des formes, non
seulement sur des chemins, mais sur des chaînes , , qui sont des sommes de

chemins, multipliés formellement par des coefficients convenables. Ici, nos
multiplicateurs seront des processus prévisibles réels bornés.

Donnons nous donc une forme du second ordre n, un processus prévisible
borné K. Nous allons définir un processus réel Yt = 1 t n , , qui sera une

semimartingale ordinaire, satisfaisant formellement à 0

(20) dYt = Kt  d 2 Xt,fT > et 

Pour définir Y, y nous adopterons une convention : lorsque nous parle-
rons d’une carte locale de domaine U, nous supposerons que les x~ sont
des fonctions appartenant à C, et formant une carte locale sur tout un voisi-

nage de U ; ainsi, les processus Xi=xioX seront des semimartingales réel-
les, définies sur tout et non dans un ouvert aléatoire 

Construction de Y. Soit d’abord U le domaine d’une carte locale (xl) (au
sens précédent). Dans U, nous pouvons écrire

ff = + 

avec des coefficients a., a.. de classe COO au voisinage de U. Nous définis-
sons alors

KI{XeU}.Xt0 03C0 = 03A3i t0 KsI{Xs~U}ai(Xs)dXis

et le principe de Schwartz nous permet d’affirmer que ceci est indépendant
de la carte de domaine U, utilisée dans cette représentation.

Considérons ensuite un recouvrement localement fini (Ua) par des domaines
de cartes locales, et considérons une partition de l’unité (ha) subordonnée.
Posons H~= haoXt’ de sorte que que nous pouvons définir

par le procédé ci-dessus

n 

..

1. Noter la formule > =  h(t), dw > pour toute courbe h(t).
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Nous posons maintenant Y= E Y~ , ce qui a un sens, car une trajectoire

X ((o) ne rencontre, sur un intervalle compact [0,t], qu’un nombre fini de
domaines Ua de cartes locales : soit P n la loi P conditionnée par l’évé-
nement

j X ne rencontre que n ouverts U03B1 au plus sur [0’tJ }

Alors Y est une semimartingale sous la loi P , sur [0,t], et d’après un thé-
orème de Jacod, Y est une semimartingale sous la loi P « 2 

Reste à vérifier que Y ne dépend pas du recouvrement, ni de la partition
de l’unité utilisés. Plutôt que de passer du temps à des choses de ce genre,

dressons un catalogue des propriétés utiles de l’intégrale stochastique de

formes du second ordre.

c) Quelques propriétés

1) D’une manière générale, si l’on connaît Yt = It n , on a
K.Xt0 03C0 = t0 Ks dYs

Gela nous permettra de nous passer du multiplicateur la plupart du temps.

2) Si ae C, on a

g~X~ / t an 
3) On a

It d2f = f(X~) - t
4) On a f df.dg =  f(X), g(X) >t

Xt 0
5) Soient V et W deux variétés, h une application de V dans W, Z la semi-

martingale hoX à valeurs dans W . Alors on a

/+ n = It h*n où n est une forme du second ordre sur

ZO 0 W, et h*n est son image réciproque sur V(1).
6) Si X est à variation finie, 1 t n = 1 t TT 1 -où ft. est la restriction de

XO ~0
n à T(V), forme du premier ordre, intégrable au sens de Stieltjes sur
tout chemin à variation finie.

Les démonstrations sont laissées au lecteur.

1. Définie par  X, h n > =  n > si B est un vecteur tangent d’ordre
2 sur V - en fait, le calcul est immédiat : 

et = foh h~(c~), Incidemment, citons une formule
agréable pour le calcul de h~,(~) : si X est au point a de V, et si les ya
sont les coordonnées locales sur W autour de h(a), on a h~,(~) = 
+ où ha=yaoh et X(.,.) est la forme bilinéaire associée à À.
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REMARQUE. L’emploi du " multiplicateur " K pourrait être remplacé par une
notion plus générale : on pourrait définir sans difficulté > ,
où (rr ) est un processus prévisible à valeurs dans l’espace 0 des formes
d’ordre 2 sur V. Nous n’avons pas eu besoin de cette extension, et nous la
laissons de côté.

7) Enfin, sans insister non plus, signalons que si l’on pose t n ,

de sorte que, formellement 
K~X~

dYt = Kt  d2Xt, Ti >

on peut calculer la décomposition de la semimartingale Y,, au moyen du vec-
teur tangent d’ordre 2 des caractéristiques locales de X :

dYt = d2Xt , 03C0 > , et donc dYt = dYt-dYt = Kt  d Xt-d Xt’ n 1 > .
( cf. (11), (12)). On peut aussi donner une expression intrinsèque à Y,Y> :
soit toujours on a

= 

2/ K~ ( voir aussi (24) plus bas )

Ces formules n’ont pas d’intérêt particulier ( sauf pour donner des problè-
mes d’examen ).

d) Intégrales de Stratonovitch et d’Ito. Nous définissons maintenant l’in-
tégrale d’une forme w d’ordre 1 sur les trajectoires d’une semimartin-

gale X .

DEFINITION. On appelle intégrale de Stratonovitch de w sur la chaîne K.X
la semimartingale

t 
w _ 

t 
dw

Soit r une connexion sur V. On appelle intégrale d’Ito de w la semimartin-
gale

1 t nuK.XD
Les formes du second ordre dw et Fh) ont été définies de manière purement

géométrique : Fu) au paragraphe 3 ( of (16)), et du au début de ce paragraphe.
Les deux intégrales sont ici présentées sur le même pied : noter toutefois
que si l’on travaillait sur des formes w peu régulières, la formation de du
exigerait plus de différentiabilité que celle de rw ; cela correspond à l’as-
sertion usuelle, suivant laquelle l’intégrale de Stratonovitch est " moins

générale" que l’intégrale d’Ito.
Expliquons la terminologie par un exemple simple : prenons V=R2 ( avec la

connexion r dont les symboles de Christoffel sont nuls dans la carte usuel-
le ) et prenons X=(Y,Z), où Y et Z sont des semimartingales réelles, et
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00 = ydz , de sorte que

dw = yd2z + dy.dz rw = yd2z
Alors (0393)Xt0 03C9 = t0YsdZs
l’intégrale stochastique ordinaire y.Z au sens d’Ito, tandis que

(21) Xt0 03C9 = t0 YsdZs + 1 2Y,Z>t

qui est l’expression usuelle de l’intégrale de Stratonovitch, que nous
noterons Y*Z dans la suite. De manière encore plus concrète, si X est une
semimartingale réelle, et 00 est la forme f(x)dx,.on a

(0393)Xt0 03C9 = t0 f(Xs)dXs 
, Xt0 03C9 = t0f(Xs)*dXs =

t0f(Xs)dXs + 1 2t0f’(Xs)dX,X>s.
Avant d’étudier de manière plus détaillée les propriétés des deux in-

tégrales, remarquons que dw-rw est une forme dont la restriction à T(V) est

nulle, donc It dw-rw ne fait intervenir qu’une intégration par rapport auxXo
crochets de X. Les deux intégrales ne diffèrent donc que d’une semimartin-

gale à variation finie.

Propriétés : Intégrale de Stratonovitch

1) La propriété fondamentale de l’intégrale de Stratonovitch, celle qui la
rend plus importante en fait que l’intégrale d’Ito, est la suivante :

(22) si jt df = f(Xt) - f(XO)

Cela résulte de la propriété 3) de l’intégrale stochastique des formes
d’ordre 2, deux pages plus haut.

2) Nous allons étendre cette propriété. Il est bien connu en géométrie dif-
férentielle que l’on peut définir l’intégrale d’une forme fermée le long
d’un chemin continu ( alors que pour une forme quelconque le chemin doit
être supposé différentiable ). Cela donne un sens à la tautologie apparente

(23) Si Q est fermée , jt G = ft Q p.s.

x0 x0
( du côté gauche, on a une intégrale stochastique de Stratonovitch, du
côté droit, une intégrale calculée de manière déterministe, trajectoire par
trajectoire ). Dans le cas des ouverts de Rn, ce résultat est dû à Yor, et
il a été étendu aux variétés par Ikeda et Manabe .

Démonstration. Recouvrons V par des ouverts Ua possédant la propriété
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suivante : il existe fQteC telle que dans U . Désignons aussi par

(tni) la n-ième subdivision dyadique de [O,t] Pour toute applica-
tion 03C6 de {0,...,2n-1} dans l’ensemble des indices a désignons par An
l’événement

) 00 : pour tout i, pour }

et soit Un argument de continuité uniforme montre que An~03A9.
Soit 03C6 tel que et soit la loi P conditionnée par 

La propriété 1) de l’intégrale de Stratonovitch entraîne que, P -p.s.
= ~i 

ce qui est aussi la valeur de l’intégrale déterministe de 0 le long de
la trajectoire. La relation (23) ayant lieu pour tout couple

tel que a aussi lieu p-P.s.. 
n’T

Cette démonstration fait usage à plusieurs reprises de
l’invariance de l’intégrale stochastique par changement
de loi absolument continu ( Dellacherie-Meyer, Proba-
bilités et Potentiel, n°VIII,12 ), qui s’étend évidem-
ment au cas des variétés.

3) Considérons deux formes p et a , et deux semimartingales

Yt = K.Xt0 03C1 , Zt = L.Xt0 03C3
Alors on a

(24)  Y,Z >t =2KL.Xt0 03C1.03C3 ( ce résultat s’applique aussi aux
intégrales d’Ito )

En effet, il suffit de montrer que = 2/ 
l { 

t P.Q pour

tout ouvert U, domaine d’une carte (X2). Remplacant I{XeU}KL.X
alors K,L par sans changer de notation, écrivant

a=s.dxj, on a

Yt ~ t0Ku ri (Xu) dXiu , Zt ~ t0Lusj ( Xu) dXju
( le symbole - signifiant que l’on néglige des termes à variation finie )
donc 

 Y,Z >t = t0 Ku Lu ri(Xu)sj (Xu)dXi,Xj>u

tandis que 1 t p.a = 1 2t0 KuLu ri(Xu)sj(Xu)dXi,Xj>u .
4) Supposons connue la semimartingale Yt = M , et soit feC. Peut on

calculer la semimartingale Zt = It fu) ? La 0 réponse est
(25) Zt = 1 t 

XO

On a en effet Zt = jt fdw + df.(o . Le premier terme vaut Itf(X )dY .X~ 0 s s
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Le second vaut 9 f(X),Y >t d’après (24). En ajoutant on obtient bien
l’intégrale stochastique de Stratonovitch f(X)*Y .

5) Soient V et W deux variétés, h une application de V dans W, Y la semi-

martingale hoX à valeurs dans W ; alors pour toute forme fi) sur W on a

Xt0 
h*03C9 = 

Yt0 
03C9

( évident ).

Propriétés : Intégrales d’Ito.

1) Certaines propriétés sont évidentes, par exemple la formule (24) ou l’ana-

logue de (25) : si Yt = (r)j, w , Z = (i’)j alors 

2) L’intérêt de l’intégrale d’Ito vient surtout de ses rapports avec la
notion de martingale à valeurs dans V . On a en effet le résultat sui-

vant : our ue X soit une martingale à valeurs dans V ( pour la connexion
r ), il faut et il suffit que, pour toute forme w du premier ordre, Yt =
(r) It M soit une martingale locale réelle.

~0 .

En effet, soit U le domaine d’une carte locale (x ). Ecrivons dans
U 03C9=aidxi ; on a

et l’énoncé en résulte sans peine, compte tenu de (18) .

3) Terminons ce long paragraphe sur la forme intrinsèque de la formule
d’Ito ( due à Bismut, sous une forme un peu différente, comme l’essen-

tiel des résultats de ce paragraphe ). C’est tout simplement la formule

(26) It + It 
X X Xs s s

En effet, prenons le côté gauche se réduit alors à f(Xt)-f(Xs).
Du côté droit, le terme de droite est un processus à variation finie, ne

contenant que les crochets de X, et le premier terme est une martingale
locale réelle si X est une martingale à valeurs dans V. En particulier,
si V=2n avec la connexion triviale, on obtient exactement la formule d’Ito

classique.

5. UN PEU DE GEOMETRIE RIEMANNIENNE

La suite logique du paragraphe 4 est le paragraphe 6, mais nous préfé-
rons nous interrompre, pour introduire un peu de diversité, et quelques
exemples aussi ( de connexions et de processus ).
a) On sait que la donnée d’une structure riemannienne sur V est celle

d’un produit scalaire ( Î )a sur l’espace tangent Ta(V), en tout point
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de V . En coordonnées locales, si et sont deux vecteurs

tangents en a , on écrit

(xIY)a= gij(a)xiyj
et on suppose que les coefficients sont C°° dans le domaine de la
carte. On considère aussi le cas où la forme bilinéaire symétrique ( 1 )
est non dégénérée en tout point, mais non nécessairement positive, et on
parle alors de structure pseudo-riemannienne.

La donnée d’une forme bilinéaire non dégénérée sur Ta(V) équivaut à
celle d’un isomorphisme entre T (V) et Ta(V), ou encore à celle d’une forme
bilinéaire non dégénérée sur T*(V) ( algèbre linéaire élémentaire : ).
Si u=u.dx i et sont deux vecteurs cotangents en a, on écrit

(u|v)a = gij(a)uivj avec gijgjk=03B4ki

Cette forme bilinéaire sur T*(V) est peut être plus importante pour les
probabilistes que la forme bilinéaire sur T(V). En effet

i) Soit L un opérateur différentiel du second ordre ( en coordonnées
locales , L=ÀiD. + 03BBijDij). Introduisons l’opérateur carré du champ
associé, déjà vu dans la formule (4)

(dfjdg)L =  L, = = AlJDifD.g
Les veeteurs cotangents au point a étant exactement les df nous voyons
que L détermine une forme bilinéaire symétrique sur T (V)
(27) = Àiju.v. ( 

Dans.le cas des opérateurs associés aux diffusions, cette forme bilinéaire
est positive, mais elle est fréquemment dégénérée, de sorte qu’il ne lui
correspond pas une forme bilinéaire symétrique sur Ta(V), i.e. une struc-
ture riemannienne. L’étude de la géométrie associée à un tel opérateur L
n’a pas été poussée très loin, semble t’il.

ii) Considérons encore un produit scalaire (ulv), positif, mais éventuel-
lement dégénéré, sur les espaces T:(V) : il existe pour tout a une mesure
gaussienne unique y sur Ta(V), centrée, et telle que

T 1 (V) (x) = ( u i v ) a
Bien entendu, on pourrait faire la même chose dans l’autre sens, mais il
est plus naturel, semble t’il, que l’on voie apparaître une loi de probabi-
lité sur TJV) que sur 

Une dernière remarque : étant données une forme bilinéaire g sur T (V)
( en coordonnées locales, ), une forme bilinéaire B sur

T (Y) ( À(u,v)= ), l’expression g,A> = est intrinsèque.
Soit en effet g l’opérateur de T (V) dans T*a(V) associé à
g : g(x) = et A l’opérateur due Ta(V) dans
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T (V) associé à À : l~(u)= A alors Àg est un opéra-
teur sur T (V), dont  > est la trace.

En particulier, si X est un vecteur tangent du second ordre en a, l’expres-

sion est intrinsèque : autrement dit, on peut aussi considérer g
comme forme du second ordre dont la restriction au premier ordre est nulle :

eette forme s’écrit ( une belle trivialité ! ).

Une conséquence qui m’a été signalée par Emery : si X est
une semimartingale à valeurs dans V, variété munie de la

structure (pseudo)riemannienne g, l’expression
t0 gij(Xs)dXi,Xj>s

est intrinsèque, et représente une sorte de longueur natu-
relle pour le processus. Par exemple, le mouvement browniennaturel de IR2 est de longueur nulle pour la métrique de
Lorentz dx2-dy2.

b) Connexion associée à une structure riemannienne .

Le théorème le plus important de toute la géométrie différentielle est

peut être celui qui associe, à toute structure riemannienne, la "connexion

de Levi-Civita" correspondante. Nous allons en donner ici une démonstration

tout à fait fantaisiste, au moyen du langage du second ordre ( pour la dé-

monstration classique , voir n’importe quel traité de géométrie différen-

tielle ). Cette démonstration utilise, pour la première fois, une dérivée

de Lie : on consultera à ce sujet, à la fin du paragraphe, la note sur les

dérivées de Lie.

Revenons à la définition des connexions ( définition 3.1 ). Pourquoi la

dérive d’un vecteur du second ordre doit elle être un vecteur du premier
ordre plutôt qu’une forme du premier ordre ? Donnons donc le nom fantai-

siste de nexion au point a à une application linéaire G : -T*(V).
Une telle nexion est déterminée par les " symboles de Christoffel"

Ga(Di) = gijdxj , Ga(Dij) = gkijdxk ( gkij=gkji )

La forme bilinéaire g(x,y) = > = gi.xlyj et la nexion G sont dites
associées l’une à l’autre. Une nexion sur V est un champ G de nexions en

tout point de V, dont les symboles de Christoffel sont des fonctions C°°

dans le domaine de toute carte locale. Dualement, une nexion sur V est un

opérateur qui transforme un champ de vecte, u_rs X en une forme d’ordre 2 G(X),
linéairement en tout point, avec G(fX)=fG(X) si feC .

Ces définitions étant posées, le théorème fondamental s’énonce ainsi :

THEOREME. Soit g une forme bilinéaire symétrique. On définit une nexion G
associée à g en posant ( formule classique des symboles de Christoffel )

(28) 
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( l’ordre des indices est le même du côté gauche, et dans le terme pré-
cédé du signe - à droite ).

Démonstration. Nous allons calculer directement G(X) pour un champ de vec-

teurs X, de manière intrinsèque . Nous introduisons la forme du premier
ordre correspondant à X par la forme g :

si X = 03BEiDi , X = 03BEigijdxj
L’opération X~ X est parfaitement intrinsèque, et dX est une forme du

second ordre. Introduisons aussi la forme du second ordre

T = 1 2gijdxi.dxj
Sa dérivée de Lie LXT ( voir plus bas ) est une forme du second ordre, et
nous posons

(29) G(X) = di - lxT
et vérifions que c’est la nexion cherchée. Pour cela, nous écrivons

Digk 
LXT =

Or l f =  X,df >, donc même, donc

d ~ k - dx. Ainsi 

G(Xj + 

....

+ Di’ ( 
Le dernier terme disparait en raison de la symétrie, et en récrivant cor-
rectement le second terme ( symétrie entre i et j ) il reste

G(X) _ f; k ( 
Le côté gauche est intrinsèque, du côté droit on a une forme d’ordre 2,
et on lit que G(fX) = fG(X), Q

Ayant défini la nexion G, nous définissons la connexion r en transfor-
mant les formes en vecteurs grâce à la forme bilinéaire g : si 
;. est le champ de vecteurs et de sorte que

0393(dxk) = G(gkrDr) = gkrgrid2xi + gkrgrijdxi.dxj
= d2xk + 0393kijdxi.dxjrij avec 0393kij= gkrgrij

En particulier, nous avons M - M , et la formule (29) devient, pour la
connexion r elle même

(30) rco =. dw - 

REMARQUE. La démonstration ci-dessus n’est pas aussi fantaisiste qu’on l’a
dit : au lieu de dire que X est un champ, appelons le déplacement virtuel,
et notons 6xi ses composantes. Considérons d’autre part une courbe
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h(t), et appelons force vive l’expression  T, h > = Alors on a

 G(X), h > = ( d dt(~T ~hi)-~T ~hi)03B4xi
et on a tout simplement traduit en langage du second ordre le caractère

intrinsèque des équations de Lagrange. Cette relation entre la connexion
riemannienne et la mécanique est.tout à fait classique ( E. Cartan, espaces
de Riemann, p. 41-42 ).

Il y a une propriété de la connexion riemannienne qui est fondamen-

tale, y et que nous n’avons pas obtenue par cette méthode, c’est la suivante :

(31) = où X,Y,Z sont trois champs de
vecteurs

( à droite, on a l’opérateur différentiel X, appliqué à la fonction (YIZ) ;
le côté droit est souvent noté Vx(YIZ) . Voir plus bas la note sur l’exten-
sion de la dérivée covariante ). Le mieux est de faire la vérification à
la main

VXY = (03BEiDi~k+03BEi~j0393kij)Dk , (VxYl z) = g lk03B6l(03BEiDi~k+03BEi~j0393kij) ...
°- La démonstration classique procède en sens inverse : elle

part de (31) et du calcul omis ci-dessus pour aboutir à
(28), puis aux symboles de Christoffel de la connexion. La
connexion riemannienne est donc caractérisée comme la seule
connexion ( sans torsion ) satisfaisant à (31).

Signalons une conséquence des formules (28). L’équation des géodésiques
de la connexion riemannienne s’écrit

x + ou encore 

Plaçons nous alors au centre d’une carte normale ( ~ 3, d) ). Nous avons

=0 pour tout rjk, ce qui ( compte tenu de (28) ) entraine

(32) pour tout triplet r,j,k

Ensuite, à la manière de (19), nous avons

(33) centre de la carte. °

c) Le mouvement brownien d’une variété riemannienne. La plus célèbre carac-

térisation du mouvement brownien dans I.n affirme que toute martingale
continue X, telle que = est un mouvement brownien.. Par ana-

logie, on définit sur une variété riemannienne V ( métrique g ) :
DEFINITION. On appelle mouvement brownien à valeurs dans V toute semimar-

tingale ( continue 1 ) X, qui est une martingale à valeurs dans V, et qui
satisfait à

(34) = 

Plus généralement, une semimartingale ou martingale X telle que 
= où C est un processus croissant réel, est dite conforme.
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Soit X un mouvement brownien dans V : écrivons la ’formule d’Ito" (26) y

/ +M =(r)/ M + / .(d-r)(jK.X~
Le premier terme au second membre est une martingale locale réelle. Pour
étudier le second, prenons une carte locale (x~) de domaine U, supposons
que dans U ( a.eC ), et prenons K nul hors de l’ouvert aléatoire

{XU}. Alors03B1 = (d-0393)03C9 = (Djai- ak0393kij) dxi.dxj=03B1ijdxi.dxj dans U
K.Xt0 (d-0393)03C9 = 1 2t0 Ks03B1ij(Xs)dXi,Xj>s

= 1 2 t0 Ks03B1ij(Xs)gij(Xs)ds
En tout point, la forme ce du second ordre est réduite à une forme quadra-
tique, et l’expression est la trace de 03B1 par rapport à la forme
fondamentale g ( i.e., si des vecteurs e. forment une base orthonormale/g,
on a Tr((y) = = 03A3i 03B1(ei,ei) ). J’ai appris dans Ikeda-Manabe [1]
que l’expression .

Tr(d-r)(D = 

est égale à -ÔM , où &#x26; est l’opérateur de codiffërentiation ( de Hodge)sur
les formes de degré 1, qui les change en formes de degré 0, i.e. en fonc-
tions. Nous avons donc établi la jolie formule d’Ikeda-Manabe pour le mouve-
ment brownien ( le multiplicateur K est omis )

(35) /. M = martingale locale - -~/ 6(o(X )ds
~ 0 s

En particulier, prenons 03C9=df (feC). Nous avons

(36) Tr(d-r)df = f - > = Af ~)
13 i;]k ~~

où Af = -03B4df est l’opérateur de Laplace-Beltrami de la variété riemannienne
V ( nous verrons plus loin que cette définition coïncide avec la définition .

plus usuelle Af = divgradf ), et la formule (35) nous donne

(37) foX0 = martingale locale + 

ce qui signifie que le mouvement brownien de V est ( comme dans le cas de

Rn ! ) une diffusion gouvernée par l’opérateur 2014A.
Nous n’avons rien dit quant a l’existence du mouvement
brownien d’une variété riemannienne : l’exemple trivial
des ouverts de B~ montre que ce problème n’est bien pose
que si l’on permet au processus d’avoir une durée de
vie finie. J’espère revenir plus tard sur cette question.

1. Il est clair sur cette expression que A est un opérateur de dérive nulle.
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d) Note sur les dérivées de Lie
Soit X un champ de vecteurs sur V. Comme on va faire une étude locale

autour d’un point a, on peut supposer que X est nul hors d’un voisinage
compact K de a, contenu dans le domaine U d’une carte locale identifiant

a à 1’’origine de RB U à un ouvert de R : nous pouvons donc aussi inter-
préter X comme un champ de vecteurs de support K sur Ny.

La théorie des équations différentielles ordinaires entraine l’existen-
ce d’un groupe à un paramètre (p ) de difféomorphismes de 2v, tel que pour
tout zR03BD on ait Dtpt(z)=X(z) 

t 
pour t=0. Ce groupe laisse fixes tous les

points de Nous pouvons donc lui associer un groupe de difféomorphis-
mes de V, laissant fixes tous les points de VBK, que nous noterons encore
pt . Nous aurons maintenant sur V =X{z).

Les p étant des difféomorphismes de V donnent lieu par transport de
structure à des difféomorphismes des variétés T(V), T*(V),T(V)... le prin-
cipe de l’opération « dérivée de Lie » consiste à faire agir le groupe
p sur des objets de toute nature, et à prendre la dérivée pour t=0, ce qui
fournit un objet de même nature. ,

Illustrons cela par des exemples multiples, et importants.

1) Soit f une fonction sur V. Nous avons par définition des pt
(38) = >

et nous notons cela Rien de plus naturel que la convention 

cependant, en considérant le cas où V=R , p (x)=x+t, X(t)=D ( translation
vers la droite à la vitesse 1 ) on s’aperçoit que fopt n’est pas la t ransla-
tée de f par t vers la droite, mais vers la gauche : dans le transport de
structure, fopt = p-tf, et il faudra y prendre garde plus loin.

La valeur de en un point a ne dépend que des germes de f et de X

au point a, donc peut être défini pour un champ X qui n’est pas à support

compact, avec les mêmes expressions locales : si autour de a, lxf=
au point a. Nous laisserons de côté ce genre de remarques dans la

suite.

2) Formes d’ordre 1. Les applications pt : V+V ont une prolongation en

pt~ : T(V)-~ T(V). Nous posons, pour une forme w d’ordre 1 considérée

comme fonction sur T(V), et par analogie avec (39)

autrement dit, si u est un vecteur tangent au point a, 
Si M=df, on a 

= d(foPt)
d’où simplement
(39) = = 

Pour savoir calculer lxw en général, il suffit de savoir calculer 
ce qui résulte de la formule évidente

(40) + 

En coordonnées locales, si on a

(41) 

3) Formes d’ordre 2. De la même manière, les pt ont une prolongation à r(V).
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Les principes du calcul sont les mêmes que ci-dessus :

(42) lX(d2f) = d2(lXf) , , LX(g) = X,dg> 
+ gLX03B8

= p.lXa + 
C’est grâce à ces règles que nous avons pu calculer la formule (29).

4) Champ de vecteurs du premier ordre : le crochet. Soit Y un champ de vec-

teurs du premier ordre ; le moyen le plus rapide pour calculer lXY con-

siste à appliquer une formule de bilinéarité

(43)  > +  Y, £X03C9 > = 

Prenant on trouve aussitôt

(44) 

On pose le crochet de Lie de X et Y : le champ de vecteurs [X,Y]
est l’opérateur différentiel, en apparence du second ordre, mais en réalité

du premier
(45) [X,Y]f = XYf-YXf .

Il importe seulement de se rappeler notre convention de départ (38), impli-
cite dans la formule de bilinéarité (43) : lXY vaut donc

vaut -lXY = Quant au champ ptY, sa valeur au

point a se calcule ainsi : on regarde la valeur de Y au point 
et on la ramène en a en appliquant p..
5) Champ de vecteurs du second ordre . Si L est un champ de vecteurs du

second ordre, on peut montrer que

lXL = XL-LX = [X,L]
opérateur en apparence du 3e ordre, mais en réalité du second. Nous n’au-
rons pas besoin de ce résultat.

e) Vx . Nous avons défini par la for-
mule (15) la dérivée covariante d’un champ de vecteurs Y. Les géomètres

différentiels l’appliquent couramment à des champs de tenseurs de nature
quelconque. Nous ne ferons ici qu’aborder ce sujet, en définissant la déri-
vée covariante d’une forme w .

On commence par introduire la notation pour une fonction.

On cherche alors à définir Vxw par la formule
(46)  > +  w,VxY > = 
signifiant que Vx se comporte comme une dérivation par rapport à l’appli-
cation bilinéaire Un calcul simple en coordonnées locales montre
que, si w=aidxi, on a

(47) 
VX03C9 = 03BEj(Djai-ak0393kji)dxi

L’extension à des objets plus compliqués se fait de même, en exigeant que
V soit une dérivation par rapport aux opérations ®,~ " . Il y a une opéra-
tion bilinéaire par rapport a laquelle V n’est pas une dérivation, c’est
le crochet de Lie [X,Y~ de deux champs de vecteurs : l’expression
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, lvxY,zl ~ [y,VXZ]
est liée à la courbure de la connexion r . Nous ne cherchons pas non
plus à définir la dérivée covariante de champs ou de formes d’ordre 2.

6. CHAMPS DE p-PLANS ET SEMIMARTINGALES

a) Champ de p-plans. Nous appelons champ de p-plans sur V la donnée, en
tout point a de V, d’un sous-espace Ha de dimension p dans l’espace tan-

gent T a (V). Il faut exprimer que H a. dépend de a de manière ce que nous

ferons de la manière suivante : désignons par Hâ l’ensemble des éléments de
nuls sur Ha, qui est un sous-espace de T:(V) de dimension n-p.

HYPOTHESE. Pour tout point aeV, il existe un voisinage U de a, et n-p
formes oa (a=1, " .,n-p) de classe C°°dans V, telles que pour tout xeU
les formes 8x constituent une base de H~ .

Nous dirons que le champ H est défini dans U par le système d’équations
8a =0 . Ce système n’est pas unique, mais soit Q une forme orthogonale
à H au voisinage de a ; on peut écrire au voisinage de a

9x = de manière unique

puisque les 8x forment une base de et il n’est pas difficile de voir

que les fa(x) sont C au voisinage de a. Autrement dit, on passe d’un

système d’équations à un autre (Aa ) au voisinage de a, par une transfor-
mation 

Q (x, = 

où les forment, au voisinage de a, une matrice C m et inversible.

Comme on peut toujours multiplier une forme par une fonction Cm de

support assez petit, on voit qu’il existe suffisamment de formes Cm- sur
V tout entier - orthogonales à H en tout point de V, pour constituer loca-
lement des systèmes d’équations de H. Nous désignerons par Hl l’espace des
formes ~C°° sur V, orthogonales à H en tout point.

Nous appelons variété intégrale du champ ( au voisinage de a ) une

sous variété W~U ( où U est un voisinage ouvert de a ), de dimension kp,
telle que pour tout xeWfTU. Il existe par tout point des courbes

intégrales du champ, mais il y a des champs qui refusent d’admettre des

variétés intégrales de dimension >1. A l’opposé, le champ est dit complé-
tement intégrable si l’on peut trouver, pour tout point aev, une variété

intégrale au voisinage de a, passant par a et de dimension maximale p. Cela
revient à dire que H admet, au voisinage de tout point a, un système d’équa-
tions du type

(48) df =0,...,’ ( 
et les variétés intégrales de dimension maximale sont alors données par

f1=Cte,..., fn-p=Ote au voisinage de a .
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L’un des plus célèbres théorèmes de géométrie différentielle, le théorè-
me de Frobenius, donne une condition nécessaire et suffisante pour que le
champ soit complètement intégrable. Voici la règle : on regarde au voisinage
d’un point quelconque a un système d’équations du champ

. ~~a - 0 , a=1, ...,n-p
on forme les différentielles extérieures aoa (1), et on examine si elles
sont combinaisons linéaires des 2-formes Si oui, le système est
complètement intégrable ( dans le cas de (48), la condition est triviale-
ment satisfaite, car ôdf=0 pour feC ).

Un exemple .. Nous prenons ( coordonnées x,y,z ) et le champ H de plans
( 2-plans 1 ) associé à l’unique équation ’"

(49) e = dz -xdy + ydx = 0
’Ce champ n’est pas complètement intégrable. Il nous servira plus loin à
illustrer les divers résultats probabilistes.

b) Semimartingales intégrales d’un champ de p-plans.

Considérons d’abord une courbe h(t) : pour exprimer que h est une courbe
intégrale du champ de p-plans H ( 1.e. que sa vitesse h(t) appartient à 
à tout instant t ) nous pouvons écrire que ,

(50) ft 0 = 0 pour toute forme heH~
~0 ’

Cette écriture indique aussitôt comment exprimer qu’une semimartingale X est
ftae -intégrale- du champ H : on écrit que, pour toute forme OeH~

(51) It Q = 0 
Cette condition est indépendante de tout choix des coordonnées, ou d’équa-
tions pour le champ. Mais supposons que l’on ait, dans un ouvert U, un
système d’équations 9a=0 ; supposons que l’on ait pour tout 0/

et soit dans U, on peut écrire et d’après (25)
e = = 0

En particulier, lorsque le champ H est globalement défini par un système
d’équations, il suffit d’écrire (51) pour les formes du système. On a ici
un ’principe de transfert’ permettant d’écrire, pour des semimartingales,
beaucoup de conditions de nature géométrique que l’on écrit, pour des courbes,
1. Nous utilisons la notation a pour la différentielle extérieure, la
notation usuelle d étant déjà prise pour la "vraie" différentielle.
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en géométrie différentielle.
Cette idée d’un "principe de transfert", et le mot lui

même. sont empruntés à Malliavin. Nous avons fait cela de
maniere assez formelle : la méthode de Malliavin est dif-
férente, et sans doute d’une portée plus générale : il ré-
gularise la semimartingale ( par convolution, mais on peut
aussi utiliser une méthode d’interpolation linéaire ) pour
en obtenir une approximation différentiable au moins par
morceaux ; puis il écrit les équations usuelles de la géo-
métrie différentielle - ici, (50) - et passe à la limite.
Ce procédé est parfait pour les semimartingales brownien-
nes, mais plus délicat pour les semimartingales quelconques.

REMARQUE. Supposons donnée une connexion r sur V : alors les équations

(r)/t Q = 0 pour toute forme ~H|

( r ) /t Q = martingale locale pour tout QeH
’XO

se réduisent toutes deux à (50) dans le cas déterministe, car une martingale
locale ( continue ) déterministe est constante. Supposons pour un instant
( pour simplifier ) que le système soit défini par des équations globales

alors une démonstration presque identique à celle que l’on vient de

présenter montre qu’il suffit d’écrire les propriétés ci-dessus pour les
formes Aa.

Ces deux manières de traduire (50) ne paraissent pas très intéressantes.
En revanche, la terminologie suivante est commode : nous dirons qu’une forme
Q est une intégrale première pour la semimartingale X si

(52) est une martingale locale
XO

L’intégrale étant prise au sens de Stratonovitch, cela n’entraîne pas que
fQ soit une intégrale première pour tout feC - et si c’est le cas, la mar-

tingale locale Yt = Q est en fait nulle. En effet ( cf. (25))

Xt0 fe - = 1 2 foX,Y >t
est une martingale locale à variation finie, donc nulle. Ceci ayant lieu

pour tout f, on peut en déduire que Y=0. Supposons en effet, pour simpli-
fier, que V admette des coordonnées globales xi, de sorte que 
on a Yt= / + termes à variation finie, et pour tout i,

donc Y,Y>=0, et enfin Y=0.
La terminologie précédente permet de poursuivre l’analogie
entre équations différentielles et diffusions. Soit Q la
variété x , soit X un champ de vecteurs sur V ( pouvant
dépendre du temps t ), et soit h une courbe dans V : . h est
solution de l’équation différentielle si et
seulement si

Q = 0 pour Q = df-Xfdt (feC)

où n est la courbe (h(t),t) à valeurs dans V. De même,
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soit L un opérateur différentiel du second ordre ( Co°,
pouvant dépendre du temps ) ; une semimartingale Z à
valeurs dans V est une diffusion gouvernée par L si et
seulement si

(53) jt A = martingale locale ( 0 = df-Lfdt, feC )
où Zt est la semimartingale,(Z ,t) à valeurs dans V. C’est
une manière compliquée d’énoncer la condition usuelle

f(Z ) - Lf(Z )ds = martingale locale(1)

c) Exemples
Nous allons donner trois exemples de semimartingales intégrales de

champs de k-plans : le premier est trivial, et prendra quelques lignes.
Le second est déjà beaucoup plus intéressant. Quant au troisième ( le trans-
port parallèle stochastique et ses variantes ) il nous occupera pendant plu-
sieurs paragraphes.
i) Le premier exemple est celui de la distribution de plans dans 23
associée à la forme Q = dz-xdy+ydx ( cf (49)). Pour toute semimartingale
’(X,Y) à valeurs dans ~2 et toute v.a. ZD , il existe une semimartingale
réelle Z et une seule, se réduisant à Z~ pour t=0, et telle que (X,Y,Z)
soit intégrale du champ de plans : sa troisième composante est donnée par

(54) Zt = Z 0 + o 1 t 
Par exemple, si (X,Y) est un mouvement brownien plan, on peut remplacer
le symbole * par l’intégrale stochastique ordinaire, et Zt est l’"aire
brownienne" étudiée par P. Lévy. Lévy a déterminé la loi jointe des trois
variables aléatoires (X,Y,Z), et montré que celle-ci admet une densité
continue et >0 dans t3. Ainsi le processus (X,Y,Z), qui est de " dimension

stochastique 2" puisqu’il s’exprime au moyen de deux mouvements browniens

indépendants, est de " dimension géométrique 3" puisque sa probabilité de
présence est répartie sur l’espace entier. Si le champ de plans était com-

plètement intégrable, le point (X,Y,Z) se promènerait sur la surface 
grale passant par et le processus serait donc de "dimension géo-
métrique 2" .

Une bonne partie du travail récent sur la théorie des diffusions
consiste à généraliser cet exemple.
ii) Soit X une diffusion gouvernée par un opérateur L du second ordre,

de classe C°°( ne dépendant pas du t emps ). Nous savons que pour
feC, le processus

1. Cela peut s’énoncer aussi en disant que le vecteur tangent d’ordre 2 des
caractéristiques locales de Z 

d"Z. t = LZt dt
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(55) Cf - foXt - 
est une martingale locale, et même une vraie martingale. Si geC, on a
aussi

(56)  Cf,Cg >t =2t0L(f,g)oXsds ( L(f,g)=1 2(L(fg)-fLg-gLf) )
Rappelons brièvement comment cela se démontre : le signe -
désignant l’égalité modulo les martingales locales, on a

d(foXt)  , d(goXt)  LgoXtdt
d’autre part

d(fgoXt) = goXtd(foXt) + 
N foXtLgoXtdt + goXtLf oXtdt + 

mais d(fgoXt) car fgeC , Donc par différence

et entre processus à variation finie - équivaut à =.
Un problème plus délicat de théorie des diffusions consiste àmontrer que toute martingale locale orthogonale aux Ct , feC,est constante (1).

Soit maintenant une forme Q de classe COO ; la généralisation de (55) est

(57) C03B8t = It Q - s )ds
est une martingale locale, et si p et a sont deux telles formes

(58)  

La démonstration est laissée au lecteur ( démontrer d’abord les propriétés
dans un ouvert aléatoire (XeU), où U est le domaine d’une carte 

Nous définissons maintenant un champ de variétés linéaires, naturelle+

ment associé à L, de la manière suivante. Soit aeV ; rappelons que L défi-

nit un produit scalaire L(u,v), positif mais peut être dégénéré, sur T*(V).
Il est donc équivalent de dire qu’uneforme veT*(V) satisfait à L(.,v) =0,
ou à L(v,v) =0, et l’ensemble des v possédant cette propriété est un sous-
espace de T a * (V), dont nous désignons par Ha l’orthogonal dans Ta(V).

Dire que L est non dégénérée revient à dire que H =T (V) en tout
point. Nous avons associé à L, au début du § 5, 

a a 
une mesure

gaussienne  a sur T a (V) : Ha en est le support.
Le champ que nous désignons par H, n’est pas nécessairement un

champ de p-plans au sens de a) : il n’est même pas imposé que la dimension

de Ha soit constante. Laissant ce problème de côté, supposons qu’il existe
une forme Q de classe CCD, nulle sur H ( i.e. 6ieHh en tout point ) et cherchons

1. Cela équivaut à une condition d’extrémalité des lois de la diffusion
dans un problème de martingales, condition réalisée chaque fois qu’il y a
unifié en loi, et en particulier lorsque L est elliptique. Voir Jacod-Yor,
ZW 38, 1977, p. 119-124.
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ce qu’on peut dire de Q relativement à la semimartingale X.
Tout d’abord, y en toute généralité quant à L, on a

= 2/ 0 t  = 0

donc la martingale locale C est nulle, autrement dit

(59) Xt0 03B8 = t0  L,d >(Xs)ds

Pour dire des choses un peu plus précises, supposons L donné sous la forme
étudiée par Hörmander :

(60) L = YaYa
où YO et les Y ( a=1,...,p ) sont des champs de vecteurs sur V. Un calcul
simple montre qu’alors, pour toute forme (o d’ordre 1

(61)  L,dw > =  YO,w > + La >

et aussi

(62)  L,p.a > = t a 
Dans ce cas, on voit que H est simplement le sous-espace engendré, en tout
point a de V, par les vecteurs Ya(a) ; si 0 est orthogonale aux Ya, la
comparaison entre (59) et (61) montre que

~t 8 _ 0 Jt  
et en particulier, si 0 est orthogonale à Yo et aux Y , Q = 0 .

Si 0 est la différentielle d’une fonction f, cela 0
signifie que X se promène dans une sous-variété f=Cte. Une
condition nécessaire pour que X " soit de dimension géométri-
que maximale v 

" est donc la suivante

il n’existe aucune forme fermée 0 non triviale, orthogo-nale aux champs Y0, Ya
( une forme fermée est une forme Q dont la différentielle
extérieure a9 est nulle : cela revient à dire qu’elle est ,

localement la différentielle d’une fonction ).
Avec un peu de Frobenius, on s’aperçoit que fette condi-tion est "à peu près équivalente" à la suivante, connue sous

le nom de condition de Hormander

(63) ) l’algèbre de Lie engendrée par YO et les Y est, en tout~ -~ point, du rang maximal ~ . . a

( Dans l’un des sens, c’est évident : une forme fermée ortho-
gonale à YO et aux Y est orthogonale à l’algèbre de Lie
engendrée : voir plus bas la formule (71) ).

Un théorème célèbre, dû à Hormander, affirme que sous la
condition précédente, la diffusion ’remplit tout l’espace" en
un sens beaucoup plus fort : ses résolvantes admettent une
densité Le plus grand succès des méthodes de Malliavin
a consisté à fournir une méthode d’approche probabiliste pour
les théorèmes de ce type.

1. Il se peut que ces deux conditions soient vraiment équivalentes, mais
je ne connais pas assez bien ce sujet pour sortir du vague.
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d) Aspects déterministes de la théorie précédente.
Revenons aux notations du début de b) : nous avons défini ce qu’est une

semimartingale intégrale d’un champ de p-plans H. Faisant fonctionner le
principe de Schwartz en sens inverse, nous allons introduire une notion

géométrique : celle de vecteur tangent d’ordre 2 intégral pour H, ou de
champ de vecteurs d’ordre 2 intégral.

Que signifie explicitement (51) ? Que pour toute forme on a 

=0 tout le long de la trajectoire. Nous dirons donc qu’un vecteur tangent
d’ordre 2 est intégral si l’on a

(64)  X, dO > = 0 pour toute forme OeH~
Remplaçant 0 par fO (feC), on en déduit  X, fdO-d(fO) > = 0, soit

 X, df.O > =0, et finalement

(65)  X, 00.0 > = 0 pour c~ quelconque.
Si l’on a un système d’équations Oa=O pour H au voisinage de a, on voit

sans peine que les équations (64) sont équivalentes à

(66)  X, d8~ > = 0,  X, > = 0

où les sont des coordonnées locales autour de a. On définit de la même
manière un champ de vecteurs tangents d’ordre 2, intégral pour H.

Un champ de p-plans admet il des vecteurs tangents d’ordre 2 intégraux ?
Oui, car si h(t) est une courbe intégrale (  h(t),Q > = 0 pour QeH ), le
vecteur tangent du second ordre h(t) est intégral tout le long de la courbe,
comme le prouve la relation  h(t),d8 > = dt  h(t),O >. Considérons mainte-
nant deux champs du premier ordre intégraux X et Y : nous allons prouver

(67) Le champ du second ordre X.Y = !(XY+YX) est intégral .
A cet effet, nous prouvons quelques formules importantes .

LEMME. Soient X et Y deux champs de vecteurs, 8, p, Q des formes d’ ordre 1.

On a ( aQ étant la différentielle extérieure de Q )

(68)  XY, de > = XAY, ae >

(69)  XY, p. a > = 2 ( ~, p>Y, o> + Y, P~, ~)
On déduit en particulier de (68)
(70)  XY+YX, dQ > = XY,8>+YX,8>
et la formule classique

(71)  [X,Y], Q > = XY,9> - YX,8> -  > .

Démonstration. Posons XY = 

d8 = D.a.dxJ.dx , donc en écrivant correctement XY ou d8 avec les
coefficients symétrisés

 XY, d03B8 > = 03BEjDj~iai + 1 203BEi~j(Djai+Diaj)

XY, > = 03BEjDj~iai + 03BEi~jDiaj

aQ > =  D 
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d’où (68), puis (70) et (71) par somme et différence. Nous laissons (69)
au lecteur.

e) Encore quelques trivialités sur les espaces tangents.

Il nous faut revenir ici aux faits très élémentaires du § 1, concernant
la variété tangente T(V). Nous désignerons par p l’application canonique
4e T(V) sur V ( qui à un vecteur tangent t au point a de V associe son

’’point d’attache" a ). Nous ferons toujours la convention, étant donnée
une fonction f sur V, de désigner aussi par la même lettre f la fonction

fop sur T(V). Avec cette notation, on peut dire que si des fonctions $leC
( définies sur V entière ) constituent une carte locale sur un ouvert U de

V, les fonctions x~ et dxl sur T(V) constituent une carte locale sur l’ou-
vert T(U) de T(V) ( identifiant T(U) à 

Grimpons un échelon de plus, et considérons la seconde variété tangen-
te TT(V) : nous faisons la même convention sur TT(V) que sur T(V), de sorte
que la lettre f va encore désigner une fonction sux/TT(V). De même qu’une fonc-
tion g sur V admet une différentielle dg, qui est une fonction sur T(V), une
fonction h sur T(V) admet une différentielle, qui est une fonction sur TT(V).
Pour la clarté des notations, nous la désignerons par 6h . Avec ces nota-

tions, on peut dire que les fonctions (xl, dxl, 6xB 6dxi ) forment un
système de coordonnées sur l’ouvert TT(U) de TT(V). Si f est une fonction
sur V, on a
dans T(U) df = 

...

dans TT(U) 6df = D.f6dx2 + 
où les conventions précédentes sont appliquées, et 6xjdxi est un vrai pro-
duit de fonctions sur TT(V). De même, si 00 est une forme sur T(V) 

’

dans T(U) w = a.dxl
dans TT(U) 6w = a.6dxl + D.a.6xjdxi
L’analogie avec le calcul sur T(V) est évidente, et se traduit par le fait

mathématique suivant : il existe une application naturelle ~ de TT(V) dans
T(V), que l’on décrit ainsi. Soit Y un vecteur tangent au point (a,u) de
T(V)y de coordonnées locales

, x =a , dx =u , 6x =v , 
Soit feC ; on a  03B4df, Y > = D.f(a)wl + Le côté gauche est
un opérateur différentiel du second ordre au point a en f, donc un élément

de t(V) . Ainsi
p(Y) = wiDi + 

satisfait à  > = ôdf, Y > pour tout feC .

Nous avons vu qu’il y a une application naturelle p de T(V) sur V ;
en coordonnées locales, p s’écrit L’application tangente



78

p,~ applique TT(V) dans T(V) : en coordonnées locales elle s’écrit

(xi,dxi, 03B4xi, 03B4dxi) ~ (xi,03B4xi)

( ou si l’on préfère (xl, vl, wl ) ~ (xi,vi) ). En particulier, le

vecteur tangent Y est dit vertical si p,~(Y) = 0 , ce qui s’écrit en coor-

données locales 

Supposons que l’on change de coordonnées locales dans U , les nouvelles
, ,

coordonnées étant notées x . On a alors pour les nouvelles coordonnées

sur TT(V) 
6x1~ - ~ 

i ’ 1 1 J

Sur ces formules, on peut constater plusieurs choses : on peut vérifier à

nouveau le caractère intrinsèque de la condition de verticalité ( nullité

des 6x1 ) ; on peut vérifier la symétrie entre les d et les 8 ( il existe

une application C°° de TT(V) dans elle même, qui s’écrit en coordonnées

locales Enfin, étant donné un vecteur

tangent t=(xl,vl) e Tx(V) , on peut définir son relèvement vertical au

point (x,u) de T(V), qui admet comme coordonnées et on obtient

ainsi un isomorphisme intrinsèque entre Tx(V) et le sous-espace vertical

de 

Donnons nous maintenant une connexion r ; le vecteur tangent Y sera

dit horizontal si r(~(Y))=0, ce qui s’écrit en coordonnées locales

( 72) ~ + ri . J ( k=1, ... , v ) . .

Notons les faits suivants :

i) L’espace tangent est somme directe des sous-espaces hori-

zontal et vertical.

ii) Tout vecteur tangent t à V au point x ( coordonnées : admet

un relèvement horizontal unique au point (x,u) de T(V), que nous noterons

H(y), de coordonnées 
i i i i i j k

( 73) H(’~) - 

Une connexion détermine un cham de v-plans sur T(V), à savoir les

sous-espaces horizontaux en chaque point (x,u) de T(V). Ce champ n’est

que très exceptionnellement’complètement intégrable ( cela correspond à l’an-

nulation de la courbure de la connexion, dont on parlera plus loin ). Ce

champ est défini localement par l’annulation des formes sur T(V)

(7q.) ( i=~ 1,...,y )
i i i i TVen notant (x ,u ) les coordonnées sur T(V).
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Considérons maintenant une courbe h(t) dans V, et un vecteur tangent
u au point h(0) ; nous allons définir le transport parallèle du vecteur
le long de la courbe h(t). Ce sera une courbe (h(t),u(t)) tracée dans T(V)
"au dessus’ de h(t), telle que u(0)=u, et que tout le long de
la courbe - nous ne tenterons pas de justifier cette notation, nous l’écri-
rons simplement en coordonnées locales :

( i=1,...,~ )

qui signifie, d’après (72), que le vecteur tangent à la courbe (h(t),u(t))~
( h(t), u(t), h(t), u(t)), est horizontal. La théorie des équations diffé-
rentielles linéaires montre que

- le transport parallèle est possible de manière unique le long de
la courbe h,

- l’application u~->u(t) est un isomorphisme de Th{~){V) sur 
Notre but, dans la section suivante, va être l’extension de ce résultat

au transport parallèle stochastique, le long des trajectoires d’une semi-

martingale. Mais auparavant, nous voudrions mettre le problème sous une
forme un peu plus générale - et en fait, plus simple.

Au lieu de la variété T(V), et de sa projection p sur V, nous considé-
rons une variété W quelconque, munie d’une application p : W~V surjecti-
ve. Nous maintenons la convention faite plus haut, de désigner par une même
lettre une fonction f sur V et la fonction ’relevée" fop sur W. Nous faisons
l’hypothèse suivante :

Autour de tout point z de W il existe un système de coordonnées locales
de la forme (xBu ), où les x~ forment un système de coordonnées locales
autour de x=p(z), et les u~ sont des fonctions COO sur W autour de z .

Cela s’applique à W-_T(V), . ou plus généralement à n’importe quel "fibré vec-

toriel" au dessus de V, où U est une variété quelconque. Nous
désignerons par Di l’opérateur différentiel aussi bien sur V que
sur W. Avec cet abus de notation, on a , le côté gauche s’enten-
dant sur W, le côté droit sur V. 

~ 

Un vecteur tangent Y à W au point z est dit vertical si p~,(Y)=0, ce qui
signifie que Y est combinaison linéaire des D . Par définition, la donnée
d’une connexion sur W est celle, en tout point z, d’un sous-espace H z CT z (W),
supplémentaire du sous-espace vertical, et appelé sous-espace horizontal.
Comme Hz ne rencontre pas le noyau de p~, est un isomorphisme de H
sur T~(V), et il revient au même de se donner z H , ou l’isomorphisme 
réciproque, appelé relèvement horizontal, et que nous noterons

(75) Hz : T (V) ~ T (W) , déterminé par B(D.) = D. - 
La terminologie et les notations s’accordent avec celles que nous avons
utilisées pour les connexions usuelles ( et en particulier le signe -, cf.
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la formule (73)). Etant donnée maintenant une courbe h(t) dans V, telle

que h(0)=x, on peut définir son relèvement horizontal, qui sera une courbe

h(t), à valeurs dans W, telle que h(t)=p(S(t)), ~(0)=z , et que ~(t) soit
en tout point un vecteur tangent horizontal à W. Autour de z, cette courbe

est déterminée par

(76) h~ + = 0 ( a =1,... )

Nous noterons aussi 1 au lieu de H (u) le relèvement horizon-
tal du vecteur tangent ueTx(V), 

’ 
lorsque ce sera agréable.

L’équation (76) n’est pas aussi excellente dans le cas général
que dans le cas de T(V), puisqu’elle n’est plus linéaire : on
ne peut donc affirmer que la trajectoire relevée est définie
pour tout t.

D’autre part, même dans le cas où W=T(V), la notion de conne-
xion introduite ici est plus générale que celle que nous avons
considérée plus haut : elle contient en particulier les con -
nexions avec torsion.

f) Relèvement d’une semimartingale par une connexion

Les définitions précédentes étant posées, nous allons chercher à rele-

ver dans W, non plus des vecteurs tangents ou courbes déterministes, mais
- les .trajectoires d’une semimartingale X ( ce sera notre troisième

exemple de semimartingales, intégrales d’un champ de v-plans),
- et, parallèlement, les vecteurs tangents d’ordre 2 sur V ; du même

coup, nous verrons apparaître l’une des notions fondamentales de la géomé-
trie différentielle, celle de courbure d’une connexion.

Semimartingale s .

Soit X une semimartingale à valeurs dans V. Supposons pour simplifier

que les et (ua) soient des coordonnées globales sur V . La 
gale relevée horizontale de X étant notée nous avons à écrire

( cf. (51)) que

Zt0 (du03B1 + 039303B1idxi) = 0 ( tout 03B1 ) (1)

soit encore dUs + = 0 . Rappelons comment on transforme cette

équation de Stratonovitch en équation d’Ito : on écrit successivement
i +2d 

+ 

Nous tirons U03B2,Xi> de la première équation, car dU: = 
. 

+ proces-

sus à variation finie, et il reste finalement les équations suivantes pour
déterminer le processus inconnu U, puis ses crochets :

(77) dU03B1s = -039303B1i(Zs)dXis-1 2(Dj039303B1i(Zs)-039303B2j(Zs)D03B2039303B1i(Zs))dXj,Xi>s

dU03B1,Xi>s = -039303B1j(Zs)dXj,Xi>s , dU03B2,U03B1>s = 039303B2j(Zs)039303B1i(Zs)dXj,Xi>s
1. On verra plus lcin ((112), note 2 ) une autre manière d’écrire cela.
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L’équation différentielle stochastique (77) peut être explosive. Il n’en
est heureusement pas ainsi dans le cas des connexions usuelles, pour les-

quelles on a ( les indices a et i étant en même nombre ~, et les ua étant
les dxa )
(78) = 

de sorte que (77) est une équation linéaire en les U~, X étant donnée.
Intéressons nous à ce cas particulier du "transport parallèle sto-

chastique", en conservant les mêmes notations. Nous continuons à supposer,
pour simplifier - cela n’a rien d’essentiel - que les x~ sont des coordon-
nées globales sur V. Les indices i et a étant en nombre égal, nous pouvons
écrire (77) sous la forme vectorielle

Ut= U 0 + 0 /t dY.U
où le , désigne un produit matriciel, et Ys est une matrice carrée semimar-
tingale, qui est donnée, et qu’il est inutile d’expliciter en fonction des
X~ et La solution de cette équation se représente comme une expo-
nentielle de Catherine Doléans matricielle ( cf. Ibero, Bull.
SMF 100, 1976, et Emery, ZfW 41, 1978 ). Formellement, 8(Y) est une inté-

grale multiplicative stochastique

e(Y)t = TT 
sst 

u

de sorte que le déterminant 6t de satisfait lui aussi à une équa-
tion linéaire = 1 + u 0394 dT, où T =Tr(Y ),(1) soit à =exp(T - 1 2T,T>)u = 1 + 0 s s s suu ~,~u)
et ne s’annule jamais. La conclusion géométrique est que, pour presque tout

le transport parallèle stochastique le long de la trajectoire 
définit un isomorphisme de ~ sur , quel que soit 

Lorsque la connexion r est associée à une structure riemannienne,
la formule (31) entraîne sans difficulté que, si l’on transporte simulta-
nément le long d’une même courbe déterministe h(t) deux vecteurs tangente

on a le transport parallèle con-
serve le produit scalaire. Nous laissons au lecteur l’extension de ce ré-

sultat au transport parallèle stochastique.
Le transport parallèle stochastique est l’une des plus
anciennes questions étudiées en géométrie stochastique.
Il remonte à Ito, McKean, Dynkin, Gangolli.., pour le
mouvement brownien. Il a été très utilisé par Malliavin
et son école. L’extension aux semimartingales quelconques
est due a Schwartz.

Ainsi, toute semimartingale X sur V peut se relever en une semimartin-
gale horizontale, soit sur T(V), soit sur la variété des repères ( un re-
père en a est une base de Ta(V) ; pour transporter le repère, on transporte
(1). Note sur les épreuves a on n’a T -Tr(l ) que dans le cas déterministe. En gé-

néral il y a des termes complémentaires renfermant les crocheta.
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chacun des vecteurs de la base ; on peut travailler aussi sur la variété

des repères orthonormaux ). Notons X ce relèvement ; il n’est pas difficile
de voir que, si X est une diffusion gouvernée par un générateur L, X est
une diffusion ( très dégénérée ) sur T(V) ou la variété des repères, gouver-
née par un opérateur L que l’on peut extraire des formules (77)-(78). En
particulier, si L est le laplacien A d’une variété riemannienne, et r est

la connexion riemannienne, ! est appelé le laplacien horizontal,sur T(V) ou
sur la variété des repères.

L’intérêt des variétés de repères est le suivant : tout
tenseur admet un système de composantes dans un repère don-
né, donc, lorsqu’on sait transporter les repères, on sait
aussi transporter les tenseurs de type quelconque ( il suf-
fit d’écrire que les composantes du tenseur transporte dans
le repère transporté restent égales aux composantes initia-
les ).

La section suivante nous donnera une méthode de relèvement d’opérateurs
du second ordre, plus efficace que l’emploi de (77).

Aspect déterministe.

Revenons au paragraphe relatif aux champs de p-plans. Nous avons vu

( cf. (64), (65)) ce qu’est un vecteur tangent d’ordre 2 intégral pour un

champ de p-plans. Ici, nous nous posons le problème suivant ,

Soit zeW, soit x=p(z), et soit Exite t’il un vecteur tangent
d’ordre 2 XeT (W), horizontal ( i.e. intégral pour le champ des v-plans
horizontaux ), et tel que ( ce qui s’écrit simplement X(f)=À(f) pour
toute fonction 

La réponse est positive, B existe et est unique, et les formules qui
le donnent sont identiques à (77) : on a X 

( sommation sur tous les i et a, mais on a regroupé ia et ai ),
avec

(77’) = 0 , °

Nous écrirons aussi X = E(À).
Si X est une semimartingale sur V, Z sa relevée sur W,
le principe de Schwartz s’écrit ici

d 2 Zt = H( d 2 Xt)
et de même pour les caractéristiques locales. Les résultats
de ce paragraphé sont dus pour l’essentiel à Malliavin
( [~.J, p. 87 ) et à Schwartz. -

Remarquons que nous savons calculer M pour les vecteurs du premier ordre.
En effet, il suffit pour cela de savoir calculer qui vaut

Di-riDa (75). Pour savoir calculer M pour les vecteurs tangents d’ordre 2,
il suffit donc de calculer Maintenant, regardons (67) : le champ

est intégral pour le champ de v-plans horizontal, et
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sur les fonctions il opère comme D.D.+D.D.=2D... Nous avons donc
établi

(78) (Dij) = 1 2(DiDj+DjDi)
et plus généralement, si X et Y sont deux champs sur V

(79) H(XY+YX) = H(X)H(Y) + H(Y)H(X)

Nous en déduisons la formule suivante, plus agréable sans doute que (77’):
si L = avec on a

(80) L = + 

Comme XY-YX=[X,Y] est un champ d’ordre 1, nous pouvons déduire de (79) la
valeur de E(XY) :

(81) ip(X,Y)
où p(X,Y) est un vecteur tangent d’ordre 1, vertical, donné par

(82) p(X,Y) = 

p est appelé la courbure de la connexion r.

Nous avons écrit p, non R, parce que p n’est pas exactement
le "tenseur de courbure" usuel, que nous rencontrerons plus
loin. Nous sommes d’ailleurs ici dans une situation plus
générale de "connexion non linéaire". Cf. Grifone [1J.

Il est facile de vérifier sur (82) que si f et g appartiennent à C°~(V), on
a p(fX,gY)=fgp(X,Y), et p(X,Y)=-p(Y,X). Donc si on a p(X,Y)=

et donc 
, 

(83) 03C103B1ij = 039303B2iD03B2039303B1j-039303B2jD03B2039303B1i-Di039303B1j+Dj039303B1i .

La signification intuitive de la courbure est la suivante :
prenons une petite courbe fermée dans V, d’origine et d’ex-
trémité x, et relevons la dans W à partir de z : la courbe
relevée ne se referme pas : elle revient en un autre point
z’ au dessus de x, d’ou un petit déplacement vertical. As-
similant la courbe fermée à un parallélogramme élémentaire
de côtés X et Y , et le petit déplacement à un vecteur tan-
gent vertical v, on a v=p(X,Y). Ce genre de description n’est
pas facile à justifier rigoureusement, mais il est agréable
et utile.

Note : lien avec le tenseur de courbure usuel.
Plaçons nous dans le cas où W=T(V) : le point zeW tel que p(z)=x est

alors un vecteur tangent à V au point x, que nous préférons noter par une

majuscule : z=,iD. ; nous explicitons la dépendance de p(X,Y) par rapport
à Z en le notant enfin, nous avons (78). En

développant alors (83), et en comparant aux expressions classiques du

tenseur de courbure, nous trouvons

( 8q.) 
~ 

= , Comment comprendre cela ?
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Premièrement, de même que X et Y, considérons Z comme appartenant à
un champ défini sur V tout entier. L’expression classique du tenseur de

courbure, qui figure dans tous les traités de géométrie différentielle, est

(85) R(X,Y)Z = VXVYZ -VyVXZ ziRkimnxmxnDk
Pour tout a, R(X,Y)a est un opérateur linéaire de T (V) dans lui même, ou,
dualement, de T:(V) dans lui même . Mais lorsqu’il opère sur les formes, on
a ( cf, le signe - de (47))

(85’) -R(X,Y)(u = VXVY03C9 - VYVX03C9 - V[X,Y]03C9
Une forme w sur V est aussi une fonction w sur T(V), possédant la propriété
d’être linéaire sur chaque Ta(V). La formule (82) représente un champ de
vecteurs tangents verticaux sur T(V), donc un opérateur différentiel, opé-
rant sur les fonctions sur T(V), et préservant les formes. Si l’on remarque

maintenant que, pour tout champ de vecteurs X sur V et toute forme w

(85" ) ) H(X)w = 

( le côté gauche contient w, considérée comme fonction sur T(V), à laquel-
le est appliquée l’opérateur différentiel H(X) ; le côté droit contient w
considérée comme forme sur V ), les formules (82) et (85’) se trouvent

identifiées.

Deux remarques : la formule (85") présente,la dérivée cova-
riante comme une dérivée de Lie ’~r/vB ~ sur T(V). Cela permet
de mieux comprendre l’extension de la dérivée covariante à
des objets autres que les vecteurs tangents ( cf.(47)).

D’autre part, on peut montrer en toute généralité qu’un
champ A d’opérateurs linéaires de T*(V) dans lui même peuttoujours être interprété comme un champ a de vecteurs
tangents verticaux a T(V), avec pour toute forme M.
Nous laissons cela au lecteur, en lui suggérant aussi de met-
tre cela en rapport avec l’isomorphisme vertical, mentionné
avant la formule (72).

7. REPERES QUELCONQUES, EQUATIONS DIFFERENTIELLES STOCHASTIQUES
a) Repères quelconques en géométrie différentielle.

Jusqu’à maintenant, chaque fois que nous avons rapporté V à des coordon-
nées locales (gl), nous avons rapporté T (V) au repère correspondant (D.).
Il est souvent plus commode d’utiliser d’autres repères (H.) : H1,...H
sont des champs de vecteurs ( globalement définis, pour simplifier ), liné-
airement indépendants en tout point. Le champ de repères dual dans l’espace
cotangent est noté Nous posons 2 (HiH J .+H J ,Hi ) ( ~ )
LEMME. Les formes et (i~j) forment en tout point une base de
l’espace des formes du second ordre. De même les H. et H.-H. (ij)forment en
tout point une base de l’espace des vecteurs du second ordre. Si l’on a

B= ÀiHi + Q = sommation sur tous les i,j ;
03BBij=03BBji, a..=a.. } 

.J 
on a 03BB,03B8> = 03BBiai+03BBijaij .

1. On pose X.Y = (XY+YX)/2, pour deux champs quelconques X,Y .
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Démonstration. Nous commençons par changer le nom des indices, pour avoir

des notations plus agréables : nous utilisons des indices grecs pour les

H , et nous écrivons

(86) (~= H~~ , 
la matrice (h?) étant C~ et d’inverse (h~) C~ . Nous avons alors

dxi.dxj = hi03B1hj03B203C903B1.03C903B2 , d2xi=hi03B1d03C903B1 + Djhi03B1dxj.03C903B1

=h~d~ + 
Il en résulte que toute forme d’ordre 2 s’exprime au moyen des et

M~.M . Nous avons aussi
 = H~.M~> =6~ , ,  H~, M~.~> =0 ( cf. (6))

 H~p, d~> =0 ( cf. (70)) ,  H~, ~.~>=~(6~6p+ 6~) ( cf. (69))

Le reste est immédiat ( l’une des deux symétries B"=B~B suffit même).

Continuons la description : d’autres quantités importantes sont (en
revenant aux indices latins )

(87) = 

permettant de calculer des dérivées de Lie dans les repères (H.) ; si l’on
a une structure riemannienne, on posera
(M) = si,
Enfin, si l’on a une connexion r ( sans torsion ) sur V, la notation tradi-
tionnelle des "symboles de Christoffel" est la suivante [ NB : elle est va-
lable aussi pour les connexions tordues ]

(@9) .r~ ,d.ou 
Traduisons cela au moyen dés formes (~ . La formule (87) s’écrit

(91) ~ = - ~.(~-A(~
( vérifier que les deux membres ont même valeur sur grâce à (71)).

posera dans l’espace cotangent (03C9i|03C9j)=gij. En ce qui concerne la connexion
F ( sans torsion ) on introduit les formes 03C9kj par la formule 

donc ~(X)=(~(X)r~ ; ; on a aussi ( cf. (46)) 

(92) V~J = -M~(X)~ .

Les relations (89) : 1 s’écrivent aussi, dualement,

(93) r((~) = d(~ + r~-.~ .

1. Le lecteur vérifiera immédiatement que

~) ~~~j~j)
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relation qui s’écrit aussi

(94) = dook + 

mais qui ne caractérise pas entièrement les formes uf, puisqu’elle ne donne
que les symétrisés Il faut encore caractériser les parties antisymé-

triques qui, d’après (90), sont les cf.. On écrira donc la première
équation de structure de Cartan, équivalente à (90) en vertu de (91)

(95) 0 = ~03C9k + 03C9ki039B03C9i
Si la connexion présente de la torsion, le côté gauche n’est
pas 0, mais la « forme de torsion ». L’analogie entre (94)
et (95) s’éclaircit lorsqu’on introduit les formes d’ordre 2
non symétriques, qui contiennent à la fois les formes d’ordre
2 et les 2-formes extérieures : (94) et (95) sont alors les
parties symétrique et antisymétrique d’une même formule.
Je me demande si cela s’étend à la seconde équation, plus bas.

Enfin, soit h(t) une courbe ; indiquons la formule qui donne son accéléra-
tion dans les repères (H.) :
(96) h =  h, d03C9i>Hi +  h, 03C9i.03C9j>Hij

= + 

Note. La seconde équation de structure de Cartan.

Tous les résultats un peu fins de géométrie riemannienne ( stochasti-

que ou non ) font apparaître, d’une manière ou d’une autre, la courbure de

la variété, et la façon la plus commode de faire apparaître celle-ci est
la relation

(97) ) k + km = 
appelée seconde équation de structure. La démonstration est très simple.
On part de la formule (92)

-  Y, 
.

d’où l’on tire 

VXVY03C9k = -X Y, > ooJ + de même

Y X, 

- ~ X Y ] wk=  
.

et en utilisant du côté gauche les relations (82) à (85’)

Du côté droit, on trouve à droite - XAY, et en premier d’après
(71), ( le nom de l’indice j est changé ). Reste donc

 X039BY, ~03C9kl+03C9kj039B03C9jl > = 03C9i(X)03C9j(Y)Rklij 1 2 X039BY, Rklij 03C9i039B03C9j>
puisque 

j
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EXEMPLE. Le choix le plus évident de repères (Hi) mieux adaptés à la géo-
métrie que les repères (Di) est celui des repères orthonormés en géométrie
riemannienne, pour lesquels on a La relation VHi(Hj|Hk )=0
noua donne alors 0393kij+0393jik=0 , soit

(98) 
03C9kj+03C9jk 

= 0 ,

Il y aurait énormément à dire sur tous ces sujets, du point de vue de
la géométrie différentielle. Revenons plutôt aux probabilités.
b) Equations différentielles stochastiques

Commençons par définir ce qu’est la lecture d’une semimartingale X
( à valeurs dans V) dans le repère (H.) : c’est l’ensemble des semi-

martingales réelles

(99) Zi "&#x26; "’
On voit pourquoi nous avons supposé, pour simplifier, le champ
de repères défini sur V entier, et non sur des ouverts U : en
ne pourrait considérer alors que les dZl sur les ouverts aléa-
toires {XeU~, et cela entraînerait quelques difficultés de
présentation.

Le problème des équations différentielles stochastiques est, à peu de choses
près, celui de la reconstruction de X à partir de Z.

Pour résoudre ce problème, reprenons les notations (86), en attribuant
des indices grecs aux Hi, W2, Zi . Nous avons donc

Xit-Xi0 = Xt0 dxi = Xt0 hi03B103C903B1 = t0hi03B1(Xs) *d Z03B1s ( 25)

Ceci est une équation différentielle stochastique de Stratonovitch. Rap-
pelons brièvement comment on la ramène à une équation d’Ito. On l’écrit
( en omettant le x6 )

dXt = + 2d 
puis > = et enfin 

D’où la forme définitive de l’équation

dXt = 
La notation symbolique pour cette équation différentielle stochastique est

(100) dXt = ( provisoirement : cf. (113), n.1 )

Mais il est clair que l’équation (100) doit avoir un sens pour des champs
de vecteurs Ha qui ne forment pas un repère : : leur nombre n pouvant être
distinct de v, et aucune condition d’indépendance n’étant imposée. Nous
allons essayer de présenter cela de manière intrinsèque, et sous une forme
un peu plus générale ( lee idée$ essentielles sont dues à Schwartz ).
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Pour généraliser l’équation (100), nous nous donnons un entier n, et

sur la variété V n champs de vecteurs Ha ( indépendants ou non ). Cela

revient à se.donner, pour tout aeV, une application ha de dans

T a (V), avec .~ 
= Ha(a) = ha(a)Di

Nous prolongeons cette application en une application de dans Ta(V),
encore notée ha, telle que ...

(101) h(Da) = Ha , Ha.H = + 

Etant donnée une semimartingale Z à valeurs dans Rn, nous recherchons alors
une semimartingale X à valeurs dans V, avec X.. donnée, et satisfaisant à

(102) d 2 Xt = hX t (d 2 Zt )
( du côté droit, d2Zt appartient à TZ (~n), mais on identifie cet espace
à TO(Rn) par translation).L’équation intrinsèque (101) s’écrit en coordon-
nées locales

dXit = hi03B1( Xt) dZ03B1t + 1 2hi03B103B2( Xt) dZ03B1 ,Z03B2 >t
= 

mais la seconde équation est une conséquence de la première, compte tenu
du fait que = De plus, connaissant la valeur de hâ~ dans

(101), qui est 2hâ - la première équation s’écrit dX~ =
d’où la notation symbolique traditionnelle ( avec les scalaires

à gauche ), mais que nous n’utiliserons pas nous mêmes ( cf. (113), note 1 )

(103) dXt = 

On peut aussi présenter cela d’une autre manière : posons 

p(z,x)=z pour zeR9, xeV , et posons par analogie avec (75), au point (z,x)
de W

H(D03B1) = D03B1 + hi03B1(x)Di
par rapport à (75), les indices grecs et latins, les rôles des lettres.-z
et x, sont intervertis : V qui était la "base" est devenue la ’fibre". Nous
avons ainsi défini une connexion sur W, à la manière du § 6, e)-f), Alors
la semimartingale (Z,X) apparaît comme le relèvement horizontal de la semi-
martingale Z.

Ce point de vue suggère que la courbure de la connexion doit
apparaitre quelque part dans la théorie des équations diffé-
rentielles stochastiques.

Nous ne donnerons pas de détails sur l’existence des solutions et leurs

propriétés, questions qui sont traitées dans un travail à paraître de
Schwartz, et dans le livre d’Ikeda-Watanabe. Une remarque ( figurant dans
ces deux travaux > permet d’ailleurs de se rendre compte qu’il ne peut y
avoir là de difficultés majeures : V se plongeant dans rJ1 pour N suffisamment
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grand, il suffit de prolonger les champs à B , de résoudre une équation
classique dans RN, et de vérifier que la solution issue d’un point de V
reste dans V.

REMARQUE. Il existe des équations différentielles stochastiques du type
(102) qui ne sont pas du type (103). Reprenons l’expression (101) de la
fonction h : 0(Rn)~ T (V), et demandons nous quelle doit être la forme
des coefficients hij03B103B2, hi03B103B2 pour que (102) ait un sens. Nous avons vu que
l’on doit avoir = cette condition est bien intrinsèque,
et signifie que la transposée de h satisfait à Suppo-
sant qu’elle est satisfaite, on voit que = U03B103B2 est en réalité
un vecteur tangent du premier ordre, et que l’équation (102) s’écrit

( 10 4 ) i 
Il n’est pas difficile de voir que le système (u~~) représente
une application linéaire de dans Ta(V), mais
cela ne présente pas d’intérêt spécial pour la suite.

Indiquons quelques formules. Soit M une forme sur V ; on a

% M = 0 /t H ac (X s ),~ 
cr + ~ 20 /t s ),c~ > s

En particulier, supposons que l’on ait nv, les H consti-
tuant en tout point une base d’un champ de n-plans. Si les

Ugfl sont nuls équation (103)), et si la forme M est ortho-gonale aux , donc X est une s,m, intégrale du champ.
D’autre part, si l’on prend pour Z un mouvement brownien à
n dimensions, que l’on régularise par convolution pour le
rendre différentiable, Malliavin montre que les solutions
de (103) au sens déterministe convergent vers les courbes
X solutions de (103) pour le brownien. Donc celles-ci sontdes limites de courbes intégrales du champ, au sens usuel
de ce terme. Cela justifie un peu notre définition très
formelle des semimartingales intégrales d’un n-champ.

Autre formule : on a dans tous les cas

Xi,Xj>t = t0 hi03B1hj03B2(Xs)dZ03B1,Z03B2>s

En particulier, si Z est un mouvement brownien v-dimensionnel (n=v) et si
le repère (Ha) est orthonormé, on a = = s )ds.

Supposons toujours que Z soit un mouvement brownien à n dimensions. Il
est facile de vérifier que X est alors une diffusion, gouvernée par l’opé-
rateur .

L = H H + U
( on peut aussi faire apparaître le terme de droite en faisant figurer dans
Z une composante Zt=t , tous les champs Ua étant nuls ).
Application. Il est maintenant facile de construire le mouvement brownien
d’une variété riemannienne admettant un champ global de repères. En effet,
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on en déduit aussitôt un champ de repères (H~) orthonormés. La solution de
l’équation (104), Z étant le mouvement brownien de RB est alors un proces-
sus X satisfaisant à Pour que ce soit aussi une

martingale à valeurs dans V, il faut et il suffit que l’on ait pour tout i

( hi03B103B2 + 0393ijkhi03B1hk03B2 + ui03B103B2 )03B403B103B2 = 0
qui admet par exemple la solution 

Si V n’admet pas un champ global de repères, le mouvement brownien doit

être construit localement et recollé, ce qui est bien intuitif, mais tou-

jours délicat à présenter rigoureusement. Nous ne tenterons pas de le faire.

c) Développement le long d’une courbe

Ce paragraphe coûtera sans doute un peu plus de larmes que les autres,

et je pense qu’on peut l’omettre sans grand inconvénient ( la notion de dé-

veloppement joue toutefois un rôle important dans les travaux de 
Bismut ).

Ici, elle sert plutôt comme prétexte pour introduire
diverses notions plus ou moins intéressantes : ce que je
fais est plus compliqué que ce qu’a fait Bismut.

Notre but est le suivant : nous allons essayer de décrire le mouvement d’un

repère mobile aléatoire (Xt’ où les vecteurs tangents H at au point

Xt ne sont pas donnés, comme précédemment, comme valeur en Xt d’un champ

Ha sur V - par exemple, Hat pourra être défini par transport parallèle le
long de la trajectoire X~ , et dépendra donc de tout le passé de celle-ci.

i. Commençons par le cas déterministe. Rappelons qu’au paragraphe 6, e)
nous avons défini une application de TT(V) dans T(V), de la manière suivante :

soit X un vecteur tangent à T(V) au point (x,u) donné par

X = ( xl’ ul ~ vl’ ~ } ;

nous lui avons associé 03C6(~)= wKDk+viujDijex(V), puis que

dans ce paragraphe nous noterons simplement r(x) ; c’est

(105) 0393(x) = (wk+viuj0393kij)Dk

Considérons maintenant une courbe z(t)=(x(t),u(t)) à valeurs dans T(V)

( un transport non nécessairement parallèle : Sa vitesse

est un élément de TT(V), que l’on peut ramener à

T(V) par l’opération (105)

(105’) au point x(t)(105’) r(z) = V.u = au point x(t)

La notation agréable Vxu vient du cas où u(t)=Ux(t) , U étant un champ sur
la variété ; alors Si l’on connait la courbe x(t), et en chaque

point la valeur de V. u , reconstruire le transport revient à résoudre une
équation différentielle linéaire.
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L’opération r peut être présentée de manière duale : : si (J est une forme

d’ordre 1 sur V au point x, nous lui associons une forme rv sur

T(V) au point (x,u)
0393(03C9) = ai03B4dxi + ak0393kij03B4xidxj

( les dxl sont, rappelons le, des fonctions sur T(V), comme les xi, et
les 6dxi., 6x1 sont leurs différentielles, fonctions sur TT(V)). On a alors
 r(X),W> ==x,r(o > , , ou encore, est l’opérateur différentiel d’ordre 1

au point x f-  ~,0393df >,

Extension à l’ordre 2 : faisons une digression, pour prolonger r en I‘ allant
de dans r(V) : il suffit, étant donné un opérateur B d’ordre
2 au point {x,u) de T(V), de noter *r(B) l’opérateur différentiel d’ordre 2
en x défini par =  À, 6 rdf >. On a alors pour t oute f orme 00 sur

V

(106) T’(A), ôt’w $u 
-

Calcul ( peut être omis ). Nous notons les coordonnées sur T(V),
ce qui permet de noter Di et Da les dérivées partielles. L’indice grec
correspondant à l’indice latin i est noté i : : , et de même pour &#x26;,
qui est un indice latin. On peut alors écrire

À = 03BBiDi + + + 203BBi03B1Di03B1 + 
( symétries usuelles en ij, orp ; ; il n’y a pas de terme en ai, d’où le fac-
teur 2 ). On écrit successivement

df = Di f ui, 0393df = Di f 03B4ui + Dk f0393kij 03B4xiuj
6rdf = + + 

+ 

k ia

et enfin ( en omettant les " 

inutiles )

(107) F’ ( ~ ) _ avec 

Xmp=2Àmp + ( à symétriser )
Si l’on relève horizontalement en (x,u) un vecteur tangent
d’ordre 1. en x, puis qu’on le redescend en x par r, ontrouve 0. Il n’en est pas de même pour un vecteur tangent
d’ordre 2.

ii. Restons toujours dans le cas déterministe, et considérons une courbe

(x(t), u1(t),...,uv(t» à valeurs dans l’espace des repères sur V. Nous
poserons, avec des notations maintenant familières

uO/(t) = , Di = hi(t)ua(t) au point x(t)

Rapportons les vecteurs tangents x(t) et VfuQ au repère mobile lui même.
en posant . 

.

(108) x(t) = , et de même = 
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Résolvons maintenant le système différentiel suivant, où 03BE(t), 03BD03B1(t) sent

des vecteurs de R
(109) d§(t) = aa(t)u (t)dt , dua(t) = 

~(0)=~ , ( repère arbitraire dans 8 y )

Nous construisons un mouvement qui a, dans la connexion plate de $y , , les

mêmes "caractéristiques infinitésimales" que la courbe (x(t),u1(t),..u(t»
dans ltespace des repères. Si V est munie d’une structure riemannienne, et

les repères (u (t)) sont orthonormés, la matrice (a:) est antisymétrique.
On en déduit que, si le repère initial (ua) est orthonormé dans RV, le
repère (u (t)) reste orthonormé dans 1. v. L’idée est alors que l’on fait

"rouler" la variété riemannienne V sur l’espace euclidien, en appliquant(1)
à chaque instant t le point x(t) sur le point §(t), le repère (u~(t)) sur
le repère (u (t)). Si le repère (u (t)) est en transport parallèle tout le
long de la courbe x(t), les a:(t) sont nuls, et le repère (ua(t)) garde une
Orientation fixe. Quant à la courbe §(t) elle même, on l’appelle le dévelop-
pement de la courbe x(t) sur l’espace euclidien.

Nous avons dit sur ce sujet aussi peu de choses que pos-
sible, de manière aussi élémentaire que possible. Voir E.
Cartan, Espaces de Riemann, p. 105-109, et les traités
modernes de géométrie différentielle pour les idées géné-
rales sous-jacentes à la " méthode du repère mobile".

iii. Nous nous proposons maintenant d’étendre ces résultats déterministes

aux semimart ingales. Commençons par une semimartingale (Zt)=(Xt,Ut)
à valeurs dans T(V), avec Ut = au point Xt ( les u~ sont des semi-
martingales réelles ; nous continuons à supposer, pour simplifier, l’exis-

tence de coordonnées globales ). Les développements de i), et le principe
de Schwartz, nous montrent le caractère intrinsèque du ’ vecteur tangent
d’ordre 2 au point Xt" r(d2Zt)’ et le calcul de (107) permet d’écrire
(110) 0393(d2Zt) = dMktDk + 1 2dXm,Mp>tDmp au point Xtavec dMkt=dUkt+dXit*(Ujt0393kij(Xt))
que nous noterons naturellement VdXUt . Pour avoir des notations parlantes,
nous conviendrons de poser, si les Yt sont des semimartingales réelles
( 111 ) = dYitDi + au point Xt
de sorte que d2Xt = 

dXit*Di(Xt) 

et

(112) VdXUt = dMit*Di(Xt) (2)
Si (j = aidx1 . est une forme sur V, nous avons = /  > (106).

i o 0 ~ s

1. L’identité des coefficients aa et aâ dans les deux mouvements exprime

que V 
" roule sur 2 v sans glissement ni rotation".

2. Le transport parallèle((77),(78)) s’exprime par naturellement.
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Avant de passer au cas des repères, nous allons généraliser (111) : soit

Yt une semimartingale réelle, nous allons définir un "vecteur tangent d’ordre
2 au point Xt ", qui sera

(113) dYt*Ut =(UtdYt + 
Pour voir que ceci est intrinsèque, on remarque que sa valeur sur feC est
déterminée par 

 dYt*Ut, d2f > = Ut,df>*dYt

Nous n’insistons pas sur les détails, pour ne pas prendre une place déme-
surée : notons tout de même que, si Kt est une semimartingale scalaire,
on a

(114) dYt*(KtUt) = = Kt(dYt*Ut) .
- 

Je n’ai pas trouvé d’opération déterministe correspondant
à cette construction stochastique.

iv. Considérons maintenant un repère mobile stochastique (Xt, avec

~ 

Hat = hatDi ’ point ~t 
où les hât , hit sont des semimartingales réelles. Nous introduisons les

semimartingales réelles aa et a03B203B1t telles que

’(115) d2Xt = da03B1t*H03B1t , VdXH03B1t = da03B203B1t*H03B2t

Ces semimartingales existent bien : il suffit de poser = 

(112) et de prendre dat = hit*dXt, On peut les appeler
les composantes du déplacement infinitésimal du repère stochastique.

Si les Hot sont de la forme pour des champs I~ sur V,
les a~ constituent la lecture de X dans le repère
(cf.(99)). Cela vaudrait en général si l’on avait définil’intégrale de Stratonovich JL ca~ pour une forme semimartin-
gale ( s.m. à valeurs dans o l’espace cotangent).

Il est maintenant très simple de développer la trajectoire sur l’espace
euclidien : on résout les équations différentielles stochastiques corres-
pondant à (109) :

(116) d03BEt = da03B1t*03BD03B1t , d03C503B1t = dans IRn .

avec des conditions initiales §(0), arbitraires . Si les 

dans sont égaux aux dans a la même propriété tout au
long, et on peut montrer que la courbe set) dépend seulement - à un dépla-
cement de R près - de la courbe Xt, et non des repères utilisés.

1. La formule (103) doit maintenant s’écrire 
2. Nous/supposons pour simplifier que le repère initial est fixé, non~ 

> aléatoire .
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Nous démontrons maintenant un joli résultat, dû à Bismut : la semimar-

tingale X. est une martingale à valeurs dans V si et seulement si son déve-
loppement 03BEt est une martingale locale dans R . Nous supposons pour sim-
plifier que est fixe, et nous prenons comme repère transport

parallèle d’un repère orthonormë fixe au point x, le long de la trajectoire
X . Alors le repère (~ +) reste orthonormë, de direction fixe dans R~ :
supprimant t, l’équation (116) s’écrit simplement

~t = 

Il reste à calculer da~ . Nous posons et alors

Un peu de manipulation à partir des relations

et d’où 

( la première exprime le parallélisme de H~ le long de X ) entraine

( cela exprime le parallélisme de le long de X ). Posons alors
Mit = dXit + 

1 20393ijkdX j,Xk>til est facile de voir que

(117) h~ + ~d ~,XB = 
ainsi, sont des martingales locales si et seulement si les M~ en
sont.

Supposons que X soit le mouvement brownien de V ; on a alors =

= donc = " le mou-
vement brownien de V se développe selon le mouvement brownien ordinaire

de &#x26; . Intuitivement, cela signifie que pour construire le mouvement brow-
nien sur une variété V, on fait rouler sans glisser V sur &#x26; le long
d’une trajectoire brownienne ordinaire, après avoir mis un peu d’encre
sur R , et la trajectoire apparaît en noir sur V.

Cette manière de voir le mouvement brownien est tout à fait
classique, et remonte aux premiers travaux de McKean et Ito
sur la question.

DIGRESSION. Revenons au cas déterministe i), et au vecteur tangent à

T(V), ~=(xi,ui,vi,wi). On peut considérer er(V) comme la

partie symétrique de x, tandis que la partie antisymétrique de x est le

bivecteur intrinsèque Etant donne un transport z(t)=(x(t),u(t)),
il lui correspond donc une courbe intrinsèque dans A(V) ( bi-

vecteur au point x(t)). Existe t’il une notion analogue pour une semimar-

tingale Zt=(Xt,Ut) ?Donnons nous une 2-forme extérieure 6= sur V ( aij=-aji),
que nous interprétons comme 1-forme sur T(V) : =
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on peut maintenant calculer

(118) Zt0  = t0aij(Xs)(UjsdXis-UisdXjs)+ 1 2t0aij(Xs)(d[Uj,Xi]s-d[Ui,Xj]s)

qui est une intégrale stochastique intrinsèque le long du transport, et

dans le cas d’une courbe se réduit à /  x(s)Au(s), Q > ds. En fait,
conformément au principe de transfert

usuel.

d) Note : les "coordonnées polaires géodésiques" .

Voici un exemple classique d’utilisation d’un champ de repères, qui est
utilisé en probabilités, lorsque l’on veut faire des estimations précises
sur le mouvement brownien au voisinage d’un point d’une variété riemannien-

ne. Nous ne donnerons pas ces estimations, mais nous l’appliquerons plus
loin à un autre calcul sur le mouvement brownien de V, où nous verrons

apparaître, pour la première fois, le rôle de la courbure sectionnelle.
Nous suivons à peu près l’exposé de Helgason, Differential geometry and

symmetric spaces, p. 46 et p.70 et suivantes ( 1e édition ).

Nous nous plaçons autour d’un point a fixé de V, et nous choisissons
une base orthonormale (D~) de T (V). Nous désignons par G une boule ouverte
de Ta(V), de centre 0 et de rayon c, telle que l’application exponentielle
soit un homéomorphisme de G sur un ouvert de V, que nous identifions à G.
En particulier, un vecteur tangent à V au point xeG a deux longueurs : sa
longueur riemannienne ( notée )) )) ), et sa longueur euclidienne ( notée
1 ~). La notation (xi) désigne le système des coordonnées euclidiennes,
et (Di) est le repère naturel associé ( translation des Di à l’origine ).
Nous désignons par Hi(x) le vecteur en x obtenu par transport parallèle
de le long de la géodésique t’2014$>tx ; nous emploierons presque toujours
des lettres grecques pour noter ce repère, et nous noterons 1 l’indice
"grec" égal à l’indice "latin" i ( ainsi ), et inversement pour
$ . Le repère (Ha) est orthonormé au sens riemannien. On pose comme tou-
jours 

H03B1= ai03B1Di , Di=a03B1iH03B1 , 03C903B1=a03B1idxi , VH03B1H03B2=0393~03B103B2H~ , 03C903B203B1=03C9~039303B2~03B1
Identités de départ. Considérons la courbe h(t)=ty , yeG. Le transport

HO/(ty)l étant parallèle pour tout or, il en est de même du trans-
port Mais pour t=0, ce vecteur est la vitesse de la

courbe. Une géodésique transportant parallèlement sa vitesse, il coincide
avec la vitesse tout au long de la courbe, soit

(119) yiDi(ty) = yH03B1(ty) ou encore yai03B1(ty)=yi
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Mais alors, l’équation de transport parallèle s’écrit

(120) (ty) = 0 identiquement en yeG, te[-1,1],a,~.

Nous faisons maintenant le changement de variables x=ry, avec yeG, re]-1,1[.
Par ce changement de variables, les deviennent des formes

dr,dy), û~ , qui satisfont encore aux équations de structure de
Cartan, (95) et (97)

~03C903B1 = -03C903B103B2039B03C903B2 , ~03C903B103B2 = -03C903B1~039B03C9~03B2+ 1 2R03B103B203BB 03C903BB039B03C9
Ecrivons ces formes en tenant compte de (119) et (120)

03C903B1 = a03B1i(ry)(rdyi+yidr) = ydr+ra03B1i(ry)dyi ( yia03B1i(ry)=y :(119))
03C903B103B2 = 03C9~039303B1~03B2(ry) = ra~i(ry)039303B1~03B2(ry) ( t (120))

Nous poserons dans la suite = 03C903B103B2 , 8a formes qui ne contien-
nent pas dr. Notons explicitement

(121) 

et la relation d’antisymétrie =0. Nous avons le résultat fondamental

suivant, qui montre que le mouvement du repère Ha est entièrement déterminé
par la courbure ; y et dy étant fixés,

(122) = dyâ +j~ ; ; 0

= ; = 0 .

Démonstration. Pour les conditions initiales à droite, appliquer (121).
Pour les équations principales, recopier les équations de Cartan, en rem-

plaçant W~ par Q; , ~a par et identifier dans les deux membres

les termes contenant dr, sans s’occuper des autres : d’après les règles
usuelles de différentiation extérieure

aGa= drADrQ a + termes sans dr , + termes sans dr.

Les formules (122) sortent toutes seules.

Exercice sur la courbure. Les résultats suivants figurent dans tous les
cours de géométrie différentielle, avec de meilleures démonstrations.
Ici, nous les avons sous la main.
1) Vérifier que lim o Calculer de deux manières 

pour obtenir le tenseur de courbure à l’origine

(*) = ( dérivée p.r. à la coordonnée x )
2) On rappelle l’antisymétrie en 03BB, . Montrer que Montrer que

le sens intrinsèque d e cette relation est que, si l’on pose

X(X,Y ;Z,T) = 

(tenseur de Riemann-Christoffel), K est antisymétrique en (Z,T).
3) Vérifier l’identité de Bianchi R(X,Y)Z+R(Y,Z)X+R(Z,X)Y=0 ( dans le repère
à l’origine, cela s’écrit

= 0
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déduire cela de la relation (ry)=0 (120), dérivée en r et écrite
pour r=0. 

~ ~ 

u

4)( moins important et plus compliqué) : déduire des deux antisymétries
vues pour K(X,Y;Z,T) et de l’identité de Bianchi que 

Passage en coordonnées polaires. Nous continuons à poser x=ry, mais cette

fois y va varier sur une sphère euclidienne de w - la sphère unité par
exemple - tandis que r variera entre -c et c, parfois entre 0 et c. Les

différentielles dy~ seront donc liées par la relation Ei Pour

pouvoir continuer à omettre les E , nous identifierons w à son dual par
le produit scalaire euclidien, de sorte que nous pouvons écrire 

dyl=dyi à volonté ( coordonnées cartésiennes seulement). 
La première équation (122) nous donne alors

yAD y03B1dy03B1 + ( le premier terme par la relationa r a ~ ~ précédente, le second par antisym.)
Comme la valeur à l’origine est nulle, on a

(123) = 0

Considérons ensuite un vecteur tangent à de coordonnées dr,dyi ;
par l’application (r,y)’2014~> ry il lui correspond un vecteur tangent u au point
x=ry de V, de coordonnées Calculons la longueur riemannien-
ne de u :

(124) ~a(x,u)2 - ~ Ea 
= dr2 + Ea d’après (123).

Courbure sectionnelle, et application fondamentale. Considérons un plan
P C et choisissons deux vecteurs X,Y engendrant P, orthogonaux et
unitaires ( au sens riemannien). Alors les propriétés d’antisymétrie de K
entraînent que ne dépend que de P, non de X et Y. On

l’appelle la courbure sectionnelle de V en x suivant P. La variété

V est dite à courbure négative si en tout point et suivant tout

plan.
Considérons un vecteur tangent v à la sphère unité’ au point y, y de

composantes ( Le vecteur tangent u=rv au point x=ry a des

composantes dans le repère H (x)
u03B1 = rvia03B1i(rx) = 03B1(ry,v)

Voici le lemme fondamental :

LEMME. Si V est à courbure négative, pour y et v fixés la fonction 
est convexe. 

~Y

Démonstration. On utilise un lemme élémentaire : si r-z(r) est une courbe
dans 8 v ( r joue simplement le rôle d’un paramètre ), et si 
alors r*2014~- ~z(r)) est convexe. On l’applique à ( repère e
fixe) de sorte que 

~ 
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D’après (122) :
= za(r) = 

= 

( y étant considéré ici comme vecteur tangent radial au point x ). Les
vecteurs u et y sont orthogonaux, le premier de norme riemannienne 

le second de norme riemannienne 1 ( puisqu’il a aussi pour composantes ya
dans le repère orthonormé H (x)). Ainsi
(125) z(r).z’(r) = où c(u,y) est la courbure sectionnelle

suivant le plan déterminé par u,y en x .

REMARQUE. Si l’on s’intéresse à ~~ on a le résultat tout

à fait évident ~

(126) z(r)2+z(r).z(r} > 

APPLICATION. Ce résultat a beaucoup d’applications géométriques. Signalons
en une : la fonction convexe, nulle pour r=0, et sa dérivée

à l’origine est limr =Ivl (121). Donc Ce résultat

s’étend par (124) à un vecteur tangent quelconque au point x. Donc la
longueur riemannienne d’une courbe est toujours supérieure à sa longueur

euclidienne en coordonnées normales ( si V est à courbure ~.0 ).

e) Application probabiliste.
Pour simplifier, nous supposons maintenant aue entier, avec une

structure riemannienne à courbure négative pour laquelle les droites is-
sues de 0 sont des géodésiques. La coordonnée polaire r est alors, d’après
l’application précédente, la distance à l’origine, au sens riemannien aussi
bien qu’euclidien. Décalquant une démonstration d’Helgason, p.72-73, nous
prouvons :

PROPOSITION. Soit (Xt) une martingale à valeurs dans la variété riemannien-
ne V, ne passant jamais par 0. Alors lxtl est une sousmartingale locale au
sens usuel ( i.e. IXtl= martingale locale + processus croissant ).

En particulier, soit s’2014> h(a) une géodésique (se[O,aJ ) et soit bt
le mouvement brownien sur l’intervalle [0,a] ( arrêté aux extrémités ).
On vérifie sans aucune peine que le processus h(bt) à valeurs dans V est
une martingale. Donc Ih(bt)1 est une sous-martingale locale ; comme c’est
aussi l’image du m~ brownien sur [0,a] par une application C°°, sa partie
martingale est une vraie martingale, et c’est une vraie sousmartingale.
Cela signifie que la fonction èst convexe sur [0,a].
Démonstration. Nous représentons Xt en coordonnées polaires Xt=RtYt’ les
deux termes étant des semimartingales puisque X ne passe pas par 0. Posons

Zt = (r)jt 03C903B1, au sens d’Ito, donc Za est une martingale locale réelle.
Il en est alors de même de Mt ~ ~ t ’~dZs , a Calculons ceci d’une autre



99

manière. Mt est l’intégrale le long de X de la forme du second ordre

ter + ( ! ) Passant en polaires, M. u est intégrale le long de

(R,Y) de la forme ta ya( d(yadr+Qa) + Développons en com-

mençant par la gauche :

S yadyo.dr : donne 0, car Ea yadya =0 sur la sphère unité.

Ea = d2r .

ta d’après (123)

= 0, par l’antisymétrie =0

Quant au dernier terme, nous échangeons le nom des indices et rempla-

çons 8« par -8~ . Il reste donc finalement
Mt ( mart. loc. ) = 

y 
ta 

et il suffit de démontrer que cette dernière intégrale est un processus
croissant. Or posons (121), dy03B1+y03B203B103B2 = bi(r,y)dyi=Dr03B1
(122). Fixons y et dy=v ; nous avons

ter 
Pour la clarté des notations, posons

. Dr~rv~2ry = qij(r,y)vivj
Le processus auquel nous nous intéressons est

(*) 1 2t0 qij(Rs,Ys)dYi,Yj> s

Commençons par démontrer simplement l’énoncé, i.e. le fait que ce proces-
sus est croissant. Nous savons ( lemme de convexité ) que la fonction

est convexe positive nulle en 0, donc croissante sur 8+ , donc
son carré est une fonction croissante, et en dérivant

pour tout vecteur v tel que Ei ylvl=0
On a alors aussi, pour toute forme quadratique positive À telle que E 03BBijyiyj=0

0 .

( décomposer B en sommes de carrés ). Alors (*) est croissant : introduire
des densités 03BBijs de par rapport à un processus croissant fixe ;
comme Ei Ys =1 , 03A3iYisdYis est à variation finie, donc son crochet est

nul, et on a Ei~ =0.

Amélioration ( Selon Azencott, Bull. SMF, t. 102, 1974, p.221 ). Nous
commençons par étendre le lemme de convexité : si B est une forme comme

ci-dessus, la fonction f(r) = ( est convexe croissante.

Ce n’est pas difficile : on décompose À en somme de m carrés, et on revient

à la démonstration du lemme, en prenant le vecteur z(r) dans ~~ au lieu de

~tw afin d’interpréter fer) comme sa norme Iz(r)l. Ceci étant établi, on a
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f(r)~_ rf~(r), ce qui s’écrit ici
~ 

Autrement dit, y le processus croissant (*) est minoré par

0 ~ 
Or on a d’après (124), si y2=rdt, Ei y~~=1

gijdxidxj = dr2 + r2pij(r,y)dyidyj

et il reste finalement que

Rt = R- + 1 t
où At est un processus croissant.

Lorsque X est le mouvement brownien de V, il n’est pas difficile de
voir que M est un mouvement brownien réel , donc et Rt
est solution de l’équation différentielle stochastique

tandis que la partie radiale du mouvement brownien usuel dans Nv satisfait
à une équation analogue, mais sans At. Il est alors possible de montrer que
le mouvement brownien de V~s’éloigne plus viteHque celui de 8v - mais nous
n’entrerons pas dans ce sujet.

Nous avons admis implicitement que le mouvement brownien
de V ne passe jamais par l’origine, i.e. que les points
sont polaires. Je pense qu’avec un peu plus de travail
on doit pouvoir affranchir la proposition du début du
paragraphe de cette hypothèse gênante.

Note ( Novembre 1980 ). La rédaction est interrompue par la date limite de

dépôts des manuscrits pour le volume XV . En particulier, diverses questions
qui figuraient dans les rédactions préliminaires n’ont pu être abordées dans
celle-ci. J’espère qu’il y aura une suite...
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