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PROPRIETES D'INVARIANCE DU DOMAINE DU GENERATEUR
INFINITESIMAL ETENDU D'UN PROCESSUS DE MARKOV
par N.BOULEAU

Alors qu'on ne connait pas pour les domaines des générateurs infinitési-
maux au sens fort des semigroupes de Feller de propriétés algébriques remar-
quables, H.KUNITA (6] a montré 1'intérét a cet égard d'une définition du
générateur en un sens plus faible, qui permet en outre d'appliquer les métho-
des du calcul intégral stochastique. Une définition voisine, mais qui resti-
tue & la mesure dt sur R+ le rdle particulier qui apparait si l'on considére
les résolvantes, et que nous adopterons dans le présent travail, a été intro-
duite par P.A.MEYER dans son étude de l'opérateur carré du champ (9] ou il
montre que le domaine étendu ainsi défini est une algébre si et seulement si
le processus est de type Lebesgue(1) (c'est & dire s'il admet la fonction-
nelle Kts t comme fonctionnelle additive canonique) et gqu'alors cette algé-
bre est stable par les fonctions de classe CZ. Cette étude a été reprise
ensuite et certains de ses résultats améliorés par G.MOKOBODZKI [15] et
D.FEYEL [5] par des méthodes de théorie du potentiel. Nous nous proposons de
poursuivre ici 1'étude initiée en [9] en montrant que les méthodes probabi-
listes et particuliérement la théorie des temps locaux des semimartingales
sont susceptibles de donner des résultats sensiblement plus fins qui confir~
ment, par les propriétés d'invariance obtenues, 1'intérét de cette notion de
générateur étendu.

La premiére partie est consacrée & l'étude de la stabilité du domaine
étendu par composition avec une application. Nous montrons que le processus
est de type Lebesgue dés que son domaine étendu contient une algébre dense
(nouvelle démonstration d'un résultat de [15]) ou dés que son domaine é&tendu
est stable par composition avec une fonction différence de fonctions convexes
non affine. De plus, si parmi les fonctions qui opérent sur le domaine étendu
existe une fonction convexe dont la dérivée A gauche n'est pas absolument
continue (en particulier si les fonctions de classe C1 opérent), le processus
est (de type Lebesgue et) sans diffusion.

La deuxiéme partie concerne l'invariance du domaine étendu par changement
absolument continu de probabilité, c'est i dire par les transformations par
fonctionnelles multiplicatives martingales locales. Il résulte des travaux

cités de KUNITA que le domaine étendu est invariant par de telles transfor-

(1) P.A.MEYER utilise dans [9] la dénomination "processus de Lévy".
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mations si le processus est de type Lebesgue. L'introduction d'un certain
type de fonctionnelles multiplicatives martingales locales qui ne font pas
intervenir le systéme de Lévy du processus et pour lesquelles est possible la
détermination explicite du domaine étendu du processus transformé, nous
permet de montrer que réciproquement si le domaine étendﬁ est invariant par

de telles transformations, le processus est de type Lebesgue.
PREMIERE PARTIE
§1. LE GENERATEUR INFINITESIMAL ETENDU

On considére un semigroupe droit (Pt) au sens de [12] d'espace d'état E,

de résolvante (U ) . On adopte les notations usuelles pour les tribus et le

p p)O
processus (L), Ft' & M. E* est la tribu des sousensembles universellement
mesurables de E, on pose Fg* = o‘{f(X ) : O¢s(t, febg*}; Et‘: est la tribu
engendrée par 1;‘:* et les ensembles (F , PY)-négligeables. On note 1;’: pour F=‘tx.

I.1.Définition. Le générateur infinitésimal étendu (A, DA) de (Pt) est défini
par : uéDA et Au=v si et seulement si

a) u&bg.*,

b) v est g*-mesurable telle que Up[vi soit bornée pour un p)O (donc pour
tout pd»0),

c) pour tout p)O u=Up(pu-v).

On montre facilement que si u et v vérifient les conditions a) et b), la
condition ¢) est équivalente & chacune des conditions suivantes :

¢') pour tout x €E, Ct = u(X ) - u(Xo) - ftv(xs) ds est une (F‘x, P*)-
martingale de carré intégrable au sens large (2" [(C )2]404 Vt{e0) localement
bornée

c") C: est une (l_fé, P*)-martingale locale pour tout x EE.

I1 résulte aisément de la condition c¢') que la fonction v est déterminée
de fagon unique 4 un ensemble de potentiel nul prés, ce qui fait de A une
application de son domaine DA dans l'ensemble des classes de fonctions
g*-mesurables égales presque partout. On peut d'ailleurs d'aprés [’l}] définir
;ette application sur son domaine DA par la formule explicite

Au = lim n(u-nU u)
ntod
et méme (cf. [14],[1]) par

Au = lim % (Ptu - u)
tdo

limites qui existent presque partout et vérifient 1la condition b).
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Exemples. Pour le processus de la translation uniforme (droite ou gauche) sur

B, DA est constitué des fonctions u bornées absolument continues dont la

dérivée de Lebesgue v est telle que /!;n” |[v(x)| dx so0it borné pour né& 7.
Pour le mouvement brownien linéaire, DA est constitué des fonctions

| telles que Jgn+1'v(x)(dx

bornées primitives secondes de fonctions vé}Lloc

soit borné pour né& Z.
Notons que DA est un espace vectoriel qui contient les constantes et rap-
pelons le résultat suivant de MEYER [9] qui justifie la dénomination de

processus de type Lebesgue lorsque DA est une algébre.

I.2.Théoréme. DA est une algébre si et seulement si, pour toute loi F.sur E,

pour toute M (Er, PP)-martingale de carré intégrable, la mesure aléatoire

d<M,M>t sur R+ est absolument continue par rapport d& la mesure de Lebesgue dt.

Remarques 1) La plupart des résultats de cette étude serait valable (avec des
démonstrations légérement plus simples) en prenant (comme en [4]) §7a ) 1la
définition suivante du générateur étendu

i) u€ebE®

ii) v est }g*—mesurable telle que jc.)t ‘vl (XS) ds {0 Pxp.s. ‘v(xéE Yt o

iii) condition c").
Mais il nous parait plus intéressant d'obtenir ces résultats avec la définie
tion (I.1) étant donnée la simplicité de l'expression du lien entre u et v
au moyen de la résolvante par la condition c¢).

2) Les méthodes de cette étude consistant 4 appliquer aux proces-
sus de Markov des techniques de calcul intégral stochastique, il efit été
possible d'utiliser les tribus optionnelle et prévisible au sens de SHARPE
et les résultats de [17] [11] et [4] qui permettent de définir les projec-
tions, les projections duales et l'intégration stochastique pour toutes les
mesures P* 3 la fois. Cependant comme nous n'utilisons qu'en deux endroits
ces résultats, afin de ne pas alourdir 1l'exposé par des définitions et des

rappels, nous raisonnons le plus souvent sur (11, Et, Px) pour chaque x.

§2. PROCESSUS DE TYPE LEBESGUE

Fixons quelques notations. Nous raisonnons sur ({1, Et, Px) pour chaque
x&E. Si Uggeoayty sont des éléments de bg*, on note u l'application &
valeurs B 1 = (u,l,...,ud) et on écrira u EDA pour dire Ujyeeeyuy EDA, on

note dans ce cas Yt la semimaringale a valeurs !d
u u
= _ 1 t d t
80xy) = (ay(xec, s [Pau (X )ds 4eeny ug(x )+, % [Fau, (x das ).

Notons que Y prend ses valeurs dans un ensemble borné de Rd.
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Si G est une fonction de classe 02 ou convexe de classe C1 sur Rd, nous

écrirons la formule d'Ito sous la forme

a : i
(1.3) a(ry) = 61y + 23 [ n61(¥, ) arl + k(6,1

Y

ol K(G,Y) est un processus & variation finie (croissant si G est convexe)
donné par K(G,Y) = C(G,Y) + B(G,Y) avec

d
i=1

(I.4)  B(G, 1) =20 ey G(Y) -G(Y, ) - 6y(y, ) Oy,

et ou C(G,Y) est un processus & variation finie continu, donné si G est de

classe 02 par

(1.5)  ¢.(G,Y) = %Zi,j /(-)t Gy () d(’yic,yj‘:)s.

I.6.Lemme. Si G est convexe de classe C’I sur ]Rd et si ugDa, pour que

Gou €DA, (il faut et) il suffit que pour tout x€E K(G,Y) admette un com-

pensateur absolument continu.

Démonstration. La nécéssité résulte immédiatement de la formule (I.3) et de
la définition (I.1) condition c').

Supposons réciproquement que pour tout x €E K(G,Y) admette un compensateur
absolument continu. Ainsi défini par 1l'équation (I.3) le processus K(G,Y)

dépend de x, mais d'aprés les faits suivants

- les Cui sont des fonctionnelles additives martingales locales au sens
de [11]

— les processus Gi(Y_) sont homogénes sur 0,0 car les fonctions u, étant
des différences de p-potentiels bornés on a Y_ = u(x_),
il résulte de l'équation (I.3) et du théoréme 6 de [17] qu'il existe une
version de K(G,Y) optionnelle au sens de Sharpe qui est une fonctionnelle
additive croissante, et dont la projection prévisible duale au sens de Sharpe
que nous noterons Kp(G,Y) est une fonctionnelle additive croissante qui est,
pour tout x€E, une version de la projection prévisible duale de K(G,Y)
relativement a (gt, ).

On a alors d'aprés le theoréme des densités relatives de MOTOO

KP(e,1) = [FVW(x) as  od YEEX.
Pour montrer que Gcu £DA il suffit donc d'aprés la définition (I.1) condition
c") de montrer que Upf est bornée pour un pp0. Or ceci est toujours réalisé
en effet :
(1.7 U ¥x) = B[ [P (x,)as] = Jope Pt LAY (x)aslat
et d'aprés 1l'équation (I.3)

B[ % Yxas] = B[k, (6, 1] <
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¢ 2||Gaﬁ||‘o+2‘i’=11:"lfJO’tJG{(YB_)dc:i) +Z‘i’=1|:"|£tci(YB)Aui(xs)dsl,

des majorations
x b5t - X[raod ik

E lflo’t]c;{(rs_)dcs <l - “314 “G]!.du““ E {[c ,C ]t}

zx{[cui,cui]f}ésn‘[(cui)’:] £ 10lugl,y + SELLE Au, (x ) as)
on déduit donc
(1.8) B[ 500x)as] € ke, 25 B[ 1au, (x )] as)
ou les constantes k1et k2 ne dépendent que de G et de u.

D'od d'aprés (I.7)

LK gk1+k22:=1up [au,)

d'ou le lemme puisque les uy sont dans DA,
(I.9) Remarque. Nous avons montré en [3] que la formule (I.3) s'étend au cas
ou G est une fonction convexe quelconque sur Rd si on remplace les G{ par les
composantes d'une pseudo-dérivée de G. Il est facile de voir que le lemme I.6
s'étend alors aux fonctions convexes quelconques, la démonstration s'appli-
quant sans changement.

Si A, et A, sont deux processus croissants (cdd adaptés nuls en zéro) nous
dirons que A1 est fortement majoré par A2 et nous noterons A1<(A2 si AZ-A1

est un processus croissant. le lemme suivant est évident.

I.10.Lemme. Si deux processus croissants sont tels que A1( A2 et si A2 admet

un_compensateur prévisible absolument continu, il en est de méme de Aq.

La proposition suivante (dont la démonstration n'utilise pas le noyau de
Lévy et ne fait aucune hypothése quant & la quasi~-continuité & gauche des
tribus E:) reprend le théoréme 2 de [9] et les résultats de [15].

I.11.Proposition. Soit F une fonction réelle de classe CZ(R) telle que F" >0,

X
fuepa : Fouenal, et E' = Ju€na : Vx€E af (0%, 0" Kat}.

posons H =
Alors
1) H = H'

2) H est la plus grande algébre contenue dans DA et est stable par les

fonctions de Rd dans R de classe C1 a4 dérivées localement lipschitziennes;

1
3) fixons un p)0, si ufDA et si pu-Au¢€ (\ (pI-A)H L (ExUp),
x€EE
alors uéH ;

4) si le noyau potentiel U est tel que U1{x0, alors la propriété 3)

est vraie pour p=0.
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Démonstration. 1) a) Montrons que HCH'. Soit u €H, on raisonne sur ({, E:;
pour chaque x. Dans la formule d'Ito (I.3) appliquée 4 la fonction F et & la
semimartingale Y=u(X) , le processus K(F,Y) est croissant. Le fait que

Feu €DA entraine alors que K(F,Y) admet un compensateur prévisible absolu-

ment continu. Comme F'"yk>O sur [-|ull,ljull,l, on a

2K(F,Y) & k({XC, Y% + ay2 ) = k[c*,c%]

oigig
"d'ou l'assertion par le lemme (I.10).

b) Si ué€DA et vEDA, on a u+v €DA et c™V=c"c". I1 résulte alors de
1'inégalité de Kunita-Watanabe trajectorielle que H' est un espace vectoriel.
En effet

<Cu+v’cu+v> - <Cu'cu> + 2<gu'cv‘> . <cv,cv>

et si R est un processus mesurable on a

JATLNRLIGR N IR TAS ade®, "> )" RORASYS
d'od il résulte que adc",c )%<Kdt.

c) Soit G une fonction de Rd dans R de classe C 84 dérivées localement
lipschitziennes, montrons que si u1,...,udE}F et u=(u1,...,ud) alors Geu €DA.
Sur toute boule de Rd G peut s'écrire comme différence de fonctions con-
vexes & dérivées lipschitziennes, puisque l'application

(KyreeerXy) ——> Gl enesxy) + K(xgeo..ex])
est convexe sur la boule pour k suffisamment grand. On est donc ramené au cas
ou G est convexe.

Régularisons G par des fonctions o € positives d'intégrale 1 dont les
supports tendent uniformément vers 1'or151ne, en posant G G*«n.

Les fonctions G sont convexes de classe C et, sur une boule contenant
1'image de la semimartingale Y=uoX, leurs dérivées secondes sont uniformément
majorées par une constante k constante de Lipschitz des dérivées G{ sur une
boule suffisamment grande.

Appliquons la formule d'Ito (I.3) aux G et a la semimartingale Y. Lorsque
ntw , G (Y ), G, (Y ), et les intégrales stochast1ques “GO t](G ).(Y s 1

convergent en probabilité respectivement vers G(Y ), G(Y ) jao th (Y )dY;

et donc les processus croissants K(Gn,Y) convergent également vers un pro-
cessus qui, régularisé a droite est un processus croissant qui n'est autre
que K(G,Y), (c'est ainsi qu'on établit l'existence de K(G,Y)).

Or les processus K(Gn,Y) sont fortement majorés, et donc K(G,Y) également,

par le processus croissant
u U +eetly U +..+uﬂ

k ic Jje 3 k i Y31 k[0 o !
32,5 e yicy %(AY ard ) = 2Z'.i’j[c 'c ]_é[c ,

qui, puisque u1+...+ud€lP d'aprés le b), admet un compensateur prévisible
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absolument continu. Il résulte alors du lemme (I.6) que Gou £DA.

d) La démonstration du 1) et du 2) de la proposition est alors immédiate
Si nous appliquons le c) & la fonction F¢G qui est a dérivées localement
lipschitziennes, nous voyons que FoGou €DA et donc Gou €H. Il en résulte que
H est stable par les fonctions & dérivées localement lipschitziennes et est
donc une algébre. Il en résulte aussi que H=H' et H ne dépend donc pas de la
fonction F donc H =§11€DA : u2é DA} et H est la plus grande algébre contenue
dans DA.

2) Soit u vérifiant les hypothéses du point 3) de la proposition, pour
montrer que u €H il suffit d'aprés ce qui précéde de montrer que pour tout
x€E, e

d <c“,c“>t<<dt.
Fixons x €E et p)O.
a) Posons v=pu-Au de sorte que u= Upv et soient u, €H telles que les fonc-

tions v =pu -Au tendent vers v dans L (E U ). Pour tout (Fx) ~-temps d'arrét

u
T borné, mettons par tyy on a CTn-——a; Cl,ll, dans L (Px).
En effet comme
u
n T
Cp = Upvn°xT - Upvno Xy + A) (vn-pUpvn)DXs ds
C2 = U _voX, - U_voX +/T(v-pU v)eX_ ds
T P T P (o] (0] P s

cela résulte immédiatement des inégalités :

pt
Px[lUpvn—Upv|oXT] L e ° Uplvn-vl (x)

=

; pt
Px[fT(v ~v)oX, as] & e ° U Iv -v|(x)
P [[TpU (v, =v)oX_ ds] p/to ePPas U ]v -v|(x).

b) Les martingales ct . C sont de carré intégrable au sens large et a
sauts bornés donc localement bornées. Notons M2C 1e sousespace stable des
martingales de carré 1ntegrable M telles que a{M, M>t Ldt. Soit T un (Fx)-
temps d'arrét borné, si (C ) = M'+M" est la décomposition de la martingale
arrdtée (C)T sur le sousespace T?° et son orthogonal, il résulte du lemme
I.12 ci-dessous que M' et M" sont & sauts bornés donc localement bornées. Il
découle alors du a) par localisation que M" et ™7 sont orthogonales et
donc que cHTE M2 gron 1e résultat.

¢) Si U1{e0 on voit facilement que pour tout u €DA, si Au=-v on a U|v|<Le
et u=Uv, et le raisonnement ci-dessus s'applique pour p=0.

I.172. Lemme. Soit N une martingale de carré intégrable et soit N=N1+N sa

2
décomposition sur le sousespace stable mac et son orthogonal, alors N1 et

N2 n'ont pas de sauts communs.
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Démonstration. Soit T un temps d'arrét totalement inaccessible ou prévisible
tel que [T] C {(w,8) : AN, _(«) # 0]. On sait (cf. [10]chapitre II ) que la
martingale c

N =Ty Ty g
est une martingale purement discontinue continue hors de [T] et donc telle
que [N',N,'l] = (AN‘IT)Z 1%'?'1‘}. L'hypothése N, € M2® entraine donc N} € M3c
(lemme I.10). L'appartenance a 'ﬂl,“ pour les martingales du type N% s'exprime

ainsi : Pour tout K prévisible positif,

20
~/O K‘5 ds = O p.s. = KT1{T<oo§= 0O p.S..
Il en résulte que la martingale
|
No = Fop Moy

appartient également au sousespace ’W(;ac donc est orthogonale & N_, ce qui

: 2
stécrit E[(ANZT)Z 1{T(-6"§]= 0. Donc ﬁT}(\{(w,s) : ANZS(W)=O§ est evanescent.

On tire immédiatement de la proposition (I.11) les corollaires suivants

I.13. Corollaire. Si X est de type Lebesgue, (i.e. si DA est une algébre),

DA est stable par les fonctions de classe C1(Rd) a4 dérivées localement

lipschitziennes.

I.14, Corollaire. Si une fonction de classe C2 sur B de dérivée seconde

strictement positive opére sur DA, X est de type Lebesgue.

I.15. Corollaire. Soit p>0, si DA contient une alLébre Ho telle que (pI-A)HD

: 1
soit dense dans L (ixUp) pour tout x€E, alors X est de type Lebesgue.

Cette propriété est vraie pour p=0 si U1<eo,

Nous allons voir que le corollaire I.714 peut &tre sensiblement amélioré,
pour cela fixons quelques notations relatives aux temps locaux.
Nous nous plagons toujours sur (Q,l;‘:,?x) pour x € E fixé,
Soit u€DA et Y la semimartingale ucX, soit a €R et soit h la fonction
sur R
h =

—1]-cﬁ,a] + 1]a.+o¢['
On a alors

(1.16) Y -a|
avec
u u
(a) = L (a) 2 2.
‘It t * 0dadt [YAY Y vy, [

D'aprés [18]il existe une version @(R+)xq’x-mesurable (* tribu prévisible de

[Yo-al + fio,4qn(¥s) a¥g + L@

(a) [Y -a|.

la famille ’r::) de L%(a) telle que pour chaque a ce soit un processus crois-

sant continu, nous utiliserons cette version dans la suite.
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I.17. Remarque. Nous n'avons pas besoin ici de l'existence (qui ne résulte
pas directement de [18] ni de [11]) d'une version @(R+)ﬁp-mesurable (@ tridbu
prévisible au sens de Sharpe) qui soit une fonctionnelle additive et convien-
ne pour toutes les mesures Px.

Un calcul analogue & celui utilisé dans la démonstration du lemme I.6
donne la majoration
(1.18) Va€m, Vecr,, E¥i@)] ¢ 3luly + 28 [ *laucx )\ as.

Notons aussi que
(1.19) &i a ¢ [Flulg, llulle] on a L%(a)=0.

Si maintenant F est une fonction sur R différence de deus fonctions con-
vexes de dérivée a gauche Fé et admettant pour dérivée seconde au sens des
distributions la mesure de radon My on a la formule d'Ito-Tanaka :

(1.20) F(Y,) = F(Y,) +flo,t]Fé(Ys_) ar_ + K, (p,¥)

ou

K (paY) =/ Eh(a) dpta).
D'aprés (I.18) et (I.19) le processus K(r.Y) est 4 variation intégrable sur
tout compact.
I1 est clair que si v est telle que Fecu€DA, on a aussi Geu€DA pour toute
primitive seconde G de © puisque G ne différe de F que par une fonction
affine. Considérons alors l'espace vectoriel'@@ des mesures bornées r sur R

dont une primitive seconde F est telle que Fcu €DA. On a alors

(I.21) Lemme. Une mesure bornée p appartient a y? si et seulement si, pour

tout x €E, le processus K(P'Y) admet un compensateur prévisible absolument

continu.

Démonstration. Il résulte en effet de 1l'équation (I.20) et du théoréme 6 de
U1] qu'il existe une version de ce compensateur qui est une fonctionnelle
additive et la démonstration est alors semblable a celle du Lemme I.6, 1'iné-
galité (I.18) permettant de voir que la condition imposée par la définition
(I.17,b) & la densité de Motoo de ce compensateur est toujours réalisée.
(1.22) Il est clair que si f et Y sont deux mesures positives telles que
rév alors si ye’K? on a aussi Véﬂ(ﬁ Mais la propriété qui sera essentielle

pour la suite est la suivante :

(I.23) Lemme. ﬁ{u est stable par mélange.

Cela signifie que si C est une probabilité sur un espace mesurable (I,%)
et si (ri)iel est une famille mesurable (i.e. telle que pour tout borélien
bCR l'application i-—»yi(b) soit ‘-mesurable) de mesures de W* telle que
izg ““J]éﬂ alors la mesure bornée‘ij}ﬁ de(i) est dans *?.
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Démonstration. Les mesures (Si sur (ﬂlk+,£‘xxﬁ(k+)) associées aux processus
K( }*i,Y) sont bornées sur Lx][0,t] uniformément en i (inégalité I.18) et sont
absolument continues par rapport & P*xdt sur la tribu prévisible pr. I1
en résulte en intégrant par rapport & (¢ que la mesure (S:j(&id()(i) est abso-
lument continue par rapport a P*xdt sur $* et le théoréme de Fubini montre
que la mesure (S est la mesure associée au processus K(v,Y).

Ceci nous permet d'établir le résultat suivant :

I.24k. Théoréme. S'il existe un entier d)1 et une fonction sur Rd différence

de deux fonctions convexes et non affine qui opére sur DA, alors X est de

type Lebesgue.

Démonstration. a) Il est simple de voir que F n'étant pas affine, il existe
une droite de Bd sur laquelle elle n'est pas affine. En restreignant F a
cette droite on se raméne au cas d=1.

b) Pour montrer que X est de type Lebesgue, il suffit de montrer la
propriété suivante :
(1.25) Yué€na, :}GuECZ(R) : G;)O sur [inf u, sup u] et Gou EDA.
En effet le raisonnement de la partie 1)a) de la démonstration de la propo-

sition I.11 montre qu'alors pour toute u EDA on a

dgzc“,c“;zzgdt d'od le résultat.

c¢) La mesure fr dérivée seconde de F étant non nulle, il existe une fonc-
tion ® positive indéfiniment dérivable & support dams [—1,+1] d'intégrale 1
telle que la fonction d'a('« soit non nulle ; et donc il existe un intervalle
[a,h] alb, sur lequel la fonction G=«%F a une dérivée seconde qui ne s'annule
pas et quitte & remplacer F par -F on peut supposer G">O sur [a,b].

Sur [a,b] la fonction G"=«¥[ coincide avec oK%(1 }) et la mesure

[a=1,b+1]"
d*“[_a-’l,bﬂ] .t‘)(x)dx est une mélangée des translatées zx(1[a-1,b+1j'r)
par la probabilité «(x)dx.
Soit alors u €DA et construisons une fonction G vérifiant (I.25).
Il existe des réels 6,n, §y0, tels que
[inf (Bu+y), sup Bu+p)1 < [a,b],
le fait que F opére entraine alors que pour tout x € [—1,+1]
50 ot oy 10 € O
et il résulte donc du lemme I.23 que

Ou+
KT g gy o 0Iax €Y
et finalement que G(9u+9) € DA, on peut donc prendre Gu(x)=G(9x+'J)°

On peut exprimer ce résultat de la fagon suivante : Si X n'est pas de type
Lebesgue, les seules fonctions différences de fonctions convexes qui opérent

sur DA sont les fonctions affines.
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§3. PROCESSUS SANS DIFFUSION

Nous dirons qu'un processus droit est sans diffusion(1)
la partie martingale continue Y° de 1a semimartingale Y=uoX est nulle (pour
P* pour tout x €E).

Ceci n'entraine pas que X soit de type Lebesgue, si cependant c'est le cas,

si pour toute u€DA

d'aprés le théoréme I.2 la fonctionnelle additive ‘f' =t est canonique et par
conséquent pour toute loi @ sur E la famille Pz‘r est quasi-continue & gauche.
(En effet, si M est une (FP)-martingale de carré intégrable, le fait que

{M,M> soit continu entralne que pour tout temps (Fg)-prev151b1e T borné on a

M s
E(MTIF ) = = [EQ,|EX )12
ce qui ne peut avoir lieu que si MT est g‘;_-mesurable et donc si MT=MT_

en appliquant ceci a M = E(1A|£E) ol Aeg,‘l‘, on a 1:,;:__1"_‘,}‘*_.)
D'aprés [12] théoréme 13 si 1'on prend alors sur E la topologie d'un compac-
tifié de Ray, X devient un processus de Hunt (en particulier pourvu de
limites & gauches X _ dans E). Il existe alors (cf. [2]) un noyau N(x,dx)
sur (E,g*) (le noyau de Lévy de X associé & la fonctionnelle Y, =t) tel que

. N(x,{x}) =0 VxE€E

. pour tout x € E, pour toute f ExE-mesurable positive sur ExE nulle

sur la diagonale, la projection prévisible de la mesure aléatoire

2K X)) g

soit la mesure aléatoire
N(Xs,dy)f(xs,y) ds.

On a alors le résultat suivant qui justifie le terme "sans diffusion".

I.26.Lemme. Soit X de type Lebesgue et sans d:.ffusion, 501ent Ujyeeeyly € DA

et u = (u1,...,u ), pour toute fonction G de classe ¢’ (R ) & dérivées

localement lipschitziennes,

a) la fonction y —g(x,y) = Gm—l(y)—Goﬁ(x)-Z:cii GiOE(x)(ui(y)-ui(x))

=1
est N(x,dy)-intégrable pour presque tout x ¢ E,
b) on a

AGGed) (x) = 23 ageatx)an, () + [(x,ay)elx,y).

Démonstration. Ce résultat est presque contenu dans la partie 1)c) de la
démonstration de la proposition I.711. On se raméne au cas ou G est convexe
X étant sans diffusion le processus croissant K(G,Y) (formule I.3) s'éecrit
par convergence dominée

K(G,T) = 2 B(X,_,X,)

(1) P.A.MEYER a employé en [8]p.136 le terme "purement discontinu"
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ou on a utilisé le fait que les fonctions uy étant des différences de p-po-
tentiels bornés, vérifient (uiox)_=uiox_.

La fonction g n'est pas borélienne en général, mais cela ne pose pas de
difficulté car les fonctions uy sont presque boréliennes et on peut appli-
quer la définition du noyau de Lévy qui dit précisément que la densité de
Motoo de la projection prévisible duale de K(G,Y) est la fonction

Y(x) =fN(x,dy)g(x,y)
fonction qui vérifie Up? bornée d'aprés le lemme I.6.

Le principal résultat de ce paragraphe est le suivant :

I.27. Théoréme. Si une fonction convexe sur R dont la dérivée & gauche n'est

pas absolument continue opére sur DA, alors X est de type Lebesgue et sans
diffusion.

Nous aurons besoin d'un lemme

I.28. Lemme. Soit p une mesure positive bornée sur R étrangére a4 la mesure

de Lebesgue, et soient Vh=‘hF ses translatées par h ¢ R. L'ensemble des réels

h tels que Ph ne soit pas étrangére 3 F’eSt Lebsgue-négligeable,

Preuve. Il existe un borélien S Lebesgue-négligeable tel que r(s)=“v“.
D'aprés le théoréme de Fubini 1l'intégrale double

Japo) [igxay) ay = fay [10ey) ap
est nulle. La fonction h —_’1S(x+h)dF(X) = rh(S) est donc nulle Lebesgue-
presque partout. c.q.f.d.

Démonstration du théoréme. Il existe une fonction convexe non affine qui

opére, donc nous savons déja que X est de type Lebesgue.

D'aprés la propriété (I.22) des espaces ﬁ(?, il existe une mesure r bornée
positive non nulle sur R, étrangére & la mesure de Lebesgue dont les primi-
tives secondes opérent, les translatées Ph de P»ont donc leurs primitives
secondes qui opérent également.

Soit u €DA et L%(a) 1le temps local en a de la semimartingale Y=uoX. Pour
tout réel h la mesure aléatoire Vh(u,dt) associée au processus croissant
Jﬁel L:(a) rh(da) est, pour presque tout w, absolument continue par rapport
a4 la mesure de Lebesgue et donc sur (Rf!l,(%(l+)x£x) les mesures thPx sont
absolument continues par rapport a dtxP*. Ces mesures sont uniformément
bornées sur [0,t]x{) (inégalité I.18). Il existe donc un ensemble dénombrable
JCR tel qu'elles soient toutes absolument continues par rapport & la mesure

‘ZL ol \BXPX ou les «3 sont des réels positifs tels que 2o« = 1.
g jes Y

Par ailleurs d'aprés le lemme pour j fixé dans J, l'ensemble Hj des réels
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h tels que (Jh ne soit pas étrangére a Pj est Lebesgue-négligeable.,

Or si Ph et P sont étrangéres, les mesures \) xP et V XP* sont étran-
géres également (et méme étrangéres sur la tribu prev151b1e).

En effet soit Sh et S. deux boréliens disjoints tels que

(s =lulls py(sy)= Ul

le temps local L%(a) étant porté par 1'ensemble {(t,w) : Yt_(b-':)=a§
(cf. [10] chapitre VI) les mesures Y, xP*X et Y.xP* sont respectivement portées
par %(t.w) 3 Yt_(w)ésh% et %(t,w) : Yt_(w)é Sj% qui sont disjoints (et pré-
visibles).

I1 en résulte que si h n'est pas dans 1l'ensemble U H. la mesure V XP
jég
est & la fois étrangére et absolument continue par rapport & la mesure

;%:I D(J. V.xP* et donc nulle.
L'ensemble U H, étant négligeable-Lebesgue, nous avons
j€J <
fh“ (Y\xP") dh = 0

c'est & dire pour tout téR

X
E foer c‘lhfeR t(a) ph(da) = 0.

La mesure sur R ./r‘h dh n'est autre que la mesure |pfda et donc le
processus .[éll L (a) da est evanescent. Comme d'aprés [10] pour presque

tout w la mesure Lt(a)da est l'image par l'application s-—»Ys(w) de la mesure
ad¥%,¥°> («) sur [0,t], on en déduit (¥°,¥%=0 d'ou ¥°=0 c.g.f.d.
Remarque. Joint 4 (I.13) ce résultat peut sénoncer ainsi : Si X est de type
Lebesgue et n'est pas sans diffusion, les fonctions différences de fonctions
convexes qui opérent sur DA forment une classe intermédiaire entre

1) les fonctions différences de convexes G telles que la mesure |G"| soit
absolument continue par rapport a4 la mesure de Lebesgue

2) les fonctions différences de convexes G telles que [G"| ait une densité
localement bornée par rapport & la mesure de Lebesgue.

Notons que le raisonnement précédent donne aussi bien le résultat suivanr

I.29. Proposition. Sous les conditions habituelles, soit Y une semimartingale

réelle et G une fonction convexe sur R de classe C1, notons Ct(G) le proces-

sus_croissant continu tel que

G(¥,)=6(Y )+f]0 th’(Ys_)dYs+Ct(G)+o<4:Lg‘t G(Y_)-G(Y_ )-G*(Y_ )AY_.

Si, lorsque G décrit les fonctions convexes de classe C1, les mesures

Edet(G) sur ﬂxR+ muni de la tribu prévisible T’restent absolument continues

par rapport & une méme probabilité sur (_(2,(1:+,?), alors Y est sans partie

martingale continue.
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§4. PROCESSUS DU TYPE 4 VARIATION FINIE

Nous dirons que X est du type & variation finie si pour touke u¢DA la
semimartingale Y=uoX est un processus a variation finie (pour Px Vx:éE). Il
est aisé de voir qu'il faut et il suffit pour cela que X soit sans diffusion

et que pour toute u €DA le processus s IA(ch)SI soit a valeurs finies
X 0d¢s g’
P'p.s. ¥x €E.

I.30. Théoréme. Si X est du type & variation finie et du type Lebesgue, alors

. d s
toutes les fonctions convexes sur R operent.

Démonstration. Soit F convexe de classe C1sur Rd, la formule de changement de
variable dans l'intégrale de Stieltjes donne en posant Y=uoX

- d ) . 1 i
(1.31)  FOL)=F( )25 [10 g FIE ar, + 2 F(Y)-F(Y, -2 _Frr ) vk

0¢s{t
Le terme de sauts est un processus croissant fortement majoré par le processus

d -
MY grealy S |ay
Zl:'lu 1 ‘ "lﬂ O(Sét ‘ S\

localement intégrable puisqu'a sauts bornés. Or le processus Bt=Oé§Zt\AYs‘
a les mémes instants de sauts que le processus = (AY )< qui admet un com-

0<s¢t
pensateur prévisible absolument continu car X est de type Lebesgue (la fonc-

tion x-—»x2 opére) et il en résulte aisément que Bt admet un compensateur
prévisible absolument continu (preuve du lemme I.12) d'ou le résultat par le
lemme I.6.

Le cas général ou F est convexe quelconque se traite de la méme fagon, la
formule (I.31) étant encore valable en remplagant les Fi par les composantes
d'une pseudo-dérivée de F (voir [3] et la remarque I.9).

Considérons inversement, un processus droit X tel que la fonction valeur
absolue opére sur DA, ou plus généralement tel qu'une fonction convexe sur R
non de classe C1 opére, alors d'aprés les raisonnemnts précédents (remarque
I.22 et lemme I.23) toutes les fonctions convexes sur R opérent. Dans ce cas
X est de type Lebesgue et sans diffusion et DA est une algébre réticulée.
Nous ne pensons pas que cela suffise & entrainer que X soit du type & varia-
tion finie, mais nous n'avons pas de résultat dirimant dans cette direction.

En admettant le résultat de mesurabilité évoqué a la remarque I.17, on

peut toutefois établir le résultat suivant (& comparer avec I.26)

I.32. Proposition. Soit X tel que toutes les fonctions convexes sur R opérent,

alors pour toute u ¢ DA et pour toute fonction G convexe sur R on a
A(Gou)(x) = G'ou(x)Au(x) +‘/N(x dy)[Gou(y)-ch(x)-Géou(x)(U(y)-u(x))]
+ 6" [ Qu(xf] ¥, (x)
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ou G! désigne la dérivée a gauche de G, G"[{u(x%l la masse de la mesure de

Radon G" au point u(x), et Y% une fonction positive dont la dépendance en u

peut &tre précisée de la facon suivante :

Si F est une foaction croissante sur R différence de fonctions convexes

on peut prendre pour (x) la fonction Flou(x)¥ (x), ou F! désigne la déri-
Fou —_—d u -— d

vée & droite de F.

Démonstration. Soit u ¢ DA et Y=uoX, dans la formule I.16, puisque la fonction
valeur absolue opére, le temps local L:(a) est absolument continu en t. En
vertu du résultat admis de mesurabilité, il existe une densité de Motoo ﬂ;,a
dépendant mesurablement de a, de sorte que, -d'aprés le théoréme de Fubini,
pour une fonction convexe quelconque, le processus croissant C(G,Y) tel que

G(Y,)=6 (Yo )4/ Ga (T, DAY 40, (@, D+ (Fy G(Y)-G(Y, )-GH(¥, AT,

stécrit C,(6,1) = }éjé"(da)_étt,a(xs)ds.

Le temps local L%(a) étant porté par 1'ensemble {s : Yszag = {s H u(Xs)za},

ceci vaut aussi bien

; t
- % Gn(da)fot1{u(xs)=a}\r’n'a(xs)ds - # J¥an [fuax ) LRTCRICALE

d'ol la premiére partie de l'énoncé en posant fi(x)zﬂ; )(x), la seconde

,ulx
-résulte alors du résultat général suivant :

I.33. Proposition. (Formule de changement de variable pour les temps locaux)

Sous les conditions habituelles, soit Y une semimartingale réelle et F une

fonction croissante différence de fonctions convexes. Soit a ¢ R, posons b=F(a)

alors si La(Y) désigne le temps local en a de Y, on a

L2 (Foy) = Fé(a)La(Y)

' est la dérivée & droite de F.

ou Fd

Démonstration. On obtient la formule par un calcul long & écrire mais élé-

mentaire qui consiste a4 calculer de deux fagons différentes le temps local

Lb(FoY) par la formule de changement de variables pour les fonctions convexes

en utilisant 1l'identité suivante qui résulte du fait que F est croissante

(FeY, - b)* = F((¥,-a)"+ a) - b.

Remarques. Si nous avions pris dans la construction des temps locaux les

dérivées & droite, nous aurions obtenu la dérivée & gauche dans la formule.
La proposition montre que si Y admet une version de ses temps

locaux cdd en a, il en est de méme de FoY (cf.[20]).
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DEUXIEME PARTIE

Nous étudions dans cette partie les propriétés d'invariance du domaine DA
par changement absolument continu de probabilité obtenu au moyen d'une fonc-

tionnelle multiplicative martingale locale.

§1. LE GENERATEUR INFINITESIMAL DE KUNITA

Les résultats suivants ont été obtenus en 1969 par H.Kunita [6] pour les
processus standards vérifiant 1l'hypothése L. Mais il résulte par exemple de
[12] et de [2] qu'ils sont valables pour les processus droits dont les famil-
les de tribus gt sont quasi-continues a gauche.

On dit qu'une fonctionnelle additive K est canonique si pour toute loi r
sur E

i) toute (gt,!”)-martingale de carré intégrable M est telle que
X
a¥au,u >t<< K,

ii) Kt=t+K% ou Ké est une FA positive telle que dK% soit étrangére a dt.

L'existence de FA canoniques a été démontrée par Motoo et Watanabe [16],

(voir aussi [8]). On peut alors poser :

II.1. Définition. Le générateur infinitésimal de Kunita (AK,DAK) relatif a la

FA canonique K est défini par1x€DAK et AKu=v si
a) u¢pE*
b) v est E*-mesurable telle gue .4;'|v(XS)Isz soit localement intégeable

pour B pour toute ,
t v 'A - .
c) u(xt)-u(xo)-‘é v(Xs)dKB est une (gt,f )-martingale locale localement

de carré intégrable pour toute v

On a alors
(11.2) (A 2DAy ) est une extension de (A,DA)
(11.3) DA est une algébre stable par les fonctions de classe 02 de R dansl
Le princlpal résultat de Kunita dans [6] est que par transformation par
une fonctionnelle multiplicative martingale locale M strictement positive
sur [0,%] od § est la durée de vie de X,
(II.4) K reste canonique pour le M-processus,
(II.5) 1le domaine DA, est inchangé,
(II.6) sur ce domaine le nouveau générateur de Kunita Az s'écrit
K-AK+B +B2
ol l'opérateur B, a la propriété d'un opérateur de dérivation

B1uv = uB1v + vB1u
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et ou B2 s'exprime explicitement en fonction de M et du noyau de Lévy associé
4 la FA canonique K.

Nous allons voir que par les transformations par fonctionnelles multipli-
catives martingales locales, le domaine DA du générateur étendu lui-méme
(définition I.7) est en général modifié, et DA n'étant pas une algébre en
général, le résultat (II.6) de Kunita ne donne pas directement la forme du
générateur étendu du processus transformé (AM,DAM) & moins que X soit de type
Lebesgue.

Nous donnons dans le paragraphe suivant une forme particuliére de fonc-
tionnelles multiplicatives martingales locales M pour lesquelles, pour un
processus droit général, la détermination explicite du générateur étendu
transformé est possible et nous étudions quelques propriétés du M-processus

correspondant.

§2. UNE FORME REMARQUABLE DE FONCTIONNELLES MULTIPLICATIVES MARTINGALES
LOCALES
. R ére

Nous nous plagons & nouveau sous les hypothéses de la 1 partie §1.

II.7. Proposition. Si I'EbE* et si g est E -mesurable telle que U \g| soit

bornée (p)O) les condltlons suivantes sont équivalentes :

a) e eDAggAe =g

b) Mt=exp[f(xt)-f(xo)-jgt(e'fg)(Xs)ds] est une (E:,Px)-martingale loca-
le pour tout x €E.

exp(f)

Démonstration. a) =>b). Notons my la martingale Ct s il résulte aisément

de la formule d'intégration par partie ( [10] p.303) que

My =1+ e-f(Xo) ]O’tlexp[-Jgs(e-fg)(Xx) d«] dm

donc M est une martingale locale.

b) =>a). Un calcul analogue montre que

m, = ef(Xo{/ao’tlexp[Jgs(e-fg)(Xd) mq M

d'ou le résultat par la définition I.1 condition c¢").

II.8. Théoréme. Soient f et gébg* telles que efé DA et Aef=g. La fonction-

nelle multiplicative M de la proposition précédente est une (Et,rx)-martin-

gale. On pose pour toute ué{bg* Qtu(x)=Ex[Mt.u(XtYI. On a alors :

a) (Qt) est un semigroupe markovien droit définissant la méme topologie

fine que (Pt)
b) (Qt) est de Hunt si et seulement si (Pt) est de Hunt,
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¢) on note AM 1e générateur étendu de (Qt)' alors

(u €DAM, AMu=v) = (efu €DA, A(efu)—efwgu)

d) on note R la reallsatlon canonique de (P ), et T, (R) celle de (Q,).

Soit h bornée telle que e éDA et A (e )=k bornee, alors ef+h€DA Aef+ est

bornée et on a :

Th(Tf(GZ)) = Tf+h(0~).

Démonstration. Les points a) et b) sont laissés au lecteur.
¢) Soit uéDAM et Auu=v, et soit c une constante telle que c)ful,, alors

la proposition II.7 appliquée & (Qt) nous dit que
exp[Log(ovu) (X,) - Log(esu)(X,) - f]O q ara(Xg)es]

est une (£t+,Q )-martingale locale. Il en résulte en passant a P* que
exp[(f+Log(c+u))°X - (f+Log(c+u)ox - ft(e-fg-o- _v__)ox ds]

est une (F JPx )-martingale locale. On voit facilement que, si (V ) désigne
la resolvante de (Qt v lv| bornée entraine U |v] bornée et en appliquant
II.7 dans le sens b) =>a) a (P ) on a
(c+u)e €DA et A[(c+u)e 1= (c+u)g+efv
d'ou uef€Da et ACuef ) = ug+efv.
L'implication dans l'autre sens se traite de fagon analogue.
d) Soit h comme dans l'énoncé, en appliquant le raisonnement du c) avec

u=eh on obtient que

f+h f+h
e

ETA et Ae = ehg + efk qui est bornée
et si M! est la (g:f.Qx)-martingale

t
exp[n(x,)-h(x)- [ (e™k) (x_)as]
on a
MM = exp[(f+h)cr)(t - (f+h)o)(0 - Jét e-(f+h)(ehg+efk) e Xg ds]
c'est a dire

T, (Tg @) = Te, wz).

§3. INVARIANCE DU DOMAINE PAR TRANSFORMATIONS MULTIPLICATIVES

Nous désignerons par le sigle FMML les processus qui sont des fonction-
nelles multiplicatives martingales locales relativement a (g:,?“) pour toute
loi ® et qui sont strictement positives sur [O,E[[oﬁ T est la durée de vie
de X.

II.9. Théoréme. X est de type Lebesgue si et seulement si DA est invariant

par les transformations par FMML.
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Démonstration. Si X est de type Lebesgue, les résultats de Kunita s'appli=-
quent et DA est invariant par les transformations par FMML.
Réciproquement supposons DA invariant par les transformations par FMML,

DA est alors aussi le domaine du générateur étendu du semigroupe e-ptP , On

peut donc supposer le noyau potentiel borné. *
I1 résulte du théoréme II.8 que pour toute f‘ébg*,
exp f €DA et aef E = efpa = Da.
En particulier en prenant f=Log(u+2(ull), si u €DA et Au ébg*'on a
(u+2{ul|)DA = DA
d'oun uaéDA.
L'algébre H:%uéDA : uaé DA% contient donc les potentiels de fonctions
bornées donc AH est dense dans L1(£xUp) pour tout x €E. D'ou le résultat par

le corollaire I.15.

§4. UNE PROPRIETE D'ITERATION DE L'EXPONENTIELLE &,

Les fonctionnelles multiplicatives martingales locales introduites au §2
pour un processus droit général, peuvent, dans le cas particulier d'un pro-
cessus de type Lebesgue, s'exprimer grice a l'exponentielle &, (voir la défi-
nition de & _ci-dessous).

En effet si X est de type Lebesgue et si u €DA, alors exp u € DA et les
martingales locales
u(x,) - u(x)) - Jotaux ) as

expju(X,) - u(x.) - teMae™)(x ) ds
t (0] (o] s

g e

sont reliées par

M = F [cU1.

La propriété d) du théoréme II.8 peut donc s'exprimer au moyen de 1l'expo-
nentielle Z,o. Nous montrons dans ce paragraphe que ceci provient d'une pro-
priété de l'exponentielle &, appliquée aux martingales locales quasi-conti-
nues & gauche.,

Sous les conditions habituelles, soit U une martingale locale quasi-cag

nulle en zéro, telle que le processus
. AUS
2. (e - av, -1)

0ds¢-
soit localement intégrable. Alors (cf.[19]) le processus
AU
EXI0] = exp {U - %4U°,U - [ Z (e ®-av -1)](‘””}
s
(VYL

(ou [.](p,P) désigne la projection prévisible duale par rapport & P) est une
martingale locale.

Nous supposons que ESQLU] est uniformément intégrable et nous définissons
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une probabilité @ sur ({1, Fw) par Q = (Zﬁhﬂ)d.r, comme Eﬂhﬂt>o pour tout
téw, P et Q sont équivalentes sur chaque Et
sont pas en général vérifiées pour R, mais si s(t, Es contient les R-négli-

. Les conditions habituelles ne

geables de Et

Les deux lemmes suivants sont des conséquences aisées du théoréme de

ce qui suffit,
Girsanov pour les semimartingales (cf. [7]).

II.10. Lemme. Soit V une P-martingale locale telle que le processus

AU
25 (e S-nav |
0ds¢:

soit localement P-intégrable, alors le processus

. AU
V-GS - [ 2L (e Sonav [B0R)
ods¢- s

est une R-martingale locale.

au

II.11. Lemme. Soit A un processus & variation finie tel que /6' e S[dAst

soit localement P-intégrable, alors A est & variation localement Q-intégrable

AU
. s (p,P) (p,Q)
et [;6Ae dAs] est une version de A .
Nous pouvons alors démontrer la propriété d'iteration suivante

II.12. Proposition. Soient U et V deux P-martingales locales quasicag,

4 sauts bornés, nulles en zéro. On suppose Zﬂ;m] uniformément intégrable.
Si @ est la probabilité Q = (ZE,(U] )s-B on a

B = LBlu]

ou ? est défini au lemme II.10.

Démonstration. On sait (cf. [10]1) que
g, gy = B3, (> = &°ve>
~N
donc d'aprés l'expression de V, on a

22{V7 exp%V - &8> - [éf_ (e 1)AVS](p’P)

ods¢

AY
- BGCVS - [ 2L (e _Avs-n]‘P»Q)},
ods

D'ou d'aprés l'expression de la projection prévisible duale par rapport
a D (lemme II.11),

VT - exp%" - G°, U0y - GE,VE - [Z- Alg* Vg S_e S_pv _1](p,m)§'

Le résultat est alors immédiat compte tenu de l'expression de E,JU]

AU



187

Remarque. La propriété d'itération qu'on peut schématiser ainsi

V ccceaao V-7 R
n'est pas vérifiée en général par l'exponentielle & de Doléans-Dade. Elle peut
&tre considérée comme la propriété limite obtenue dans le procédé de construc-
tion des exponentielles successives E; de Yor U9]. On peut voir en effet que
si Y est une martingale locale quasicdg & sauts bornés, ces exponentielles
vérifient :

¥, (11 & [1] = ¥, [21]

~ . 1
ol Y=Y - fo TS d(?_’n[ﬂ, .
n S~
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