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Université de Strasbourg
Séminaire de Probabilités 1979/80

FLOT D'UNE EQUATION DIFFERENTIELLE STOCHASTIQUE
( d'aprés Malliavin, Bismut, Kunita )
par P.A., Meyer

Cet exposé peut étre considéré comme un paragraphe détaché de la
"géométrie stochastique sans larmes" , L'étude des flots d'équations sto-
¢hastiques est un outil essentiel dans les travaux géométriques de
Malliavin et de Bismut. Mais nous avons essayé ici de présenter ce qui peut
étre dit aussi dans le cas des semimartingales discontinues, et cela nous
éloigne de 1l'esprit de la "géométrie stochastique®.

De quoi s'agit il ? Tout d'abord, d'étudier la différentiabilité des
golutions d'une équation différentielle stochastique en fonction des condi-
tions initiales. Le résultat fondamental dans cette direction dit que, si
1l'on considére la solution X(t,w,x) d'une trés bonne équation différentiel-
le stochastique, correspondant & la valeur initiale x, il en existe une
version qui pour presque tout w est C®en x. Ce résultat est dd 3 Malliavin,
pour les équations du type classique sur les variétés, et constitue 1'une
des étapes importantes dans Sa démonstration probabiliste des résultats
d'hypoellipticité. Nous le démontrerons dans Rn, pour une équation gouvernée
par une semimartingale discontinue ( 1l'extension est un exercice sans dif-
ficulté, sur les inégalités de la théorie des équations différentielles
stochastiques ).

Léas applicatiens ¢t(w,.) : x->X(t,w,x) sont alors analogues au "flot"
d'une équation différentielle ordinaire. Dans le cas déterministe, ce flet
est un groupe & un paramétre de difféomorphismes. Pour les équations dif-
férentielles stochastiques générales, on ne peut espérer 1l'injeetivité
que dans le cas ol la semimartingale est continue, Dans le cas ol il s'agit
du processus de Wiener, Malliavin l'a effectivement démontrée, au moyen
de 1l'argument naturel de retournement du témps, et Bismut a démontré aussi
la surjectivité ( dans le cas de B" ). Ce n'est que tout récemment ( 1980 )
que le cas général a été traité, sans retournement du temps, par Kunita
( exposé du congrés de Durham, 3 parattre!).

Enfin, les développements récents du sujet concernent aussi 1'étude
des processus de la forme @t(w,Zt(w)), ol le processus Zt(w) substitué &
X est une semimartingale : Bismut a montré que ce sont des semimartingales,
et les a exprimés au moyen d'une *"formule d'Ito" trés intéressante. Nous
n'avons pas tenté de présenter cette question.

1. H. Kunita m'a signalé que les résultats présentés ici ont été obtenus
en collaboration avec S.R.S. Varadhan.
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I1 existe plusieurs techniques pour traiter les équations différentiel-
les stochastiques. Pour ne citer que les auteurs récents , nous avons celles
de C, Doléans-Dade, Emery, Protter, Jacod, Métivier-Pellaumail... La plus
accessible pour moi ( et pour les strasbourgeois ) est celle de Doléans
revue par Emery ( ZfW 41, 278, p. 241-262 ). Nous allons en rappeler 1l'es-
sentiel.

RAPPELS SUR IES EQUATIONS DIFFERENTIELLES STOCHASTIQUES

Les équations étudiées par Emery sont du type suivant, ol le proces-
sus inconnu X est un processus c3dlig. adapté 3 valeurs dans BY, et le pro-
cessus conducteur Z une semimartingale 3 valeurs dans B

(1) X, = H + étF(X)S_dZS (1)

Ici H est un processus cidldg. donné & valeurs dans B%, et F est une
fonctionnelle, appliquant les processus cddldg. adaptés 3 valeurs dans B"
dans les processus cadldg, adaptés 3 valeurs matricielles (n,m), et telle
que
1. Pour tout t.d'a. T , Xo=Y1~ = B(X)T=r(1)T"
ii. (F(X)-F(Y))* < o(X-T)* ( condition Lip(c))

( ct. Bmery, p. 248 ), auxquelles il est trés commode d'ajouter

iii, F(0) =0 ( hypothése faite dans toute la suite ).

Comme d'habitude , X' désigne sup, X .
L'équation que nous désirons étudier est d'un type bien plus classi-

que : ce sera(2)

i i, b4 o
(2) X = x + é ay(X,_)azg

i=1,..450
a=1y000,
avec la convention de sommation usuelle, les coefficients al étant trés

réguliers. Ramenons cette équation 3 la forme 0) Soit A(x) la matrice (a:@»,
Alors

. .
(3) x: = Hf +/ F(Xx) _az,

0
avec H: =x 4+ A(O)(Zt-zo) et F(Y)t = A(Y )-A(0) pour tout processus
Y c3d13g . De méme, la différence -Xy de deux solutions de (2) est

solution en y, pour x fixé, de 1l'équation du type (1)

(4) X, =y=x+ étF(X)S_dzs avec Xt=x¥-x§ , F(Y)=F(X5Y)-P(Y)=A(X*+Y) -A(X¥)

1. L'intégrale est sur ]O,t], de sorte que la valeur initiale de Z est
indifférente. On pourrait la supposer nulle.
2, Toutefois, considérons 1'équation (1) générale X;_Hx+f F(X ) dZ , Ol

V4
X parcourt un R et l'appllcatlon x+>H" est 11psch1t21enne au sens de la
convergence uniforme, Le méme raisonnement montrera qu'il en existe une
version 3 trajectoires continues en x.
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Le principe de la méthode de Doléans-Dade et Emery consiste alors &

- choisir un exposant p ( ici, en choisira p>n ), et travailler dans 1l'espace
SP des processus cidldg. adaptés ( 3 valeurs dans B* ou ¥° ) Y, tels que
TYl*eLP (1).

- Supposer la norme de la semimartingale Z petite dans I;Im : plus précisé-
ment, majorée par une quantité k(c,p) dépendant de l'exposant p et de
la constante de Lipschitz ¢ de F, et dont la valeur ne nous intéresse pas.

Dans ces conditions, on a la majoration fondamentale ( lemme 3, p. 248)
X H
(5) el < 215 1

et de plus X peut se construire par la méthode du point fixe ( la constante
2 n'a aucune gignification particulidre : elle dépend du choix explicite
des normes, sur geo et les espaces _§P matriciels,utilisées par Emery ).

Ensuite, on s'atfranchit de la restriction sur 2, en construisant une
suite croissante de temps d'arrét Tn , telle que T0=0, Tnfcn s, €t qui
" découpent Z en tranches petites dans goo " : chacune des semimartingales

7 égales 3
O pour t<€En F Zt— Tn pour Tn§t<Tn+1

T -
n+1 n
Z -Z & pour thn +1

a une norme < k(c,p) dans I;Im . La solution glebale se construit alors par
récurrence sur n : le proc;ssus X'=x"1" satisfait une équation du type (1)
par rapport 3 Z1, puis le processus X 2_-X1=X2 satisfait une équation du

type (1) par rapport & ZZ, etc. Ce raccordement des solutions ne présente

que des difficultés de notation, et en général nous le laisgerons de coté
dans la suite.

UN THEOREME DE NEVEU

La clef de tous les résultats de différentiabilité est un résultat de
continuité de la solution par rapport a la donnée initiale x, Ce résultat
a été établi par Neveu dans son cours de 3e cycle " Equations différentiel-
les stochastiques et applications" , Paris 1973, pour les équations (2)
du type classique ( i.e. gouvernées par des termes en dBt et dt ).

THEOREME 1. Dang 1l'équation (2), supposons que les coeftficients ai(-.) soient
lipschitziens sur 8", Alors il existe une fonction X(t,w,x) sur R+><Qxin
posgédant les propriétés suivantes :

1) Pour tout x, le processus Xf(w):X(t,m,x) est solution de (2).
2) Pour presque tout w, 1l'application x> X(.,w,x) de B? dans Q(Rn)
est continue,

1. Ces espaces mont appelés RP dans la nouvelle édition du livre "proba-
bilités et potentiel". Nous gardons ici les notations d'Emery.



106

[ On aésigne par Q(Rn)( resp. 2([0,t],ﬂp)) 1'espace des applications
cddldg, de B (resp. [0,t]) dans ™, avec la convergence compacte ( uniforme)]

DEMONSTRATION, Conformément i ce que nous avons dit au début, nous lais-
serons de cdté les problémes de raccordement(1), et raisonnerons seulement
" dans le cas ol Z est trés petite dans Ea), de sorte que l'estimation (5)
est valable., D'aprés celle-ci, appliquée 3 la différence XX (ef. (4))

on a
E[( supy |XI-XT| )P < 2P|x-y|P

Comme p>n, nous sommes dans les conditions d'applications du lemme de Kol-
mogorov, dont voici 1'énoncé :

Soit 4 1'ensemble des dyadiques de Ep, et soit B un espace métrique
complet pour une distance d. Pour tout xed, soit §x une v.a. a valeurs
dans E. On suppose qu'il existe des constantes e>0, C>0, p>n telles que

Bla(8,,8)°] s Clx-y|®

Alors, pour presque tout w, l'application xre>§x(w) sur A est prolongeable
en une application continue de £” dans E.

Ici, nous appliquons cela avec E=D([0,w],£%) , & (w)=X(.,v,x). Pour
obtenir 1'énoncé, il suffit de vérifier-que le prolongement est solution
de (2) pour tout xeﬂn, et non seulement pour xed : c'est trés facile.

REMARQUE, Supposant toujours Z petite dans Eai on peut démontrer un résul-
tat un peu meilleur. Nous avons en effet X%—X: = y-x + fﬁA(Xg_)-A(X:_DdZ

s
et JA(XY)-A(XX) || p S c|xY-xX|| o ( condition de Lipschitzo). Or nous avons
SF T S

IIA

(Emery, prop. 1 p. 244) ”U-Z"Hp cp”U”Sp”Z"HGD , d'ol finalement, par (5),

une inégalité "X;—Xyﬂﬁp < c|x-y|, et HX?—XyH§1 < c|x-y|P. On applique alors
le lemme de Kolmogorov dans 1'espace 51 de semimartingales ( d'ou par ex.
1'existence de versions continues en x pour la partie martingale et la partie
3 variation finie de X~ séparément., Attention : le raccordement des parties
martingales ne se fait pas bien 8i Z n'est pas continue, de sorte qu'on ne

peut globaliser ce résultat sans précaution).

Supposons maintenant que les coefficients de 1l'équation (2) soient
seulement localement lipschitziens, et montrons qu'il existe alors une
solution, peut étre explosive, mais " aussi continue que possible" .

-

Nous considérons une suite (hi) de fonctions C® 3 support compact,
comprises entre O et 1, tendant vers 1 en croissant de telle sorte que
les intérieurs des compacts Uf4h1=1] recouvrent B* , Pour chaque i,
soit X (4,w,x) la solution continue, fournie par le théordme 1, de 1'équa—
tion différentielle lipschitzienne obtenue en remplagant la matrice A(x)
1.I1 faut un peu d'attention pour les sauts aux instants de raccordement.
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par la matrice hi(x)A(x). Soit aussi Si(m,x)= inf{t Xi(t,w,x)¢Ui} .

Pour tout i, et tout x fixé, on a p.s.

(*) (.,0,x)=21(,,0,x) sur [0,8; (w,x)[

ces deux processus étant solutions de la méme équation sur cet intervalle.
Jetant hors de Q un ensemble de mesure nulle, nous pouvons supposer que
(*) a lieu identiquement, pour tout i, tout w et tout x ratiomnel. On a
alors la méme propriété pour tout yeﬂp. En effet, si des Yn rationnels
convergent vers y, on a Si(m,y)§ liminf Si(m,yn), et la relation (*)
écrite pour les ¥, Passe 3 la limite.

En particulier, on a Si(m,x)§ S, ,,(w,x). 8i nous notons {(w,x) la

limite de cette suite, nous avons 12;1propriétés suivantes

- ((w,.) est s.c.i, et partout >0 ;

= 11 existe sur [0,{(w,x)[ une fonction X(.,w,x) unique, qui est égale
3 X(.,0,x) sur [O,Si(m,x)[ pour tout i

- Sur [0,¢(w,x)[, X(.,w,x) satisfait & 1'équation (2). En effet, on
a sur [0,8, (v,x)[ X(.,w,x):Xl(.,w,x)eUi, donc hi(Xl(.,w,x))=1, et Xt
satisfait & (2) sur l'intervalle.

- L'une des quantités X(Si(w,x),m,x}, X(Si(w,x)—,w,x) appartient 3 Uﬁ.
En effet, posons Si(m,x)=s, X(s-,w,x)=X"(s-,0,x)=u, et supposons uel; .
Alors hiéu)=1, et les deux processus ont méme saut 4 1'instant s, et donec
aussi la méme valeur : celle ci appartient & Ug par définition de Si.

I1 est clair d'aprés la dernidre propriété que { joue bien le rdle
d'une "durée de vie" : la trajectoire s'éloigne & 1l'infini 3 cet instant,
sur l'ensemble {{<w }. Si x est tel que ¢(w,x)>%t, d'autre part, on peut
affirmer que {(w,y)>t pour y suffisamment voisin de x, et que X(.,w,¥y)
converge uniformément vers X(.,w,x) sur [0,t] lorsque y+x. Le résultat
est donc aussi satisfaisant que possible.

Je ne suis pas parvenu 3 démontrer la conjecture suivante : si pour
tout x il existe une solution non explosive, alors pour presque tout w on
a ¢(w,.)=t0 . Il se pourrait bien qu'elle soit fausse : cela signifierait
que la fonction X(.,w,.) a des "pdles" pour certaines valeurs de (%,x),
8i aigus et mobiles que pour x fixé on ne passe p.s. pas par un "pdle".
Remarquer cependant que la fonction g(w,.) est s.c.i. et strictement posi-
tive, donc localement bornée inférieurement : il existe donc pour t petit
toute une bande sans "pdles" , et leur apparition ultérieure est un peu
contraire 34 1'intuition.

Nous passons & 1l'étude de la différentiabilité, due pour 1l'essentiel
4 Malliavin.
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LE THEOREME DE DIFFERENTIABILITE

Nous noterons U(t,w,x,u) la dérivée de X(t,w,.) dans la direction du
vecteur u, si elle existe, c'est & dire

U(t,w,x,u) = 1ime€>0g{x(t,w,x+su)-x(t,w,x))

et en particulier, la k-iéme dérivée partielle de X(t,w,.) sera notée
U (t,0,x ). Un calcul formel montre que le couple (X,U) devrait étre solu-
tion de 1l'équation différentielle stochastique dans g2

i i t 4
X =x + (j; ad(XS-)dZ:

t
(6)
. . -t s N
wod i ) QY convention de sommation
g =W é Dkaa(xs-)ué—dzs en k et o

qui est du méme type que (1), mais avec deux nuances importantes : d'une
part, X étant calculé, la seconde équation est lindaire en U, donc parti-
culiérement excellente. D'autre part, si 1l'on considére (6) comme une équa-
tion différentielle s tochastique du type (1), celle-ci n'est jamais globa-
lement lipschitzienne.

Le théoréme 2 s'étendra immédiatement aux ordres de différentiabilité
supérieurs.

THEOREME 2, On suppose les coefficients ai pourvus de dérivées partielles
d'ordre 1 localement lipschitziemnes ( donc localement lipschitziens ! ).
Alors, pour presque tout w, la fonction X(t,w,x) posséde les propriétds
suivantes'}
1) Pour tout t, X(t,w,.) est continiiment dérivablé133ns 1l'ouvert {x: ¢(w,0>t}
2) Si 1'on note Uk(t,w,x) sa k-iéme dérivée partielle, et U(t,x,w,u) =
I u Uk(t,m,x), alors pour tout (x,u) le processus (X(.,w,x),U(.,0,x,u))
est o03d13g identiquement, et solution de (6) sur [0,¢(.,x)[.
DEMONSTRATION, Nous fixons une constante N. E'ouvert {¢(w,.)»N} étant réu~
nion dénombrable:de boules fermées de centre et de rayon ratiomnels, il
nous suffit de démontrer que

Pour toute boule fermée B ( de centre et de rayon rationnels, mais peu
importe ), pour presque tout w tel que ((w,x)>N pour_ tout xeB, la fonction
X(t,w,.) est continliment dérivable (1),

Soit J 1l'événement { pour tout xeB, ¢(w,x)>N}. D'aprés le théordme 1,
pour tout wed l'ensemble des trajectoires X(.,w,x) sur [0,N], x parcourant
B, est compact dans Q(Rp), donc contenu dans une boule B(O,R) pour R assez
grand. Nous pouvons donc nous borner i raisonner sur les w tels que cette
propriété ait lieu avec R fixé. Désignons par H l'ensemble de ces w, et

1. En fait, on démontre un peu mieux : l'application qui 3 x associe la
trajectoire X(.,uw,x)eD([0,t],E") est de classe ¢! sur fe(w,)>t].
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remplagons - sans changer de notation - la loi P par la loi conditionnelle
PH ( sous laquelle Z est restée une semimartingale ). Nous pouvons donc
établir le théoréme sous les deux hypothéses supplémentaires suivantes
Pour tout xeB, on a ¢(w,x)>N, et la trajectoire X(.,w,x) reste
dans B(O,R) sur [0,N].
Rempla?ons alors - toujours sans changer de notation - les fonctions ai
par ha; , o h est C® 3 support compact, égale & 1 sur B(O,R), et Z par
la semimartingale arrétée ZN : nous nous trouvons ramenés 3 1l'étude sur
[0, [, dans le cas globalement lipschitzien .

Enfin, comme dans la démonstration du théoréme 1, nous pouvons supposer
la norme de Z arbitrairement petite dans Ea), quitte & faire ensuite un
recollement - que nous négligerons comme plus haut.

Commengons alors la démonstration proprement dite. Nous allons résoudre
1'équation différentielle stochastique

N . + N
i i irox k ]
(7) Uk(tvax) = 6k + é Dkaa(xs—)Us—dZS

ol X* est déja connu, et montrer qu'il en existe une version cadlag.
dépendant continlment de x ( méme, X+ U (.,w x) continue de B dans
D(E")

Nous montrerons ensuite que Uk(t,w,.) est dérivée partielle k-idme
de Xk(t,w,.), au sens des distributions, pour t rationnel fixé. Il en
résultera, puisque nous avons déjd établi la continuité s que l'application
x+—> X(,,0,x) & valeurs dans D(®?) est fortement différentiable, et admet
comme différentielle U= L_u“U,.

1) Continuité de U, en x ., Posons V (m): Uk(s,m,y)— k(s,m,x). Alors
t

v,ic (v, al(xx )ij -Dja, (xy )U5ly )azd

t( l(xx )-D al(Xy ))UJ’c dz"’ + j D al(Xy )vJ dZ

/
0
/
0

Hl + / Vl le , avec = f D, i(Xy )dZa

ks
Soit C une borne des Dkaa sur B(O,R) ; alors 1es Yk sont dans H , avec
une norme < C “Z”Ha) ( C s'exprime en fonction de C et de la dimension m).
Donc la majoratlon fondamentale (5) nous donne ( la fonctionnelle est ici

1'identité, donc lipschitzienne de rapport 1 )

' H i
Il "§p = Gl “Sp (=i “Z”Ha) est assez petit )

Revenons & l'expression de H comme intégrale stochastique : on a d'aprds
les inégalités de base ( Emery, prop. 1 )

IIHII 3IIJII IIZII ot i = (Dya (XS)-D al(Xs))ij
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8i donc nous pouvons prouver une inégalité du genre ||J| p < c|x-y|, nous
aurons “V” 4|x-y| , et le lemme d e Kolmogorov nousS donnera & nouveau

le resultaf de continuité cherché,
Pour majorer ||J| gP s 11 nous suffit de savoir majorer les normes dans

S2p des processus

1y¥y_ jx
DJaa(Xs) DJaa(Xs) et Uks

et d'appliquer 1'inégalité de Schwarz. Pour le premier, nous appliquons
le caractdre lipschitzien des D. a sur B(O,R), et la majoration de IXy—X |
dans 52p domée par le théoréme 1 ( nous nous sommes ramends au cas glo-
balement lipschitzien ! Noter aussi que l'exposant p a doublé, et il faut
découper Z en morceaux plus petits ). Pour le second, nous écrivons que
Uﬂf est solution d'une équation exponentielle
. t .
Jx _ s t 1x 3 i Jrvx o

U = &) + j Uyg_dYy y T _{)Dia,a(xs)dzS
Or les Y sont petits dans Em ( 4633 vu plus haut ), la donnde initiale est
de norme <! , donc la norme de Uﬂx est uniformément bornde.

2) Dérivabilité faible de X(t,w,.). Avant d'établir cela, faisons une
remarque : l'existence de versions continues de U (t w,.) jusqu'a la

durée de vie étant complétement établie, nous pouvons ajouter 3 notre
construction du début, par conditionnement, la propriété que les |U (8,0 x)l
gont eux aussi bornés par R pour s<N, xeB , comme nous l'avons fait pour
les |X(s,w,x)].

Emery a démontré la convergence de la méthode de Cauchy pour la solu-
tion des équations différentielles stochastiques : désignons parn% %a
semimartingale qui vaut % ,-n sur [k.27%,(k+1).27%[ , et par X, U les
solutions correspondantes de (6). La relation

n n
DkX(t,w,.) = Uk(t,m,.)
est évidente, car notre "équation différentielle" (6) est alors triviale,
tout s'exprimant par des sommes finies, que l'on dérive en x terme & terme.
Le théoréme sera donc établi si nous prouvons que, le long d'une sous-suite
convenable, on a p.s. n
X(t,0,.) > X(t,0,.) ’ Uk(t,wvc) - Uk(tpwyv)

au sens des distributions.

Pour la simplicité des notations, nous ne démontrerons que le résultat
cmernant X, mais il vaudra en fait aussi pour (X,U) tout entier. En effet,
d'aprés notre hypothése auxiliaire concernant U s le processus (X,U) tout
entier prend ses valeurs dans un compact, et satisfait donc & une équation
4 coefficients globalement lipschitziens.
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Nous appliquons le résultat d'Emery concernant la convergence de la
méthode de Cauchy ( prop. 5, p. 252 ) sur l'espace élargi 5=n?xn, muni de
la mesure produit P=AxP, ol A est la mesure de Lebesgue normalisde sur la
boule B(O,R) ol le processus X prend ses valeurs. On désigne par j la pro-
jection de O sur En, par m la projection sur Q, et comme d'habitude on
désigne par la méme notation une fonction h sur Q, et la fonction hoj sur
1 . On adjoint & la filtration (Et) la tribu indépendante engendrée par j,
et on considére 1l'équation différentielle stochastique sur 0O

t
X =3+ é F(X) _ 47

dont la solution est X(t,m(w),j(w)). Le théoréme d'Bmery affirme que
( la norme de Z étant petite dans Em ), X-X tend vers O dans §p sur Q.
Par conséquent, pour une suite (nk) tonvenable

n

5, s, | X (4,0,%)-X(t,0,%)| e L' (A(ax)xP(dw))

Notant Z(w,x) cette fonction, nous avons pour presque tout E(w,.)eL1(A).
Alors Xk(t,m,.) — X(t,0,.) A-p.p. en restant borné par £(vw,.)+|X(t,0,.),
qui est intégrable sur la boule B(O,R), et donc nous avons bien la conver—
gence au sens des distributions.
Cette démonstration me géne un peu, car l'argument de
conditionnement que nous avons utilisé pour nous ramener
au cas borné est typiquement "semimartingalesque” et ne
s'applique pas au mouvement brownien. Je ne sais pas com-
ment les autres auteurs s'en tirent ( sauf Malliavin, dont
la méthode repose sur des estimations browniennes beaucoup

plus précises ). Peut 8tre existe t'il une démonstration
plus simple ?

LE THEOREME D'INJECTIVITE
Nous laissons de c6té la différentiabilité, et revenons 3 1'équation
(5) sous 1'hypothése lipschitzienne locale. L'exemple des équations dif-
férentielles ordinaires suggére la question suivante : les trajectoires
X(.,0,x) et X(.,0,y) issues de valeurs initiales différentes peuvent elles
se rencontrer ? A priori, un résultat de non-confluence de trajectoires
peut revétir deux formes probabilistes :
Forme faible : pour x et y distincts et fixés, P{w : It ,X(t,w,x)=X(t,0,y)}
est nulle.
Forme forte : pour presque tout w, l'application x—>X(t,w,x) est injective
pour tout t.
Ces deux énoncés sont & modifier légérement lorsqu'il y a une durde de vie
finie. I1 n'y a aucun espoir d'établir la forme forte de la non—confluence
dans le cas ol Z est discontinue ( par exemple, pour 1l'équation exponentiel-
le & une dimension , Xt =x + é Xs-dzs , toutes les trajectoires confluent
en O aprés le premier saut de ~ Z égal & -1 ). Cela tient au phénoméne
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suivant : plagons nous en un temps d'arrét T. Alors

(8) X% - X% = X%_—X%_ + (aq(X%_)—au(X%_))AZ%

( sommation en o comme d'habitude ). Si pour un w donné 1'équation

v-u + (au(v)-aa(u))AZ; = 0 admet une solution (u,v) avec ufv, il suffira
de déterminer x et ¥y tels que X%_(m):u, X%_(m):v pour observer une
confluence de trajectoires. Bn revanche, la forme faible peut &tre espérée :
en effet, pour x et y fixés (8) est une liaison Fp_-mesurable imposée au

saut AZT , i.e. une restriction imposée i la mesure de Lévy de Z : si celle-
ci est "trés diffuse", on peut penser que les trajectoires issues de x et y
ne se rencontreront pas.

Aprés ces considérations heuristiques, revenons au cas vraiment intéres-
sant et supposons Z continue. La forme faible de 1l'injectivité a été établie

indépendamment par Emery ( sém. XIV ) et Uppman(1) . La-forme forte a été
établie, pour les équations classiques, par Malliavin, Bismut. Pour les
équations générales, nous suivons toujours 1l'exposé de Kunita & Durham

( résultats de Kunita et Varadhan ) .

THEOREME 3, Les coefficients ai sont supposés localement lipschitziens,
et la semimartingale Z continue. Alors pour presque tout w, la fonction

X(t,w,x) posséde la propriété suivante :
8i x et y sont deux éléments distincts de 1l'ouvert {¢(w,.)>N}, on
a inf__y |X(s,w,x)-X(s,0,y)|>0 .

DEMONSTRATION, Soit ¥ 1l'ensemble des réunions finies de oubes fermés
3 centre et cO0té rationnel. Il nous suffit de démontrer que, pour tout
élément K de X, on a la propriété suivante :

pour presque tout weK tel que {(w,u)>N pour tout élément de K , on a

inf _y |X(s,w,x)=X(s,w,y)| > O pour tout couple (x,y) d'éléments de K.

Ayant ainsi fixé K compact, et N, nous faisons un travail préparatoire
comme pour le théoréme 2 : on peut se ramener au cas ou les coefficients
a: sont globalement lipschitziens ( et la durée de vie est donc infinie ).
On n'a pas besoin d'une préparation plus raffinde.

Nous adoptons alors les notations suivantes : p est un exposant positif
suffisamment grand et fixé ( p>6n par exemple ), et g=-p ; & est un nombre,
d'abord >0, puis nul & la fin de la démonstration, et r(x):(e+|x|2)1/2.
Nous désignons par C une quantité qui peut varier de place en place, dépen-

dre des coefficients a; s des dimensions, et de p, mais non de e. Nous

posons enfin +
V_ xY_xX  _ o o _ Vy_ > 4
"'3: = X-X{ =y-=x+ (/) H, 42, , H, =a (X])-a (XJ)
Voici 1l'estimation fondamentale .

1. A, Uppman, CRAS Paris, t. 290 (1980), p. 661-664.
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LEMME, Pour xeK, yeK, on a
(9) E[ sup,_y r%(WSY) 1 < C|x-y|?

4 condition que "Z"H°° < C, suffisamment petit.

Montrons d'abora comment ce lemme entraine le théoréme. Tout d'abord,
la restriction concernant "Z“Hq) ne nous géne pas : on s'y raméne en décou-
pant 2 en tranches. Faisant téndre ¢ vers O dans (9), nous voyons que,
pour x et y fixés, W ne s'annule pas sur [0,N], et nous pouvons donc
poser pour u=(x,y), x#y , et t<n

Wl = |
Nous allons appliquer le lemme de Kolmogorov & MY dans ExK privé de la
bande |x-y|<8 autour de la diagonale : il en résultera que pour presque

Y _yX =1
tout w ’up(x,y)erK,Ix—y|gb sup8§N |Xs Xsl <00 , le résultat cherché.
Considérons donc u=(x,y), u'=(x',y') ; un calcul simple montre que
Ul ! X ' x| -1 ' ooxt -1
L L A e S D A
Nous passons au sup, sur [0,N], et appliquons 1'inégalité de Holder avec
des exposants égaux 3 p. Il vient

BL( sup, [M-e3] )P/3P3/P - Il_pBLsur, r4(w5) 1"/ Peloup_ rq(Wz'y')]Vp

Les deux derniers termes se majorent par (9), et restent uniformément
bornés si |x-y|26 , |x'-y'|>8 . Le premier terme est relatif & un exposant
p positif, et le calcul fait pour le théoréme 1 ( rappelons que nous nous
sommes ramenés au cas lipschitzien ) nous permet de le majorer par
6(|x~-x|+|y-y'|)=C|u-u'|. Elevant alors & la puissance p/3, nous pouvons
appliquer 1'énoncé rappelé avec le th., 1, avec 1l'exposant p/3 dans les
deux membres, et comme p/3>2n, la dimension de l'espace, on peut conclure.

I1 reste donc & prouver (9). Pour cela, nous appliquons la formule
du changement de variables & la fonction r%, qui est de classe c? et
bornée lorsque >0 :

t s t A
a = r3(x=~ a 1 a iyl
(10) (W) = rUx-y) + zié D,r (ws)dw; + oy é D; 4 (W )a<w,wh>
Désignons par ' , vid les termes au second membre. Si nous pouvons
montrer pour chacun d'eux une inégalité du type
(11) B[ supslvgl] < CE[ sup rq(ws) 1zl © ( de méme pour VY )
- H
nous aurons pour le c6té gauche de (9), que Hous notons A pour simplifier
A < rY(x-y) + CAllZ|lzo
donc 1'inégalité (9) si HZHHm est assez petit ( on sait que A<oo, car
r? est bornée ) Prouvons dome (11). Pour cela on écrit Dyr(x) = x*/r,
- - i -2 J
done Dirq(x)=qrq 2(x)xi , et Djirq(x)=q(q-2)rq 4(x)xigd +qrd™e(x) 8y .
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On en tire des majoratlons du type |D rql<er 1 |D rq|<.Crq 2. Les termes
du premler type (V ) s'écrivent alors

a 1979 o3 a i a-1 < opd
z, (f) D, (W )H, dz7 ol D rA(W )| [H | < Crd™ (W ) |W | Cri(wy)

( condition de Lipschitz ), et 1l'inégalité (11) est conséquence de (5)
écrite pour p=1. .
Les termes du second type (Vlj) s'écrivent de méme
t N
q i 43 a B
Eaﬁ é Dijr (ws)HasHBsd<z X s
dont le sup sur [0,N] est majoré par

N
( supg gy D 474(¥ $ELHEL ] ). / la<z®,z%>,|

Par définition de la norme H s le second facteur est majoré p.s. par une
constante C"Z“Ha> Quant au second facteur, il est majoré par Csups<N T (W )
pour les mémes raisons que ci-dessus. Le théoréme est établi.

REMARQUE SUR LE CAS DISCONTINU, Si 1l'on ne fait pas l'hypothése de conti-
nuité de Z, la formule (10) est modifide de la maniére suivante : une modi-
fication triviale ( remplacement de Ws par Wé_ , de d<:W1,WJ>S par d[Wl,WJ]g)
qui n'altére pas ce qui précéde, et une modification non triviale, i.e.
1l'addition du terme de sauts

- a _pd - q i
Vt = zsgt(r (ws) r (Ws_) Ei Dir (Ws_)AWé )
Supposons que nous puissions établir pour Vt une inégalité comparable 3
(11) ; nous pourrons alors par le méme raisonnement établir le théoréme

d'injectivité lorsque [Z] o &st assez petit ( sous les hypothéses auxi-
H

liaires de la démonstration : condition de Lipschitz globale).Il est vrai,
comme on l'a dit au début, que les sauts interdisent de raccorder les
injectivités locales, Mais précisément, on démontre ainsi un résultat géné-
ral qui a peut étre un intérét : dans le cas discontinu, les confluences

de trajectoires ne peuvent se produire qu'en des instants de sauts de la

semimartingale directrice Z. ( Uppman avait déjd rematqué cela ).
Prouvons donc 1'inégalité relative & Vt ¢ nous écrivons

q —rd - q i 2 q
(12)  |ri(W)-ri(W _)-L; D,r (Wg_)awg| < C|aw | “sup, f 5T (x)]
Xe

ol I, est le segment d'extrémités W _s¥y . Majorant | D; Jrq| par Cr%~ 2 et
remarquant que le maximum de r9~ 2(x) est atteint & 1l'une des extremltés du

segment, et que AW = I H&SAZQ , avec |H:s|§ c|ws_|§ Cr(W,), il nous

reste pour le coté gauche de (12) une majoration du type
(2w vrE (W _))r?(__az, |

qui se majore simplement par sup rq(W ). |AZ | . I1 ne reste plus qu'a
gommer en s sur [O,N].
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LE COMPORTEMENT A L'INFINI

Nous continuons & présenter les résultats de Kunita. Nous supposons
les coefficients ai(x) globalement lipschitziens, et nous allons continuer
les calculs précédents, avec e>0 fixé (e=1 par exemple ). La condition de
Lipschitz globale va intervenir seulement‘par lg fait que
(12) Iai(x)| < Cr(x) ( car Ial(x)-al(0)|5 c|x|

I1 est d'ailleurs classique que la condition de Lipschitz
locale, et la condition précédente, entrainent 1'absence
d'explosion pour x fixé. En regardant d'un peu plus prés
la demonstratlon du théoréme 1, on peut montrer qu'elle
entraine que p.s. cgm x) o identiguement. Nous lalsserons
cette question de coté, et resterons sous 1'hypothdse lip-
chitzienne globale pour simplifier.

Notre but est de montrer

THEOREME 4. Sous les hypothdses précédentes, on a pour tout N fini, et
pour presque tout w
lim _ o inf  _y |X(s,w,x)| =

DEMONSTRATION, Nous ne restreignons pas la généralité en supposant que

la valeur initiale x est prise hors d'une boule fixe B, et que les coef-
ficients a 1(x) sont nuls sur B. Les trajectoires X(.,w,x) ne dépassent alors
jamais la frontlere de B, et nous pourrons considérer tranguillement le
processus 1/X§. Notons enfin que notre procédé usuel de raccordement permet
de se ramener au cas ol |2Z[lyjo<C , constante & choisir.

LEMME. Soit q<O. On a pour “Z”HOO suffisamment petit
(13) E[ sup, rq(X:) bl < crd(x)

Appliquons en effet la formule du changement de variables

t ;
r4(x§) = ri(x) + 1, / D, r(X%)ay (X5)dzg

2 1Jas /t q(Xx)aiaj(Xx)d<Za,ZB>
on applique les inégalités |D rq|<er' |D rq|<.Crq 2 |al|<Cr, et on
procéde comme dans la démonstration precedente.

Passons i la démonstration proprement dite. Posons M = 1/r(X§)
sorte que |My -Myl < |Xx-Xy| (X )_1r(Xy) !, Passons au sup en t, appliquons
une inégalité de Hdlder avec des exposants égaux 4 p>3n, le lemme avec
q=-p et 1'inégalité (5). Il vient

B[ sup, |ME-MY|P/313/% _ o|x—y||x|™|y|™"

du cdté droit nous avons une distance d(x,y) compatible avec la topologie
du compactifié d'Alewandrov de Bc, et si 1'on ajoute le lemme, on a la
méme inégalité au point 3 1l'infini compris. Ce compactifié s'identifiant

3 une calotte spherlque, on peut appliquer le lemme de Kolmogorov & l'infini,
et le théoréme en résulte aussitdt.
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REMARQUE., Comme dans la démonstration du théoréme 3, la premiére partie
de la démonstration marche aussi lorsque Z est discontinue. Mais le rac-
cordement ne marche pas bien, comme le montre l'exemple de l'application
exponentielle : si Z a un saut égal & -1 4 1l'instant t, on a Xg(w)=0 pour
tout x si s>t , et donc Xz(w) ne s'éloigne pas a 1l'infini lorsque x-<>00.

APPLICATION, Restons toujours sous les hypothéses précédentes, et donnons
le merveilleux raisonnement dii & Kunita, qui va permettre d'établir aussi
la surjectivité de 1'application X(t,w,.) pour t fixé ( t est arbitraire;
et peut donc dépendre de w ).

- 1'application X(t,w,.)=f(.) est continue ( th.1), injective ( th. 3).

- 1'image de B® est fermée. En effet, soit yef(ﬂn), et soient des x,
tels que f(xn)—>y ; les x mne pouvant s'éloigner & 1'infini (th.4), pre-
nons en une valeur d'adhérence x. Par continuité on a f(x)=y.

- f est un homéomorphisme de B sur f(B®), En effet, cela revient &
dire que si des yn=f(xn) convergent vers y=f(x), alors x,>% . Mais x est
la seule valeur d'adhérence possible pour (xn) dans le compactifié d'Alexan-
drov de B ( th.4 ).

Dtaprés le théoréme d'invariance du domaine, tout sous-espace de |
homéomorphe 3 une variété de dimension n est ouvert dans B, Donc f(E™)
est aussi ouvert dans B®. Celui-ci étant connexe, f(B")=R".

La surjectivité avait été auparavant établie par Bismut,
dans un cas moins général et par une gémonstration délicate.

Noter que, lorsque les coefficients a, sont assez différen-
tiables, on peut établir directement que £(B2) est ouvert :

il suffit de regarder le jacobien et de vérifier qu'il est
#0 en tout point ; cf. le th. 2 . On n'a donc pas besoin en
général du résultat de topologie un peu raffinée qu'est le
théoréme d'invariance du domaine.

I1 est peut étre intéressant aussi de noter que le raisonne-
ment s'applique au cas discontinu, si [|Z]jjw est assez petit.

APPENDICE : DEMONSTRATION DU LEMME DE KOLMOGOROV

Je n'ai pu trouver aucune démonstration du lemme de Kolmogorov, dans
les traités de probabilités usuels, qui couvre le cas des processus indexés
par B2, Bien que ce soit une extension triviale du cas de R, je vais esquis-
gser la démonstration, avec les notations de la page 4. Nous désignons par
4 l'ensemble des nombres dyadiques du cube [0,1]n , bar Am 1'ensemble
des xed dont toutes les coordonnées sont de la forme k2 (nggzm) ( m-iéme
réseau dyadique ). On part de 1l'inégalité E[d(gx,gy)e] < clx-y|®P, que
1'on écrit pour deux éléments x,y contigus dans 4 ( donc |x-y|=2""), et
on applique 1'inégalité de Tchebychev :

Pf a(8,,8)z 20 | g c2¥R2TP
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Regardons maintenant 1'événement Am , ensemble des w tel qu'il existe deux
points contigus x et y de A avec d(§ (w), §y(m))>2""“n } : tout point x de
A ayant au plus n voisins, et le nombre des points de A étant zmn nous
avons P(Am) < Cn 2m(n+ae—p)
8i « est assez petit, comme p>n nous avons P(%) < co™® , avec c=nC et

= p-n-ac¢ > 0 , D'aprés le lemme de Borel—Ca.ntelli, pour presque tout w
il existe m, tel que

pour tout m>m  , pour tout couple (u,v) de po:.nts de 4 voisins l'un
de 1'autre, on a a(§,(w),8,(v) < 2mon

Cela entraine que la fonction xw> §x(m) est uniformément continue sur A
( la conclusion désirée ). En effet, soient x et y deux points de & tels
que ]x—y]gZ—k—} ol 1l'on suppose k>m . Considérons les développements dya-
diques des coordonnées de x et y ( ces développements sont finis )

i_ i i -J i

x=u +ZJ>k -2 , ¥ o= v +):3>k3
ol les aj, b; valent O ou 1, et u,v sont deux p01nts de Ak s confondus ou

=k-1 k-2

contigus. Posons u,=u, u _u+a,k+12 y Uy=R +a.k+22 eee €t de méme Vo
VysVoeee Uy et u, sont confondus ou v0151ns dans Ak+1 » Uy et u, confondus
ou voisins dans Ak+2"" donc

d(8,(w),8,(w)) < I:ﬁ? 273 | et de méme pour d(iy(w),sv(w))-

Enfin, on a d(gu(w),gv('m)) < o=k ; d'ol par addition la majoration désirée
pour d(sx.ﬁy).
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