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Université de Rouen
Séminaire de Probabilités 1978/79

TRIBUS DE NEYER
BET
THEORIE DES PROCHESSUS

par E. Lenglart

INTRODUCTION

Lorsqu'une filtration ¥ n'est ni continue 3 droite, ni complétée,
1'4tude de ses (sur) martingales fortes optionnelles est facilitée
par l'introduction de la tribu engendrée par les processus cddladg
indistinguables de processus F-optionnels. Cette tribu n'est as, en
général, une tribu optionnelle, mais est située entre les tribus pré-
visible et optionnelle de la filtration vérifiant les "conditions ha-
bituelles® associée & F,

Dans un premier temps, nous reprenons tous les concepts de la théo-
rie générale des processus, mais sous un angle différent. Nous partons
non d'une filtration sur Q, mais d'une tribu A sur R+x9 , engendrée
par une famille de processus cddldg contenant (t,w)-t et stable par
arrdt X > Xt en tout teR+. Nous appelons tribu de Meyer une tribu vé-

rifiant ces conditions. Nous montrons qu'on peut, 3 partir d'une tribu
de Meyer A, développer tous les concepts de la théorie générale des
processus introduits par P.A. MEYER et son école: filtration associée
3 A, temps d'arrdt de A, puis, aprds introduction d'une probabilité,
théordmes de section, ae projection, de projection duale. Cette partie
suit de trds prds l'article de C. DELLACHERIE *Sur les théorémes fon-
damentaux de la théorie générale des processus®[1l], mais le point de
vue adopté est différent, et plus maniable pour les applications.

La seconde partie, qui s'appuie fortement sur la premidre, est consa-
crée 3 la théorie générale des (sur)martingales. Aprds avoir introduit
la notion de é—(sur)martingale, nous élucidons compldtement leur struc-
ture: régularité des trajectoires, théordme de modification, décompo-
sition de Mertens. A cette occasion, nous introduisons la notion fon-
damentale de co-A-martingale: si F est la filtration vérifiant les
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*conditions habituelles® associée & la filtration ¥ de Ay les co-A-
martingales sont les F-martingales L, purement discontinues, vérifiant
E[LTIE;]= p_s Pour tout temps d'arrdt T de A. Toute A-martingale M se
décompose alors, de fagon unique, en M=I_+N, ol L est une co-é-martin—
gale locale, et N une F-martingale locale (au sens habituel, donc
cddldg) A-mesurable. Si, par exemple, A est la tribu prévisible de F,
les co—é:martingales sont les martingales purement discontinuesj; si

A est la tribu optionnelle d'une filtration compldte G,les co-A-martin-
gales bornées dans L"sont les éléments de l'espace vectoriel fermé
dans M, engendre par les martingales de la forme xI[t ol ol tsE
et sta(G )GL (Gt)' Les "martingales de saut® de Legan sont un cas
particulier de co-A-martingales [5]. Nous devons beaucoup au volume 2
de Probabilité et Potentiel de Dellacherie-Meyer, qui nous a guidé
dans notre recherche, Nous en profitons pour remercier ses deux co=-
auteurs, pour leurs conseils et leur aide amicale.

La dernidre partie est consacrée 3 1'étude des semimartingales dans
notre cadre. Nous montrons qu'd l'exception du caractdre continu 3
droite, qu'il faut abandonner (et remplacer par "13d13g"), tous les
théordmes de structure connus, démontrés sous les conditions habituelles
sont encore valides. Nous montrons enfin que 1l'intégrale stochastique
peut se développer de manidre, & surprise!, trds simple: on peut déve-
lopper un bon calcul intégral stochastique, pour les processus 13dlag
X tels que X, soit une F-semimartingale, ol F est une filtration véri-
fiant les conditions habituelles (ce qui est le cas de tous les pro-
cessus étudiés ici). Cette intégrale stochastique vérifie, de plus,
des conditions du type: si X est une A-semimartingale (resp. A-martin-
gale locale), et si f est prévisible localement borné, )f dX est une
A-semimartingale (resp. A-martingale locale). Les théordmes usuels de
la théorie des équations différentielles stochastiques restent valides
dans ce cadre.

I THEORIE ABSTRAITE (sans probabilité).

Q est un ensemble donné, fixé une fois pour toute.
DEFINITIONS O. Nous appelons temps, toute application T:Q [0,+®]. Si
T est un temps, nous notons [T,+® [ 1'ensemble, appelé intervalle sto-
chastique, égal 3 {(t,w)eELxS2, T(w) (t}. Les autres types d'inter-
valles stochastiques sont définis de fagon similaire. Nous noterons
[T] 1'ensemble {(t,w)eR  xQ, T(w) =t (+o}, et dirons que c'est le
graphe de T. Si B est une partie dé Q, nous notons TB le temps qui
vaut T sur B et + ® sur Bc
Nous appelons processus toute application X: E;x§2-9R .



502

DEFINITIONS 1.~ Si A est une tribu sur R+xQ s nous dirons qu'un temps

T est:

- un temps de coupe de A, si 1'ensemble [T, +o [ appartient & A.

- un temps de stabilité de A, si, pour tout processus A-mesurable X,
le processus arrété en T, X, est encore A-mesurable.

- un temps d'arrdt de A, si T est & la fois un temps de coupe de A et
un temps de stabilité de A. B

Nous verrons, plus loin, que pour les tribus considérées ici, les
notions de temps de coupe et de temps d'arrdt se confondent. Nous les
avons cependant introduites, car, dans un cadre plus général, ces no-
tions sont distinctes.

Les temps d'arrdt de A sont caractérisés par la propriété suivante:
un temps T est un temps d'arrét de é, si et seulement si, pour tout

processus é-mesurable X, le processus XTI[T,+<D[ est é-mesurable.

Voici le type fondamental de tribu étudiée ici.

DEFINITION 2.Nous dirons qu'une tribu A, sur R xQ, est une tribu de
Meyer si
1°)»é est engendrée par des processus cddldg (continus 3 droite et
ayant des limites 3 gauche).
2°) A contient la tribu'déterministe" Bp x (3,21},
3°) 8i X est un processus A-mesurable, gfteﬂ%, Xt est A-mesurable.

Remarquons qu'avec le langage introduit dans la définition I, les
conditions 2°) et 3°) se résument en : les temps constants sont des

temps d'arrdt de A.

EXEMPLES. Rappelons qu'une filtration F sur Q,est une famille crois-
sante de tribus (Et) sur Q, indéxée par mgu{o-} ( 0~ est un symbole,
et 1'on fait la convention 0-¢0 ).

On dit qu'un processus X est F-adapté si, pour tout teR , X est F.-
mesurable.

La tribu optionnelle de ¥, notée O(F) , est la tribu, sur R xQ, en-
gendrée par les processus cddldg F-adaptés.

La tribu prévisible de ¥, notée P(¥), est la tribu, sur R xQ, engen-
drée par les processus continus F-adaptés X, tels que XO est EO-
rable.

Les tribus P(¥) et O(¥) sont des tribus de Meyer, et P(F) est incluse
dans O(F). On sait que les temps d'arrét de O(F¥) sont les temps T tels
que, pour tout teR ,1'ensemble { m{t} appartient & Fio c'est & dire

les temps d'arr®t de la filtration F. Les temps d'arrdt de P(¥F) sont
par définition, les temps d'arr®t prévisibles de F.

«leSU~-
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Dans toute la suite A désigne une tribu des Meyer.

FILTRATION ASSOCIEE. Si tsE;, on appelle g: la tribu sur Q, engendrée
par les applications Xt’ X décrivant 1l'ensemble des processus A-mesu-
rables. Les temps constants étant des temps de stabilité de A, on
vérifie ais@ment que la famille (F ) est croissante. On pose FO ES
et on appelle filtration de A la famllle (F )tsnlJ{O }e On note F*
cette filtration et F 1a tribu V’tFt .

THEOREME 1. La tribu A est située entre les tribus prévisible et
optionnelle de sa filtration. Réciproquement, une tribu, sur R+xQ,

engendrée par des processus c3dllg, est une tribu de Meyer si elle
est située entre les tribus prévisible et optionnelle d'une filtration.

DEMONSTRATION. La tribu A étant engendrée par des processus cidlag,
il est clair qu' elle est incluse dans O(F*). La tribu prévisible
de F* est engendree par les processus de la forme XI]t, ol ? ol x est
une application Ft -mesurable (F é&tbs) et xI[O +oof? X apparte-
nant & Fa. I1 est clair qu'elle est alors engendrée par les processus
X1[t + ol? ol x est Fa-mesurable et u(t (sauf pour t=0, auquel cas
u~0). Soit xI[t ol un tel processus; comme X est aussi Ft—mesurable,
on peut trouver un processus X é—mesurable tel que x= Xt’ et donc
XI[t,+<n[==XtI[t,+<n[ est A-mesurable. On a donc prouvé que P(F?) est
incluse dans A.
Montrons la réciproque. Soit B une tribu située entre les tribus pré-
visible et optionnelle d'une filtration . Montrons que les temps
constants sont des temps d'arrét de B. Si X est un processus B-mesu-
rable et teR , [t, ol &5t égal é-XIEt]*'X I]t, ol* Le pracessus
]t +oof est prev151b1e, donc B-mesurable, et il est clair que
XI[t] est B-mesurable s [t] étant prévisible. Le temps constant t est
donc un temps d'arr&t de B.

Nous noterons F*'la filtration définie par Ft

a+ a a
et FO _F 'FO .

THEOREME 2. 1°) Les temps de stabilité de A sont les temps d'arrét de
la filtration F*'. B

2°) T est un temps d'arrét de A si et seulement si T est un temps de
coupe de A. -

DEMONSTRATION. 1°) Soit T un temps de stabilité de A. Le processus
déterministe Xt= t, est A-mesurable, et donc, pour tout t, Xg = taT
est g:-mesurable, ce qui implique le résultat. Réciproquement, soit

T un temps d'arrét de ', Si X est un processus A-mesurable, on a

a .
Fe,= D)4F5 si teR,




504

+ . 2 £y
XI[O 3+ XTI]T, ol* La trlbu prévisible de 2t &tant egale a
la tribu prévisible de Ea X est A-mesurable car [0,T] et X I A
sont prévisibles, donc A-mesurables. Le 2°) résulte 1mmedlatement du 1°.

COROLLAIRE 1.1°) Les temps d'arrét de A sont les temps T tels que
[T,+ ol appartienne 3 A.

2°) Les temps de stabilité de A sont les temps T tels que JT,+ ol
appartienne 3 A.

DEFINITION. Si A est une partie de R xQ, on appelle début de A, le
temps D, défini par Déuﬂ: inf{teﬂ;, (tyw)eA } (inf@ = + ®)
COROLLAIRE 2., Soit Ael. Si le début de A est un temps de stabilité

de A dont le graphe est inclus dans A, alors c'est un temps d'arrt
de A.

DEMONSTRATION, [DA,+ ol = AU]IDA,+ ol .

THEOREME 3., La tribu A est engendrée par les intervalles stochastiques
[0,T[, od T décrit 1'ensemble des temps d'arrt de A.

DEMONSTRATION. Soit B la tribu engendrée par les intervalles stochas-
tiques [0,T[, od T decrlt les t.a. (temps d'arrét) de A. T1 est clair
que B est incluse dans A Réciproquement, considérons un processus X
c&dlag et A-mesurable. Nous allons adapter la démonstration de D-M [3]
p.197, 3 laquelle nous renvoyons pour les détails. Soit £€)0. Considé-
rons la suite de temps (T ) définie par récurrence: TO o, T est le
aébut de 1'ensemble A= ]l’l‘n,+ ol N{1%-xT0)e ou |X_- xTnQe}, od X_
désigne le processus cig Xy _ (avec X=X, ). On montre alors que, pour
tout n, T, est un t.a. de F*, D'aprds les résultats précédents et le
fait que X_ est prévisible, on voit que An est A-mesurable. Le lecteur
vérifiera que A, est 3 coupes fermées, et donc que [T ] est inclus
dans A , Ce qul prouve, d'aprds le corollaire 2, que 1es temps Tn sont
des t. a. de A. si x® désigne le processus z r}[Tn9Tn+l[' x® appro-
che unlformement X 3 € prds; il suffit donc de montrer que X° est A-
mesurable. On est donc ramené 3 montrer que si X est un processus
A-mesurable et T un t.a. de A, le processus XTI[T,+<D[ est B-mesurable.
Si X est 1l'indicatrice d'un ensemble é-mesurable A, en appelant B l'en-

semble Aj (= {w, (T(w), w)eA}), on voit que X [T + ol? qui est A-mesura-
ble, est egal a- It 4 ol d'ol 1'on dedult que T, est un t.a. de A

’
et donc que ET + ool est B-mesurable. Le resultat s'ensuit par un

argument de 11m1te monotone.

DEFINITIONS. Nous dirons qu'un processus X défini sur [0,+ 0]xQ est
é-mesurable si et seulement si sa restriction & H&x&!est A-mesurable
et X est F2 -mesurable.

[e°) =
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Si T est un temps, nous appelons E? la tribu sur Q, engendrée par les
applications Xn ol X décrit 1'ensemble des processus A-mesurables,

définis sur [0,+ @]lxQ.

THEOREME 4. 1°) Si S et T sont deux temps de stabilité de é tels que
S5(T, on a FS.:FT.

2°) S8i T est un temps d'arrét de A, on a Fa-{AsFa » Tpest un t.a. de A}

DEMONSTRATION. Le 1°) est évident. Montrons le 2°). Soit T un t.a. de
A. Si A est F -mesurable et tel que TA soit un t.a. de A, soit X le
processus égal é I[T ol* prolongé & 1'infini par X<n= I,. Le pro-
cessus X est é-mesurable et XT= IA’ ce qui prouve que A appartient 3
mesurable tel que IA=YT, on a, pour tout processus é—mesurable X:

Réciproquement, si A appartient & E% et si Y est un processus A-

ETA +of = (XY)TI[T + o} ceci, joint au fait que T est un t.a.
9 ]

de A, prouve que TA est un t.a. de é.

REMARQUE, Si T est un t.a. fini de A, on a E; = {AeQ,TA t.a. de é}.

Nous laissons au lecteur le soin d'établir le corollaire suivant

COROLLAIRE.1°) Si T est un t.a. de A et S un temps de stabilité de A,
l'ensemble {S(T} est ES et F% mesurable;

2°) 8i 5 et T sont deux t.a. de A, les ensembles {S(T}, {s¢T}, {s=T}
sont Fg et Fa mesurables.

3°) 8i S et T sont deux t.a. de A et ASFS, les ensembles An{sgm},
AN{s(T} et AN{S=T} sont Fn 2_mesurables.

REMARQUE. Si A est la tribu optionnelle d'une filtration ¥, et T est
un t.a. de A (i.e. de F), la tribu E; est alors égale 3 la tribu
{AeF : vVt AN{T(t}eF,} habituellement notée F

Si A est la tribu prévisible de ¥, la tribu é% est notée Ep_ - On

pourra vérifier que, pour t)0, on a Et = QQth' ce qui Jjustifie
1'appellation, et que ET- est la tribu engendrée par EO— et les en-
sembles AN{t(T}, t)0, AeF,, si T est un t.a. de T.

II. THEORIE PROBABILISTE. LES THEOREMES FONDAMENTAUX.

Nous allons montrer, dans ce chapitre, qu'aprés introduction
d'une probabilité, une tribu de Meyer satisfait aux théordmes de sec-—
tion, de projection et de projection duale. Les démonstrations consis-
tent essentiellement & montrer que 1'on peut se ramener aux théordmes
de Dellacherie, énoncés dans son article "Sur les théordmes fondamen-—
taux de la théorie générale des processus" [1]. Pour cela, nous intro-

duirons la notion fondamentale de P-complétée d'une tribu de Meyer.
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Nous considérons maintenant un espace probabilisé (Q,F,P). Nous ne
perdrons pas de généralité en le supposant complet. Les tribus étudiées
seront toujours supposées,implicitement, incluses dans la tribu produit
gm:xg, appelée tribu des processus mesurables. Un temps aléatoire sera

un*temps F-mesurable. Les temps aléatoires sont les temps d'arrét de
EE xF, qui est une tribu de Meyer.
+

8 1. LE THEOREME DE SECTION.

DEFINITION 1. Un ensemble de temps aléatoires V est un systdme d'arrét
si il vérifie les conditions suivantes:

a) V est stable pour les "sup" et"inf" finis.

b) V est stable pour les limites le long des suites croissantes.
¢) O et + o appartiennent & V.

d) Si S et T appartiennent & V, alors S{S(T} appartient 3 V.

Le lecteur vérifiera que l'ensemble des temps d'arrét d'une tribu
de Meyer est un systdme d'arr®t qui, de plus, contient les temps cons-

tants et est stable pour les limites le long des suites décroissantes

stationnaires ( une suite (Tn) de temps,est dite stationnaire si, pour

«

tout w, la suite(TéuO est constante & partir d'un certain rang).

Si V est un systéme d'arrt, on notera AV la tribu engendrée par
les intervalles stochastiques [0,T[, T décrivant V.

Si A est une partie mesurable de E#XQ, nous notons p(A) sa projec-
tion sur Q, qui est E-mesurable, F étant compldte; 1l'ensemble A est
dit évanescent si sa projection est négligeable. Deux processus X et
Y sont dits indistinguables si 1'ensemble {X# Y} est évanescent.

THEOREME DE SECTION O. Soit V un systme d'arr8t. Si A appartient 3
Ays pour tout €)0, on peut trouver un temps TeV vérifiant la condi-
tion: {T(+ @} =ps.s. {w: (T(w),w)eA} et Plp(A)] ( P[T{+ ] +E.

DEMONSTRATION, Soit V 1'ensemble des temps aléatoires égaux p.s. 3
des temps de V. V forme encore un systdme d'arrét et est saturé pour
1'égalité presque sure; il satisfait donc aux hypothdses du théordme
général de section de Dellacherie [0]. Il est clair que Ay contient

v
AV. Soient Aeév et €)0. Il existe alors un temps S de V, dont le gra-

phe est inclus dans A et tel que P[p(Aa)l] 4 PS¢+ ®] + €. I1 suffit de
choisir un temps TeV égal p.s. & S.

THEOREME DE SECTION 1. Soit A une tribu de Meyer. Si A appartient 3
é, pour tout €)0, on peut trouver un temps d'arrét T de é, dont le
graphe est inclus dans A, et tel que P[p(A)] ( P+ o] +€.
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DEMONSTRATION. Nous avons vu que l'ensemble V des temps d'arrét de A
est un systéme d'arrét et que A est égale 3 Ay (th.3,I). Soient AeA

et €)0. Soit S un t.a. de A tel que 1' ensemble {S¢(+ ®} est égal p.s.
3 B={w: (S(w),w)eA}. L' ensemble B est FS-mesurable, et donc T=8y est
un t.a. de A égal p.s. 3 S et dont le graphe est inclus dans A.

COROLLAIRE. Soit A une tribu de Meyer. Si X et Y sont deux processus
A-mesurables tels que, pour tout temps d'arrét borné T de A, on ait
Xp{Yp Pes. (respe Xp=Yp P.s. ), alors 1'ensemble {X)Y} est évanescent

(resp. X et Y sont indistinguables).

g§2. TRIBU P-COMPLETE, P-COMPLETEE D'UNE TRIBU.

Dans toute la suite, A désigne une tribu de Meyer incluse dans

E xF.

THEOREME ET DEFINITION 2. Les propositions suivantes sont équivalentes.
a) Tout temps égal p.s. 2 un temps d'arr@t de A est un temps d'arrét
de A. )
b) Tout processus ciddldg indistinguable d'un processus A-mesurable
est A-mesurable.

¢) Tout processus mesurable indistinguable d'un processus A-mesurable

est A-mesurable.
Si A vérifie ces propositions, nous dirons que A est P—comgléte.

DEMONSTRATION. L'implication c) =2b) est évidente car tout processus
c3d13g indistinguable d'un processus mesurable est lui-méme mesurable.
Montrons b) Ha): soit T un temps égal p.s. 3 un temps d'arrét S de A.
Le processus I[T, ol est indistinguable du processus A-mesurable B
(cddlig) I[S ol? et donc est A—mesurable, ce qui prouve que T est
un temps d'arret de A. Montrons a) =c): soit X un processus mesurable
élémentaire de la forme IF [t,+ ool ol FeF. Si X est indistinguable
d'un processus Aomesurable Y, X est alors indistinguable du processus
A—mesurable Yt [t,+ ool et on peut supposer que Yt est 1l'indicatrice
d'un élément A de Ft' Le temps tF est alors égal p.s. au temps tA et
donc est un te.a. de A. Par suite X (égal & I[ ) est A-mesurable.

+ ool
On en déduit alsément le résultat (cf la demons%latlon du th. 5)

Revenons & notre tribu A, qui n'est pas nécessairement P-compldte.

DEFINITION. Nous appelons éP 1a tribu engendrée par les intervalles
stochastiques [0,T[, ol T est un temps égal p.S. 3 un temps d'arrét
de A.

On voit immédiatement que éP est encore une tribu de Meyer. Un
argument de classe monotone montre que tout processus éP-mesurable
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est indistinguable d'un processus A—mesurable. Si A est P—compléte,

on a évidemment A= éP; nous allons voir que, de maniére générale, éP
est P-compldte (ce n'est pas évident!).

Appelons V 1'ensemble des temps égaux p.s. & des temps d'arrdt de

A. Avec cette définition, nous avons éP= AT .

LEMME. L'ensemble V est un systdme d'arr®t stable pour les limites

le long des suites décroissantes stationnaires.

DEMONSTRATION. Nous avons déjd vu que V est un syst@me d'arrét. Soit
(Tn) une suite décroissante stationnaire de temps de V. Soit (s™) une
suite de t.a. de A tels que, pour tout n, s soit égal p.s. 3 T .
Nous pouvons supposer que la suite (Sn) est décroissante. Pour tout
n, posons A {S N_s™}, L'ensemble A appartient 3 Psn, et donc
n = S est un t a. de A. La suite (S') est décroissante et station-
naire, et admet donc pour limite un t.a. de A, noté S. Il est clair
qu'alors T est égal presque surement & S.

THEOREME 3. Un temps T est un temps d'arrét de éP si et seulement si
il est égal p.S. & un temps d'arrét de A.

DEMONSTRATION. Il nous faut donc montrer que V est 1'ensemble des t.a.
de AP. I1 est clair que V est un ensemble de t.a. de AP. Soit T un
temgs d'arrét de AP. On a vu qu'alors [T,+ ol et ]T,+2n[ appartiennent
3 AP( I,th.2,Cor.i); par différence, on voit que [T] appartient 3 éP.
Moﬁtrons, plus généralement, que si T est un temps dont le graphe
appartient & éP, alors T appartient v (et donc, est un t.a. de AP).
Appliquons le théor3me de section O & [T]. Soit (S ) une suite de
temps de V tels que [S ] soit inclus dans [T] et P[T(+(D] soit majoré
par P[S <+cn]+-2 -n, La suite (R ), définie par R = 1nf1$n ; est dé-
cr01ssante stationnaire. D'apres le lemme precedent, sa limite R est
un temps de v égal pes. & T. Le systdme V étant saturé pour 1'égalité

presque sure, T appartient & V.

T
0y
a

REMARQUE, La démonstration montre, en particulier, que si é est
P-compldte, un temps T est un temps d'arrét de A si et seulement si

[T] appartient & A. )
COROLLAIRE 1. La tribu A¥ est P-compllte.

DEMONSTRATION., Le théordme 3 montre, & 1'évidence, que 1l'ensemble des
temps d'arrét de AP est saturé pour 1'égalité presque sure.

COROLLAIRE 2. La tribu AP est engendrée par les processus cidlig

(resp. mesurables) indistinguables de processus A-mesurables.

DEFINITION. Nous dirons que éP est la P-complétée de A.
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la tribu engen-

]}

NOTATION, Si G est une sous tribu de F, nous notons
drée par G et les ensembles négligeables de F.

P
THEOREME 4, Si T est un temps d'arrét de éP, E; est égale 3 E% g

DEMONSTRATION, Si T est un temps borné, tout processus AP—mesurable
etant indistinguable d'un processus A—mesuragle, il est clair que
E; est incluse dans FT' On en déduit que F est incluse dans Fa ©?
et donc que, pour tout temps T, F% est 1nc1use dans F;. Soit T

temps d'arrét de éP, 80it S un t.a. de A qui lui est egal PeSe o 11
est clair que fg est égale 3 F;. Soit A un élément de FT’ si B est
un élément de Fg qui lui est égal p.s., T, est égal p.s. 3 Sg qui est
un _t.a. de A. Par suite T, est un t.a. de éP et donc (I,Th.4), A est

P
E% -mesurable,

EXEMPLES. Soit F une filtration sur Q, constituée de sous tribus de F.
1°) Si F est continue & droite, la P-complétée de sa tribu optionnelle
est la tribu optionnelle de ¥ (qui vérifie les conditions habituelles)
(Voir D-M[3],p.193)

2°) La P-complétée de la tribu prévisible de F est la tribu prévisible
=+
=0=-

de ﬁ; qui est égale 3 la tribu prévisible de E*, od 1'on a posé F

égale 3 FO . (D-M [3]1, p. 213).
3°) S8i F n'est pas continue 3 droite, la P-complétée de sa tribu

optionnelle n'est pas, en général, un tribu optionnelle:
8i la P-complétée de O(F) était une tribu optionnelle, ce ne pour-
rait &tre que la tribu optionnelle de sa filtration F. Tout t.a. de

F serait alors égal p.s. 3 un t.a. de ¥, ce qui n'est pas en général
( on peut montrer, par contre, que tout t.a. de F est égal p.s. 3 un
t.a. de ¥, la réciproque étant évidemment fausse D=M [3]1, p. 193):
considérons, sur un "bon" espace, une filtration ¥, continue 3 gau-
che, D'aprd le " test de Galmarino"(D-M,[3], p.234), tout t.a. de F
est prévisible. La tribu optionnelle de F est donc égale 3 la tribu
prévisible de F. La P-complétée de O(F) est donc la tribu prévisible
de ¥ , différente de la tribu optionnelle de ¥ , en général, car
celle-ci peut posséder des t.a. totalement inaccessibles.

THEOREME 5. Une tribu engendrée par des processus c3dl3g est une

tribu de Meyer P-compldte si, et seulement si, elle est située entre
les_tribus prévisible et optionnelle d'une filtration vérifiant les
conditions habituelles.

P z . . 3 L4 by
1 E% désigne la "valeur en T" de la filtration associée 3 éP.
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DEMONSTRATION. Si A est une tribu de Meyer P-compldte, elle est compri-
se entre les tribu prévisible et optionnelle de sa filtration, qui est
*P_compldte®(égale & F*). Elle est alors située entre les tribus op-
tionnelle et prévisible de la filtration P , qui vérifie les condi-
tions habituelles. Réciproquement, soit B une tribu située entre les
tribus prévisible et optionnelle d'une filtration F vérifiant les con-
ditions habituelles. Montrons que tout processus mesurable indistin-
guable d'un processus B-mesurable est B-mesurable. Par différence, il
suffit de montrer que tout processus mesurable indistinguable de O est
P(F)-mesurable. Soit X un tel processus; posons A= {w: 3% Xt(w)£()}.
Comme A est négligeable, il est go_-mesurable. Soit C 1la tribu engen-
drée par les processus mesurables & trajectoires nulles hors de Aj il
est clair que C est engendrée par les processus mesurables élémentai-

res,de ce type. Si Y= yl[t est nul hors de A, il est clair que

ol
y est FO -mesurable, et donc, que Y est prévisible.

8§3. CLASSIFICATION DES TEMPS ALEATOIRES.

DEFINITION. Un temps aléatoire T est dit A-accessible s'il existe une
suite (T) de t.a. de A telle que 1'on ait: PLU{T =T(+ 0]=P[T(+ ].
Un temps aléatoire T est dit totalement é-inaccessible si 1l'on a
P[8=T¢(+ ®] = 0, pour tout t.a. S de A.

Remarquons que la P-complétée de A donne la méme classification que

é aux temps aléatoires. Nous notons Z(é) 1'ensemble des t.a. de A.

THEOREME 6. Soit g une tribu de Meyer contenant é. Si T est un temps

d'arrét de B, il existe une partition, essentiellement unique, de
{T¢{+ o}, en deux ensembles A et I, Fb—mesurables, tels que TA soit

DEMONSTRATION. Soit T un t.a. de B. 8i S est un t.a. de A,
t.a. de B car 1'ensemble [S,+ o[ appartient 4 A, donc & B; 1'ensemble
{s=1 (+oo}est donc Fb-mesurable. Soit H= { U 1S =T {+o},(S )s‘l‘(é)N};
les éléments de H sont gg—mesurables et H est stable pour les réunions
dénombrables., Si A est un représentant de ess.sup H, et I est son com=-

é S est un
B

plémentaire dans {T (+m}, on vérifie aisdment que ces ensembles con-
viennent. L'unicité essentielle est évidente.

REMARQUE. En particulier, tout temps aléatoire se décompose, de manidre
essentiellement unique, en un temps aléatoire A-accessible, et un
temps aléatoire totalement é-inaccessible. Cetge classification dé-
pend évidemment de la probabilité de référence.
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THEOREME 7. Soit A un ensemble A-mesurable dont presque toutes les
coupes sont dénombrables. L'ensemble A est alors indistinguable d'une

réunion dénombrable et disjointe de graphes de temps d'arrét de A.

DEMONSTRATION. On sait que A est indistinguable d'une réunion dénom-
brable de graphes de temps aléatoires (D [O], p.137). Soit (T,) une
telle suite de temps aléatoires. Appelons T (resp. T ) la partle
A-accessible (resp. totalement A-1naccess1b1e) de T, 001t (s™) une
suite de t.a. de A telle que U, [T 27 soit 1nd1st1nguable de L%[Sn].
L'ensemble A-mesurable A\t) [qn] eqt indistinguable deLJ [t ]; il est
donc evanescent d'aprés le theoréme de section. L'ensemble A est donc
indistinguable de l'ensemblet%nA(\ESn] égal 3 LJn[sﬁl, ol 1'on a posé
S'..SASn. Pour rendre disjointe cette réunion, il suffit de poser

[v,1= [533\U, ,[S: 1.

REMARQUE. Si A est P-compldte, on a vu que si les coupes de A ont au
plus un point: A est le graphe d'un t.a. de Aj de méme, si les coupes
de A sont dénombrables, A est égal & une réunion dénombrable de gra-
phes de t.a. de A.

8 4. LE THEQREME DE PROJECTION.

THEOREME DE PROJECTION 8. Si X est un processus mesurable borné, il

existe un processus A-mesurable Y, unique 3 1'indistinguabilité préds,
P a

vérifiant: pour tout t.a. T de A, on a YTI{T<+<D}"E{XTI{T(+(D}12T]‘

On notera 2X ce processus, et on l'appellera la é-projection de X.

DEMONSTRATION. Quitte & démontrer le théordme pour'éP, et prendre en-
suite pour é-projection de X un processus A-mesurable indistinguable
de 1la éP—projection de X, on peut supposer que A est P-compldte. La
tribu A est alors située entre les tribus prévi;ible et optionnelle
d'une filtration F vérifiant les conditions habituelles. Nous reco-
pions alors la démonstration de Dellacherie [1]. Le théordme de pro-
jection sous les conditions habituelles, permet de projeter les pro-
cessus mesurables bornés sur O(F). On est donc ramené 3 projeter sur
A les processus ontionnels bornés. Par un raisonnement de classe mo-
notone, on voit qu'il suffit de savoir projeter les intervalles sto-
chastiques [0,T[, o T est un t.a. de . Si T est un t.a. de ¥, [0,T]
est prévisible et sa projection doit lui &tre égale; il reste 3 savoir
projeter [TJ., Si T? et T' désignent respectivement les t.a. de F
A-accessible et totalement A-inaccessible associés é.T, on a alors
[Tl = [7%1 + [1t1. Nécessaire;ent, la projection de [T*] doit 3tre
nulle. I1 reste 3 projeter [T%]. Soit (Sn) une suite de t.a. de 4, 3
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graphes disjoints, tels que [r?] = LJ [T]f\{% J. I1 suffit donc de
savoir projeter [TIN l[S ] égal & I[’[‘{T Sn }]\ qui est inclus dans [[S 1.
On est donc ramené 3 la situation ou;vante- projeter un t.a. T dont
le graphe est inclus dans le graphe d'un t.a. S de A. Considérons
alors la mesure I définie sur §m+xg , par L[X] = E[XSI{S(+<n}]‘ Une
projection de [T] sur A est fournie par une version de 1'espérance
conditionnelle de [T] par rapport & L et & la tribu A, nulle hors du
graphe de S.

On a donc établi 1'existence d'une projection sur A. L'unicité est

by

immédiate & partir du théordme de section.

On pourrait démontrer, en reprenant les mémes arguments que ceux
utilisés dans la démonstration du th.48, ch. VI de D-M [4], le résul-
tat suivant

THEOREME 9. Un processus A-mesurable bornélx a presque surement ses

trajectoires limitées 3 droite (resp. 3 gauche) si et seulement si

ELX, n] converge, pour toute suite décroissante (resp. croissante) et

unlformement bornée (T?) de temps d'arrdt de A.

COROLLAIRE. Si un processus mesurable borné a presque surement ses

trajectoires limitées 3 droite (resp. 3 gauche), il en est de méme

pour sa é—projection.

Complément au théordme de projection.

Ce complément ncus sera esséntiel par 1la suite.

DEFINITION. Soit X un processus mesurable., Si T est un t.a. de A, nous
dirons que X est A-projetable en T si E[lXT|I{T<+(D}|§%] est fini pe.se.

THEOREME 10. Soit X un processus mesurable. Il existe un processus
A-mesurable Y tel qu'en tout t.a. T de A ol X est A-projetable, on
at Yoling, o} = El¥pT(p¢s oo} [Ep) P8 -

DEMONSTRATION, Par différence, il suffit de montrer ce résultat quand

X est positif. Soit (™) une suite de processus mesurables bornés po-
sitifs croissant vers X. Pour tout n, soit Y* 1a A-projection de X2,

. . P n
I1 suffit alors de poser Y= (llmlan')I{limiann<+aﬂ.

DEFINITION. Un processus mesurable est dit é—projetable si et seule-
ment s'il est A-projetable en tout temps d'arrét de A.

1 la démonstration montre, en fait, que si E est intégrable pour tout
t

t.a. borné T et si E[X ] converge pour toute suite décroissante
(resp. croissante) uni ormement bornée de t.a. de A, alors X est puse.
3 trajectoires limitées & droite (resp. a gauche).
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COROLLAIRE. Soit X un processus mesurable A-projetable. Il existe un
processus A-mesurable Y, unique & 3 1l'indistinguabilité prés, tel que,

. a
pour tout t.a. T de A, on a : Y, I{T(+<n}::E[XTI{T<+<D}'ET] DPeSe

On notera encore 2X ce processus, et il sera appelé la é-projection
de X.
THEOREME 11. Soit X un processus mesurable. S'il existe une suite (Tn)
croissante p.s. vers + o de temps de stabilité de A tels que, pour
tout n, XTn soit A-projetable, alors X est A-projetable.

DEMONSTRATION. Soit T un t.a. de A. La mesure iR salXT | T T<+(D}.E’est

c~finie sur FT et concentrée sur {T(+w}. Les ensembles A ={T¢T } re-
couvrent {I{+ o} et sont FT mesurables, Sur A , la mesure IXTJ%T“(D}.P
appelée I, coineide avec LR, On en déduit que la mesure L est o-finie
sur E%, ce qui prouve que X est projetable en T.

Du théordme de projection, on déduit un théordme général de modifi-

cation.

THEOREME DE MODIFICATION 12. Soit X un processus mesurable. Il existe

un _processus A~mesurable Y tel que, pour tout t.a. T de A tel que
X I{ o} Soit F p-mesurable, on ait Xp=Yp p.s. sur {T¢+ ]},

DEMONSTRATION. C'est un conséquence immédiate du théordme 10.
§ 4 o LE THEOREME DE PROJECTION DUALE.

THEOREME 13, Un processus c3dldg X es t mesurable si, et seulement

si, il vérifie les deux conditions

a) Pour tout t.a. fini T de 4, X, est E;-mesurable.

b) Pour tout temps de stabilité T de A totalement A-inaccessible,
AXp = O pes. .

Le processus X vérifie alors AXT=O P.Se. pour tout temps aléatoire to-

falement A-inaccessible T.

DEMONSTRATION. Montrons que les conditions sont nécessaires. Considé-
rons un processus cddlig éP~mesurab1e X (donc indistinguable d'un pro-
cessus é—mesurable). I1 est clair que X vérifie la condition a). Mon-
trons b). L'ensemble {AX#0} est 3 coupes dénombrables; il est indis-
tinguable d'un ensemble AeA qui est donc égal, & un évanescent prés,
3 un réunion dénombrable de graphes de t.a. de A. 51 T est un temps
aléatoire totalement A-inaccessible, [TIN{AX 40} est done évanescent.
Montrons que ces deux condlglons sont suffisantes. La condition a) in-
dique que X est adapté & EaI; appelons F la filtration ¥ *. Le proces-
sus X_ est ép-mesurable car F-prévisible. Il reste & voir que AX est
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éP—mesurable. Soit (Tn) une suite de t.a. de F épuisant les sauts de
X3 d'aprds la condition b), on peut les supposer A-accessibles. On
peut alors trouver une suite (Sn) de t.a. de A, 3 graphes disjoints
telle que Xest indistinguable de Z = § Xgn Ipgnq. D'aprds a) et
le fait que X_est AP-mesurable, Z estAﬁLmesurable. Le processus X,
étant cddldg et indistinguable de X +72Z qui est A -mesurable, est donc

AP—mesurable.

CONVENTION. Un processus mesurable positif A, est appelé croissant
continu 3 droite (en abrégé, cdd) si presque toutes ses trajectoires
sont croissantes et continues 3 droite. Nous précisens "continu 3

droite" car nous rencontrerons souvent par la suite, des processus

& trajectoires croissantes non continues & droite. Nous dirons que

A est intégrable si A, est intégrable. On notera AA tout processus
mesurable (é-mesurable si A 1'est) dont presque toutes les trajectoi-
res sont égales aux trajectoires des sauts de A.

LEMME. Si A et B sont dgyx processusagroissants c3d intégrables A- me-
surables, vérifiant E[i)XsdAs]=:E[SOXSdBS] pour tout processus X
A-mesurable borné, alors A et B sont indistinguables.

DEMONSTRATION. Nous pouvons supposer que A est P~compldte. Si T est
un t.a., de Eu=Ea+, on obtient, en con51derant le processus X= 1[0 T
E[AT]..E[B 1, ce qui prouve que A-B est une F-martingale 3 varlatlon
finie. Posons Ao_-BO_-O. Pour tout t.a. T de A et toute v.a. E;-me—
surable x, on a E[x AAT] = E[lx ABT] (considérer X = XI[T])’ ce qui mon=-
tre que AA.T est égal Pes. é.ABT. Par suite AA et AB sont indistingua-
bles. La martingale A-B est donc 3 variation finie, continue et nulle
en O. On sait alors qu'elle est indistinguable de O.

DEFINITION. Une mesure m sur BR x P est dite engendrée par le processus
croissant cdd A si on peut écrife m[X]-E[S X dA ], pour tout proces-
sus X mesurable borné.

Une mesure m sur By xF est appelée une A-mesure si et seulement si
elle est positive, finie, elle ne charge pas les ensembles évanescents
et elle vérifie m[X] = m[?X], pour tout processus mesurable borné X.

THEOREME 14. Une mesure m, sur gmgxgg, est une A-mesure si et seule-

ment si elle est engendrée par un processus croissant ci3d intégrable

A-mesurable. Un tel processus est unique (3 1'indistinguabilité préds).

DEMONSTRATION,. Nous pouvons supposer que A est P-compldte (sinon on
travaille dans A et on revient 3 A en considérant des processus A-me-
surables 1ndlst1nguables de ceux iﬁtroduits). Considérons une A-mesure
m. La mesure m ne chargeant pas les évanescents, on sait qu'il existe



515

un processus croissant c3d mesurable et intégrable A, qul 1'engendre.
Montrons que A est A-mesurable. Soient T un te.a. fini de A et x une
v.a. bornée orthogonale 3 FT' On vérifie que la A-proaectlon du pro-
cessus X = xI[O p] €St nulle. On a donc ElxA, ]-—O, ce qui prouve que

AT est FT—mesurable. Soit T un temps aleat01re totalement A—1nacces51-
ble. On a alors m([T]) = m(®[T1) = 0 = E[AA ], ce qui montre que bBAL=0
P.Se. « D'aprds le théordme précédent, A est A-mesurable.

Montrons que la condition est nécessaire. Soit A un processus crois-
sant cdd intégrable et A-mesurable, et m la mesure qu'il engendre.
Posons L(X) =mn(®X) pour tout processus mesurable borné X. La mesure

L est une A-mesure; elle est donc engendrée par un processus croissant
cdd é—mesu;able et intégrable B. Ces deux mesures coincident sur A, et
donc, d'aprés le lemme précédent, A et B sont indistinguables. La me-
sure m est donc une A-mesure.

THEOREME DE PROJECTION DUALE 15. Soit B un processus croissant cad
mesurable et intégrable. Il existe un processus croissant cdd A-mesu-
rable et inté rable, unique (& 1'indistinguabilité prds), noté BZ,
vérifiant E[ 0 Xg 4B ] EL ooaX dB ], pour tout processus X mesurable
borné. On appellera proaectlon duale de B ce processus.

DEMONSTRATION. Soit L la mesure engendrée par B. I1 suffit de prendre
pour B? 1e processus croissant qui engendre la A-mesure n(X) = L(%X).
L'unicité provient du lemme précédent (qui est plus précis).

REMARQUES. I1 est clair que si B est un processus mesurable cad, &
variation intégrable, on peut, par différence, définir la A-projection
duale de B, notée encore B2

Soit B un processus mesurable cdd, presque surement 3 variation finie.
Supposons qu'il existe une suite (Tn), croissante p.s. vers + m, de

temps de stabilité de A tels que, pour tout n, BTD soit 3 variation
intégrable. On peut alors, grace 3 1l'unicité, recoller les A-projec-
tions duales des processus B™n en un processus cid, p.s. 3 variation
intégrable, A-mesurable, noté encore B%. En tout temps de stabilité T
de A tel que‘BT soit & variation intégrable, (Ba)T est la A-projection
duale de BT. L'unicité d'un tel processus est évidente, on_l'appellera
encore la A-projection duale de B.

Calculs sur les projections duales.

THEOREME 16. Si B est un processus mesurable cidd & variation intégra-
Dble, AB? est indistinguable de 2(AB).

DEMONSTRATION., Soient T un t.a. de A et x une v.a. g%-mesurable bornée,
Le processus X=XI[T]I est A-mesurableet 1'on a E[x ABT] = E[x AB;]. Par
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suite, AB; est égal p.s. & E[ABTIESJ, ce qui prouve le théoridme.

Remarquons que l'on a, en particulier, B8==E[BO|§8] (car on a posé

a - -
Bg_=By_=0).

THEOREME 17. Soient x une v.a. intégrable, T un temps aléatoire,et B
le processus mesurable XI[T +ol* On a alors

1°) Si T est un t.a. de 4, e processus B% est égal 3 E[xlFT]I[T + of*
2°) 8i T est totalement A-inaccessible, le processus B? est contlnu.

DEMONSTRATION., Le point 1°) est immédiat, par unicité. Montrons le 2°)
. a a A

Si S est un t;a. de 4, ABS —.:E[xI{T= S(+m}'£S] =0 DPeSe 4 Ce qui im-

plique que AB® est indistinguable de O.

§ 5. UN_THEOREME D'ANALYSE FONCTIONNELLE.

Le théordme suivant est du 3 Meyer. On en trouvera sa démonstration
dans D-M [4], VII, th.2 . Celle-ci est fort longue et nous avons main-
tenant tous les arguments nécessaires pour pouvoir la recopier, muta-
tis mutandis, en la replagant dans notre cadre. Pour cette raison,
nous nous contenterons de 1'énoncé du théordme, renvoyant le lecteur
scrupuleux au livre précité.

Nous désignons par & un espace vectoriel de processus A-stable,
contenant les constantes, possédant les propriétés suivantes
1°) Tout XeG est borné c3gldd (avec une limite 3 1'infini) et tel que
X+ est A-mesurable.
o .
2°) Pour tout t.a. T de é, le processus I]T,+(n[ appartient 3 G.

THEOREME 18. Soit J une forme linéaire positive sur G, possédant la
propriété suivante: pour toute suite décroissante (x™) d'éléments po-
sitifs de G, telle que limn(XnZ; = 0 DP.Sey ON_8 lian(Xn) =0

I1 existe alors deux processus croissants cdd intégrables A et B, A
FP-prévisible nul en O, pouvant sauter 3 1'infini, B purement discon-
tinu A-mesurable, tels que l'on ait pour Xe &

J(X) = EL S]0,+ o1¥s s * S[O,+ wofXg+ 3B -

Une telle représentation est unique (3 1'indistinguabilité prds).

III . THEORIE DES MARTINGALES.

Pour simplifier nos notations et conventions, nous supposerons
dorénavant que A est une tribu de Meyer P-compldte. Nous ne perdons
en fait aucune généralités si A n'était pas P-compldte, nous travaille-

rions dans AP, et reviendrions sur A pour 1'énoncé des résultats; en
quelque sorte, sous la loi P, A est *indistinguable® de A ( que notre
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lecteur se souvienne: tout t.a. de AP

tout processus AP-mesurable est 1nd1st1nguable d'un processus A—mesu-
rable, g; est égale 3 FT pour tout t.a. de A etCeee)e

Nous appelons F la filtration vérifiant 1es conditions habituelles
Ea+(rappelons la convention go_==gg). Les tribus optionnelle et prévi-
sible de ¥ sont notées O et P. Rappelons que A est située entre ces

tribus.

est égal p.s. & un t.a. de A,

80. A-MARTINGALES.

DEFINITION 1. Si @ est une filtration, on appelle G-martingale tout
processus X vérifiant

a) Pour tout te R, Xt,est gt-mesurable et intégrable.

b) Pour tout couple (s,t) tel que s{t, on a Xs’=E[thgs] DPeSe

DEFINITION 2. On appelle A-martingale tout processus X A-mesurable,

vérifiant
a) Pour tout t.a. borné T de A, Xp est intégrable.

—

b) Pour tout couple (S,T) de t.a. bornés de A tel que S(T , on a
a
Xg = ElXplEg) p.s.

I1 est facile de vérifier qu'un processus A-mesurable X est une A-mar-
tingale si, et seulement si, E[X;]=E[X,] pour tout t.a. borné T de A.
Nous dirons qu'un processus X est une modification d'un processus Y,
si 1'on a Xt=Y$ PeSe pour tout te R+ .

THEOREME DE MODIFICATION 1. Toute Ea—martingale admet une modification
en une é—martingale. Une telle modification est unique];

DEMONSTRATION, Soit X une Ea—martingale. Si Y est une A-martingale mo-
dification de X, on doit avoir, pour tout n et tout t.a. de AT borné
par n, Yn = E[X IFT] P.S. . Le théordme de section montre qu'une telle
modificatlon est unique. Montrons l'existence d'une telle modification.
Pour tout n, soit Y" la A-projection du processus constant (en t) égal
& X . I1 est clair que Y" est une A-martingale et vérifie Y%: E[angg]
pour tout t.a. T de A borné par n., D'aprds le théordme de section, on
voit que Y? et Y™ doivent coincider sur [0,nam] pour tout n et m.
Posons Y = (liminf Y® )I{llmsup fY |(+aﬁ' Le processus Y est A-mesura-
ble et coincide avec YR sur [O,nl. On vérifie aisément que Y est la
modification cherchée.

COROLLAIRE. Deux é—martingales modifications 1l'une de 1'autre sont
indistinguables.

13 1'indistinguabilité prds, nous ne le diroms plus.



518

Nous étudions maintenant la structure des é—martingales. On peut voir
tout de suite, en utilisant le théordme 9, ch. II et sa note en bas

S

de page, qu'une A-martingale est 3 trajectoires 13d13g (3 Limites A

b 3

Droite et a Limites A Gauche). Nous n'aurons pas besoin de ce théord-

me. Le sort des A-martingales c3dl3g est réglé par le lemme suivant

(laissé au lecteur). Rappelons que les O-martingales sont les F-mar-
tingales cidlig.

LEMME. Soit X un processus cadldg. Les conditions suivantes sont équi-
valentes

a) X est une P-martingale é—mesurable.

b) X est une ¥F-martingale A-mesurable.

‘c) X est une A-martingale.

81. STRUCTURE DES MARTINGALES BORNEES DANS L2.

Nous appelons M 1l'espace des F-martingales c3d1l3g bornées dans L2.
L'espace M, muni du prodult scalalre (M,N) )E[M N ] est un espace de
Hilbert isomorphe & L (E ) (—L (Fa )). Une norme equlvalente est don~
née par p(M) = uM I od M = sups$t|M Iy M* supy |M |«

DEFINITION., Nous appelons g le sous espace de g constitué des martin-
gales cadlig A-mesurables.
D'aprds le lemme précédent, les éléments de ag sont les A-martinga-

les cadldg bornées dans L2. En utilisant la norme p, on voit immédia-
tement gue M est un sous espace fermé de M. Les temps d'arrdt de F

étant les temps de stabilité de A, on voit de plus gue aM est un sous
espace stable de M (fermé, et si T est un t.a. de ¥, A€ FO (= FO) et
Me %M, alors IAMT M )

L'espace orthogonal & g, gqui sera noté ga, est appelé 1l'espace des

co-A-martingales (sous entendu ici bornées dans L2). L'espace gaest
un _sous espace stable de g.

Pour toute martingale M, nous ferons la convention M,_ ..E[M |F
Si A est égale 3 P, on sait que pM est 1l'espace des martlngales con-
tinues (y compris en O MO_.-MO, c'est 3 dire MO est EO_-mesurable)

Son orthogonal (espace des co-P-martingales) sera appelé l'espace des
martingales purement discontinues, noté Qd e Si Mssgd, on doit avoir
Mozo(i.e. E[MO'EO-]==O)' Si M se décompose en L+ N, avec L purement
discontinue et N continue, on a Ly= My-My_ et Ny=My_.

LEMME. S8i B est un processus F-adapté c3dldg 3 variation intégrable,

B-B2 est une P-martingale c3dldg. Si la variation de B est de carré

intégrable, B- B2 est bornée dans .
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DEMONSTRATION. Si T est un t.a. de ¥, 1l'ensemble [0,T] appartient & A
et donc, par intégration du processus X=1I 0.17]* °n voit que E[BT] est
égal 3 E[Bg], soit encore E[(B-Ba)T]==O. Le ﬁrocessus B-B? étant adap-
té, le résultat s'ensuit. Les inégalités usuelles entre un processus

& variation intégrable et sa projection duale prévisible, sont encore
valides entre un processus & variation intégrable et sa A-projection
duale (exercice), ce qui montre le deuxidme point. B

THEOREME 2, L'espace des co-A-martingales est 1'adhérence dans M de
1l'espace des martingales de la forme B—Ba, gg B est un processus cid-
13g F-adapté 3 variation de carré intégrable.

DEMONSTRATION. Montrons tout d'abord que si B est un processus cddlig
F-adapté, 3 variation de carré intégrable, B-B® est une co-A-martinga-
les soit He M; on a slors la suite d'ég:lités E(M B ] =’EE M B

= F[SMSdBS] ; E[MooBoo] (car M= (MO°)= (Mag ). Par différence, on
voit que B-B~ est orthogonale 3 M.

Appelons I 1'espace des martingales de la forme B-B® que nous venons
d'étudier. Il nous suffit de montrer que toute martingale M de M, ortho-
gonale & L, est A-mesurable. B

Soit M une telle martingale. 1°) Si T est un t.a. fini de A, montrons
que My est E;—mesurable. Soit x € L2(£T)92L2(£$) et appelons B le pro-
cessus XI[T,+(D[' Nous avons vu que Ba=IE[x|£%]I[T’+(D[ et donc, ici,
B® est nul. M étant orthogonale & B (=B-B?), on a E[MTx]=:E[MmBa)]=O,
ce qui prouve gque MT est g;—mesurable.

2°) Si T est un t.a. d'arrét de F totalement A-inaccessible, montrons
qué AMT:=O . Soit x sIf%gT) et B le processus xI[T +ol® Nous avons
vu que B? est continu. Nous avons alors la suite d'egalitéss

N a

B[ AMyx] = BLSM 0B - BCSM__dB ] = EL§mM_aB - E[{w__aB2] (M_est A-me-
. a

surable) = E[SMsdBS] - E[S MsdB:] (B2 est continu) = E[MooBoo ]- E[Moo Boo]

(ear M==°(Ma) )=ZE[MG§B-B3)GJ = 0 (car M et B-B® sont orthogonales).

Par suite, DOM; est égale & O p.s.
On conclut grice au théordme 13, §43 IT .

COROLLAIRE., A-THEOREME D'ARRET. L'espace des co-é-martingales est 1l'es-
pace des martingales L, purement discontinues, de g, vérifiant °T, = L_.

DEMONSTRATION., On a vu que les co—é-martingales sont purement disconti-
nues. Si L est une co-A-martingale de la forme B—Ba, nous avons vu que
AB? est égal & 2( AB) (th. 16, I1). On a alors aL=L_+%‘AIO =L_ .

Par densité, on voit que le résultat est vrai pour toute co-A-martin-
gale. Réciproquement, soit M une martingale purement discontinue, véri-
fiant aM::M_. Décomposons M en L+ N, ol L est une co-A-martingale, et
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N une martingale A-mesurable. On a alors L_+N_-= ay - L_+ DN, et donc
N est égale & N_, ce qui montre qu'elle est continue. La martingale
N est aussi purement discontinue car L et M le sontj elle est donc
nulle. Par suite M est égale & L, et est donc une co-A-martingale.

DEFINITION,Ondit qu'une A-martijale est bornée dans I.2 si elle est
la A-proaect:l_on d'un processus constant (en t), égal & une v.a. de

12(Ey) (-IPE2)).
THEOREME 3., Un processus X est une é—ggrtingale bornée dans L2 si'et

seulement si on peut 1'écrire X=IL_+ N, od L est une co-A-martingale

(bornée dans Lg) et N une F-martingale cadl3g A-mesurable bornée dans
1. Une telle décomposition est unique.

DEMONSTRATION. Montrons l'unicité. Si L_+ N=0, en prenent les limites
3 droite, on obtient L+ N=0, et par unicité L=N=0.

Montrons que tout processus de la forme L_+ N est une A-martingale
bornée dans L2. en effet on a L=2(L ), N= (N ), et donc L =aL—a(LCD)
et N= a(N ). Par suite, L_+N-= (L + N )est une A-martingale bornée
dans L2.

Réciproquement, si X est une é-martingale bornée dans L2, l_}—projection
du processus constant(en t) égal & xel goo)’ appelons M la projection
optionnelle de x. On peut décomposer M en L+ N. Par transitivité des
projections, on obtient X=2M = #(L+N)=I1_+N.

REMARQUE. On voit ainsi que toute é—martingale M bornée dans L2, est
13d13g, que M' est une martingale de M et que M= 8L(M*_) = a(Moo).

EXEMPLES. Considérons une filtration F vérifiant les conditions habi-
tuelles et H un ensemble de t.a. de F. Pour tout élément T de H, don-
nons nous une tribu QT telle que ET_C S‘I‘CET .

DEFINITION. Nous appelons tribu associée 3 (QT)TSH la tribu sur R xQ
engendrée par les processus cddlig F-adaptés, vérifiant XTI{T(+cn} est

gT-mesurable pour tout TeH.

-3i H est 1'ensemble des temps d'arrét de F et (_}T=F___‘T_ , 1la tribu asso-
ciée a été étudiée par Y. Lejan qui 1'a appelée "tribu des optionnels

stricts® [5] et notée S. Les co-S-martingales ont été appelées " les

-

martingales de sauts". Remarquons que cette construction & partir des

\

prévisibles (F -F ), peut &tre reprise a partir d'une tribu A située
entre Pet O : on peut étudier la tribu associée 3 (FT)TST(E? s les
résultats qu'on obtient alors sont trds voisins de ceux d& Lejane.

Dans le méme ordre d'idée, on pourrait étudier, par exemple, la tribu
associée 3 (FT)TET(A).

- 51 (G )th+ est une filtration compléte telle que G' =¥, la tribu



521

associée & (Gt)tsm est la tribu optionnelle de G.

Soit donc A la trlbu associée 3 (G )TSH' On vérifie immédiatement

les points sulvants

a) Un temps T est un t.a. de A ssi T est un t.a. de P vérifiant, pour
tout SeH, {T(S}e Gg. i

b) Si T est un t.a. de A, Fp={AeF_ :VSeH AN{T(S}egy}, et, pour
ABE,% et SeH, AN{T =35} appartient 3 Gg.

On en déduit aisément le lemme suivant

LEMME. Soient S un temps de H et x un element de L (FS)GIL (GS). 8i
T est un t.a. de A, XIg_ 7} appartient 3 e (Ep )GI:(Fa)

THEOREME,., L'espace des co-A-martingales est l'espace vectoriel fermé
engendré par les martingales xI[,r ol * od Tel ot xe L (FT)BLE(G e

DEMONSTRATION. Appelons Is 1'ensemble des martingales XI[T +of de la

forme précitée. a) Montrons que I est inclus dans Ma Soit T un temps

de H et L= xI[T + oo 4R martingale de L » Si S est un t.a. de A, on

a, d'aprds le 1emme précédent, E[ ALSIF ]=E[xI{S T}'FSJI{S(+a)}" 0,

ce qui prouve que L est un co-A-martlngale.

b) Reclproquement, soit M une martingale orthogonale 3 K. Soit TeH et
xe 12 (F )eIL (GT). Posons L= XI[T +of ° On a alors E[MTI}T§+ }x] =

E[M L ] = 0, Par suite, M I{T( o} est g -mesurable, Ceci étant vrai
pour tout temps de H, M est A-mesurable.

8 3+ STRUCTURE DES A~MARTINGALES, A-MARTINGALES LOCALES.

la structure des é-martingales ne s'exprime bien qu'en termes de
martingales locales. C'est pourquoi nous introduisons tout de suite
la définition suivante

DEFINITION . Un processus X est une A-martingale locale si et seulement

s'il existe une suite (Tn) de temps d'arrét de A, croissant p.s. vers

+o® et _tels que, pour tout n, XTn soit une A-martingale.

D'aprds le "complément au théordme de projection®, toute F-martingale

locale (sous entendu c3dldg, nous 1l'omettrons toujours par la suite)
est A-projetable.

Nous dirons qu'un processus croissant c3dl3g A est localement inté-
grable s'il existe une suite (Tn) de t.a. de ¥, croissante p.s. vers

+mo,et tels que, pour tout n, ATn soit intégrable.

THEOREME 4. Soit A un processus croissant c3dldg localement intégrable.

11 existe alors une suite (Tn) de t.a. prévisibles, croissante vers

+ o, tels que, pour tout n, ATn soit intégrable.
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DEMONSTRATION. Soit AP 1a projection duale prévisible de A. Appelons
8, le t.a. prévisible égal 3 inf{t: Ag Zn}. Le temps S, est annoncé
par une suite de temps d'arrét prévisibles. On peut alors construire
une suite (Tn) de temps d'arrét prévisibles, croissante wvers + w, tels
que, pour tout n, Agn soit intégrable. On a alors, en utilisant la

propriété de Beppo-Lévi, E[AT ]=iE[Ag 1 (+0
n n

Ce résultat montre, par exemple, que si M est une F-martingale lo-
cale localement dans ﬁp, M peut &tre réduite, dans Ep, par une suite
de temps d'arrét prévisibles. Si M est une F-martingale locale, on

peut trouver une suite (Tn) de temps d'arrét prévisibles,croissante

vers +m, tels que pour tout n, MR goit une F-martingale (cidlig)
vérifiant (MTnf;)est intégrable (i.e. est dans Hl), ceci parce que M:
est localement intégrable.

On en déduit

COROLLAIRE. Un processus c3dldg X est une A-martingale locale si et
seulement s'il est une F-martingale locale A-mesurable.

DEFINITIONS. On dira qu'une F-martingale locale est purement discon-

tinue si on peut 1'écrire, localement, comme la somme d‘'une martinga-
le purement discontinue bornée dans 1° et d'un processus c3dlig 3 va-
riation intégrable V, vérifiant E[Volgo_]==0.

Pour toute F-martingale locale M, on fait la convention MO_=iE[MO|£o_].

Toute F-martingale locale M purement discontinue vérifie donc MO_==O.

On appelle co-é—martingale locale toute F-martingale locale purement
discontinue M, vérifiant aM::M_.

Les symboles L et N désigneront toujours, respectivement, une co-A-
martingale locale et une F-martingale locale A-mesurable.

THEOREME 5. Toute F-martingale locale se décompose, de fagon unigue,

en la somme d'une co-A-martingale locale et d'une F-martingale locale
é—mesurable.

DEMONSTRATION, Unicité. Il suffit, par différence, de montrer que
toute co-é-martingale locale A-mesurable est nulle. Soit L une telle
co-A-martingale locale. On a alors L= b A L_, ce qui montre que L est
conEinue nulle en O. On peut alors l'écrire localement comme une
co-A-martingale bornée et A-mesurable; or, par définition, toute co-
~é-martingale bornée dans i2 et A-mesurable est nulle.

Existence. Grlce & l'unicité établie précédemment, on peut se ramener
au cds ol M se décompose en X+ V, avec X une martingale bornée dans L2
et V & variation intégrable ( c'est bien connu). Décomposons X en la
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somme d'une co-A-martingale L bornée dans L2, et d'une F-martingale N
cddldg bornée dans 12 et A-mesurable, Il suffit alors de poser L' éga-
le 3 L+ (V-V®) et N* & N+ V?, pour avoir la décomposition cherchée.

THEOREME DE STRUCTURE DES A-MARTINGALES LOCALES 6. Soit X un processus.
Les conditions suivantes sont équivalentes

a) X est une A-martingale locale.
b) X est 13d13g, X, est une F-martingale locale et X-—a(X e

¢) X est la A-projection d'une F-martingale locale.
d) On peut écrire X=I_+N, od L est une co-A-martingale locale, et N

une F-martingale locale A-mesurable.
La décomposition figurant en d) est unigue.

DEMONSTRATION.a) = b) . Soit (Tn) une suite, croissante vers + o, de
temps d'arrt de A bornés et tels que, pour tout n, xT0 s0it une A-
martingale. Montrons tout d'abord le point pour XTn. On est ramené au
cas d'une A-martingale M, vérifiant M= a(Mm). Posons Y= °(Moo);Y est
une F-martingale c3dl3g et peut donc se décomposer en L+ N j par tran-
sitivité des projections, on a M= qy) = 3L+ N)=L_+N, ce qui prouve
que M est 13dlag, M, est une P-martingale (égale & Y) et M::a(M ).
Reprenons notre démonstration. On vient de voir que, pour tout n, XTn
est 13dl3g, et donc que X est elle mdme 13dl3g; de plus, (X n) est une
F-martingale et XN est égale 3 a((XTn) ). Par suite, T, etant un te.a.
de 4, XI[O o[ est égal 3 a((X n) I[O ) = 3(x IIO Ty [) On en dédu-
it que X, est A—progetable et que X est egal 3 (X e On voit, en parti-
culier, que E[ A XT IFT ] =0( A X=X -Xﬁ), et donc que A, TnI[Tn,cn[
est une ELmartlngale locale. Par dlfference, (x, ) N est une F-martin-
gale locale. Le processus X+ est donc une Ehmartlngale locale.

TI1 est clair que b) implique c¢). Montrons c¢) =) d). Soit M une F-martin-
gale locale. M se décompose en L+ N, et donc 8y est égal & IL_+N.
Montrons que d) = a). Si X peut s'écrire L_+N, alors X, = L+ N est une
F-martingale locale et 1l'on a X = a(X+). D'apréds le théordme 4, X, peut
8tre réduite par une suite (Tn) de temps d'arrét prévisibles ( donc de
A). On a alors x'n _ a((X+)Tn)Tn , et donc, X0 est une A-martingale
locale. ) )

L'unicité de la décomposition figurant dans d) est évidente: si X se
décompose en L_+ N, X, est égal 3 L+ N et on a vu qu'alors L et N
étaient uniquement déterminées.

REMARQUES. Cn a prouvé que, pour toute A-martingale locale, il existe
une suite (Tn), croissante vers + ®, de temps d'arrét prévisibles,
tels que pour tout n, XTn est une é—martingale.

8i X est une A-martingale, de décomposition I_+ N, L+ N est une
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F-martingale.

Si X est un processus 13dl3g, nous noterons A+X le processus X+-X
et A _X le processus X-X_.

THEOREME 7. Toute A-martingale locale X peut s'éerire M+V, ol M est
une é—martingale locale 3 sauts gauches et droits bornés,e_t Vest une
A-martingale locale 3 variation finie (13dli3g).

DEMONSTRATION, La A-martingale locale X se décompose en L_+ N. Posons
Bt=zsgt ALSI{ 'ALs' Za} et At= ngt ANSI{ 'ANs' Za} (asR+) . On montre
facilement que N' = N - (A-AP) est une F-martingale locale, A-mesurable,
3 sauts bornés par 2a (lemme du 3 Yen). La m@me démonstration, appli-
quée 3 I et B, montre que L'-= L - (B-B%) est une co-A-martingale 3 sauts
bornés par 2a. Il suffit alors de poser M=L'+ N' et V= (B_-B§)+(A-Ap);
On a ainsi |& _M|= |AL'| {2a et | A_M|=|AN'| {2a .

Crochet droit d'une é—martingale locale.

DEFINITION. Soit M une A-martingale locale, de décomposition I_+ No
La partie martingale continue de M, notée Mc, sera, par définition,
la partie martingale continue de N-NO (elle sera donc nulle en 0);

c'est en fait la partie martingale continue de M+ au sens habituel.
On pose, par définition, [M,M]=[L,L]1_ + 2([L,NI_ + [N,N], et on dit
que c'est le crochet droit de M.

I1 faut bien prendre garde: [M,M] n'est pas, comme d'habitude, un
processus croissant ( attention aussi, My = My=Ng, My = LO+NO).

THEOREME 8. Avec les notations précédentes, on a

P N c ,C 2 2
a) [M,M]; est égal 3 (M", M)y + 3o gep (Mg, - Mg )" + (MM, ).
b) [M,M] est un processus 13d13g3 “variation finie, A-mesurable.
¢) M~ [M,M] est une A-martingale locale.

DEMONSTRATION, Un simple calcul prouve 1'assertion a). Pour prouver b)
il suffit de montrer que ngt(Ms'Ms—)E est finie pour tout t, ce qui
est vrai car cette somme est égale & la variation quadratique de la
partie martingale locale discontinue de N.

Montrons c¢) La F-martingale locale M _ se décompose en L+ N , et on a
M2o M M ] = (1P-[L,L1) + 2(IN - [L,N1)+ (N° - [N,N]).

N°- [N,N] est une F-martingale locale A-mesurable.

L' =12 - [L,L] est une co-A-martingale locale car aan') = L_a(AL) =0 .
NL - [L,N] est une F-martingale locale de A-projection NL_ - [L,N]_ car
8(NL) est égal & N°L = NL_ et 2(ANAL)= aN®(AL) = O .

On voit alors que M2— [M,M] est la A-projection de Mi-— [M+,M+], qui
est une F-martingale locale, ce qui prouve le point ¢).
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REMARQUE [M,M]+ = [M+,M+] et [M,M]_ = [M_,M_1 ( M_ est une P-martingale
locale).

On polarise de fagon évidente cette notion, et on obtient le résultat
Si M et M' sont deux A-martingales locales, [M,M'] est A-mesurable, &
variation finie (lédlgg), et MM' - [M,M'] est une A-martingale locale.

IV THEORIE DES é-SURMARTINGALES.
Nous supposons encore, sans perte de généralité, que A est P-com-
pldte.

DEFINITION 1. Si @ est une filtration, on appelle G-surmartingale,
tout processus X vérifiant

a) Pour tout teE;, Xt est gt—mesurable et _intégrable.

b) Pour tout couple (s,t), tel que s{t, on a E[thgs] { X5 P.s.

DEFINITION 2. On appelle é-surmartingale tout processus X, é-mesurable

vérifiant

a) Pour tout temps d'arrdt borné T de A, XT est intégrable.

b) Pour tout couple (S,T) de t.a. bornés de A, tel que S(T, on a
E[Xq lFa] { X5 p.s.

THEOREME DE MODIFICATION 1. Toute Ea-surmartingale admet une modifi-
cation en une é-surmartingale.

DEMONSTRATION. ( elle est inspirée de celle de Dellacherie [2], mais
est plus simple). Considérons une Ea-surmartingale X (rappelons que
F=F*t vérifie les conditions habituelles). L'application t )E[X J=m(%)
est décroissante et admet donc une quantité au plus dénombrable de
points de discontinuité. Notons S 1l'ensemble de ses points de discon-
tinuité et 5, l'ensemble des points s de 8 tels que |am(s)| ;n_l. La
suite S croit vers S et ne rencontre chaque intervalle borné qu'en un
nombre f1n1 de points. Soit D l'ensemble des dyadiques et D 1l'ensem-
ble {k2'n, kelN }. Posons I = SUD et I, =5, VD, . Nous rangeons les
points de I, en une suite croissante (lk)ksﬂi( qu'il ne faut pas con-
fondre avec 1es k2™ ) L'ensemble I est dénombrable dense dans E;. La
théorie habituelle des surmartingales montre que si 1'on pose Xt égal
3 1imssI sVt,s)t Xg (qui existe), X" est une F-surmartingale c3dlig et,
pour tout tsR , On a Xt)E[X lFa] (M. [9]1). Le processus X' est A-pro-
Jetable, nous notons Y sa g—proaectlon. I1 est clair que Y est une
A-surmartingale et que thi Pe.S. pour tout t.

Si t n'appartient pas & 8, on a E[X ]-E[X+]-E[Y ] et donc X ¢ = YiP.s.
Posons alors Xt =Y, T (t¢s) * {tss}' 11 est clalr, d'aprés ce qui
précéde, que X est une modification de X. On peut écrire que X est
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égal 3 YIge o+ Zsas XEI[s] , ce qui montre que X est A-mesurable.
11 reste 3 montrer que X est une A-surmartingale.

8i T est un t.a. de A borné, posoﬁs T(n)(w) = T(w) si ™(w) € S et
i§+l si T(w) ¢ B, et iﬁ { T(w) (¢ i§+1.

On vérifie aisément les points suivants: la suite (T(n)) est décrois-
sante, stationnaire sur {TeS} (et seulement sur cet ensemble), et
constituée de temps d'arrét 8tagés de A. Si S (Ty on a S(n)gTzn (se
rappeler que Si est inclus dans 1n). B B

I1 est clair que XT(n) converge vers XTI{TES}+ XEI 1¢S5} * la suite T(n)
étant décroissante, on a E[XT(n)1 S E[XTI{TSS}+ XTI{T¢S}] qui est
égal & E[XTI{TES}+YTI{T¢S}] = E[Xgl.

On a alors, si S et T sont deux t.a. bornés de A tels que SgT:

E[iS] = lim E[Xq(n)] ) lim E[Xp(n)] = E[iT], ce qui prouve que X est
une A-surmartingale (utiliser 1'astuce habituelle).

THEOREME 2 Toute A-surmartingale est 3 trajectoires 13adlag.

DEMONSTRATION. Si (Tn) est une suite croissante (resp. décroissante)
de temps d'arrét de A bornés par N, la suite E[XTn] est décroissante
minorée par E[XN] (resp. croissante, majorée par E[XO]) et est donec
convergente. Il suffit alors d'appliquer le th. 9 IT (et la note en
bas de page).

THEOREME 3. Soit X une é—surmartingale. Il existe un processus crois-
sant B c3dldg purement discontinu et A-mesurable, tel gque AB::X-—a(X+).
8i (S,T) est un couple de temps d'arrt bornés de A tel que S{T, on

2 BlBp - Bgl ¢ BlXg, -¥p,) .

DEMONSTRATION. I1 est clair (cf. la démonstration du th. 1) que X,
est une F-surmartingale cadlig.

a) Montrons que X) a(X+). S5i T est un t.a. borné de A, et Tn='r+-n_l,

E[XTHIE;] est majorée par Xp3 passant 3 la limite ((XTn) est unifor-
mément intégrable), on obtient E[XT+|£$] { X5 p.s. Le théoréme de
section permet alors de conclure.

b) 1l'ensemble {X )a(X+)} est 3 coupes dénombrables. L'ensemble{X;éX+}

est 3 coupes dénombrables. D'aprds le théordme de décomposition des

temps aléatoires, on peut trouver une suite (Sn) de t.a. de A et une
suite (Tn) de temps aléatoires totalement A-inaccessibles tels que
(X # X+} soit inclus dans (Unl[Sn]) (¢ Un[[Tn]]). L'ensemble {X # a(X_l_)}
est alors inclus dans Unl[Sn]l.

¢) Montrons le résultat pour une A-surmartingale définie 3 1'infini
et vérifiant 1'inégalité des surmartingales pour tout couple (S,T)
de t.a. de A tel gue S(T.
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Soit X une telle A-surmartingale. Posons M::a(XaQ et Y=X-M . Le
processus Y est une A-surmartingale de méme type que X, mais est posi-
tif et nul 3 1'infini. Il est clair que Y-~ a(Y ) = X-a(X+) et, pour
tout couple (8,T) de t.a. E[XS X ] = m[Y S +]. I1 suffit donec de
montrer ce résultat pour Y.
a ..
Posons B,c==zSit (YS- (Y+)s) « I1 nous faut montrer que B est fini.
Soit (Sn) une” suite de t.a. de A, & graphes disjoints, tels que 1l'en-
semble {Y) a(Y+)} soit inclus dans U [S 1. Le proce%sus B est alors
a
égal & Z (YS (y )S ) I[S ,ool* Posons B Zkgn S~ ay )Sk) [Sy s ool
On peut supposer, n étant flxe, que slgseg...gu et Sl<82<...(sk sur
Sk(+<n}. Soit (S, T) un couple de t.a. de A tel que Sg T. On a alors
n 1
Bp - Zkgn =3y )Tk), od 1'on a posé Ty =S k{S(SkgT}' On vérifie
que E[YTk] I “[YTk—1+ {Tk(a>}] { ELY, k—1+3 (car Y, est )0),et que
™
. n_on, _ _ _
On a donc: E[BT-BS] = zkgn E[YTk] E[YTk+] { E[YS+ YT+] .

faisant tendre n vers 1'infini, on obtient E[BT-BS] < E[YS+-YT+], ce
qui prouve 1'inégalité cherchée et que B est fini (et donc A-mesurable
par construction).

d) Cas général. Soit (B™) 1e processus croissant associé & X (X arré-
té en n) construit précédemment. Si n({ m, B" et B™ coincident sur
[0,nl. Les processus B se recollent donc en un processus croissant
B, A-mesurable purement discontinu, vérifiant B= X-a(X+)

81 8(T(n , on a : E[By-Bg] ¢ ELCx™b)g - (xX™h), 1 - E[xg -, 1.

THEOREME DE STRUCTURE DES A-SURMARTINGALES 4. Soit X une A-surmartin-
gale. Elle se décompose,de fagon unique, en X::M-A-B_, gﬁ M est une

A-martingale locale, A un processus croissant c3dlds prévisible nul
en O, et B un processus croissant c3dlig A-mesurable et purement dis-

. a
continu, dont la valeur en O est Xy- E[XO+'£0]'

DEMONSTRATION. On sait que X, se décompose en M'- A', ol M' est une
P-martingale locale et A' un processus croissant cdd1l3g prévisible

nul en O (c'est la décomposition de Doob-Meyer de X, ). Soit B le pro-
cessus purement discontinu A-mesurable cadlag verlflant AB = X-—a(X ).
Le processus B est localement intégrable (E[B o) ¢ ELX +-X 1) et admet
donc une projection duale prévisible BP. On a alors: X< (X )+ AB ,
égal & 3(M') + (B-BP) - (A'-BP) - B_ . Posons M= a(ur )+ (B-BP), c'est
une A-martingale locale. Il reste 3 montrer que le processus ciddlig
prévisible 3 variation finie A= A'-BP est croissant. Le processus

(X f' étant localement intégrable, on peut trouver une suite (T ) de
t.a. prévisibles, croissante vers + o, tels que, pour tout n, (X )Tn
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soit de la classe (D). Si (8,T) est un couple de t.a. bornés de A, vé-
rifiant S{T(T , on a E[BE-BE] = E[B,- Bl ( E[Xg -Xp, 1 = E[A} :Aé] ,
et donc par différence, E[Ag]l { E[A;] . Le processus 3 variation finie
prévisible c3dldg A est une sous martingale locale. Par 1l'unicité de
la décomposition de Doob-Meyer, c'est un processus croissant.

I1 reste & montrer 1'unicité d'une telle décomposition. Si X s'écrit
M-A-B_, avec les notations de 1'énoncé, X, est égal & M,- A-B et,

B étant A-mesurable, a(x+) vaut M- A - B, Par suite, AB est égal 3
X-a(X+) , ce qui détermine B (B est purement discontinu). Le proces-
sus X+4-B est alors égal 3 M -Aet donc est une P-semimartingale spé-
ciale dont la décomposition canonique est M+ et -A.

REMARQUE. Si 1'on pose A'=A-B_, A' est un processus croissant (13d-
13g) tel que Al est A-mesurable. On retrouve A et B & partir de A' car
OB= A?A' et B est purement discontinu. On peut donc énoncer le théo-
réme de décomposition en disant que X peut s'écrire, de manidre unique,

sous la forme X=M-A, o M est une A-martingale locale et A un proces-
sus croissant prévisible (13dldg), nul en O, tel gque A, soit A-mesu-

rable.

Nous avons démontré le théordme de décomposition des A-surmartin-
gales 3 partir de la décomposition de Doob-Meyer d'une E:surmartingale
cddl3g. Une autre voie pour parvenir 3 ce résultat est d'utiliser le
*théordme d'analyse fonctionnelle® (th. 18, II). C'est la voie suivie

par Meyer pour les surmartingales fortes optionnelles (O-surmartingales)

On trouvera cet argument dans D-M [4] VII.

V IHEORIE DES A-SEMIMARTINGALES.

Nos notations et conventions sont celles des chapitres III et IV.

DEFINITION. Un processus X est une é—semimartingale si et seulement
A, ol M est une A-martingale locale et A
variation finie (13dldg).

si on peut 1'écrire X=M
un_processus A-mesurable

+
s
a

REMARQUE. La théorie usuelle des semimartingales suppose celles-ci
c3d13g. Il existe cependant des "semimartingales 13dl3g" naturelles,
méme dans le cadre des conditions habituelles ( exemple les surmartin-
gales fortes optionnelles). Pour nous une semimartingale sera 3 priori
13d13g, et nous allons voir que tous les théordmes connus sont encore
valides dans notre cadre.

Nous avons vu que toute é-sur-martingale est une é—semimartingale

d'un type spécial (A est prévisible et A, est A-mesurable). A cette

occasion, nous pourrions introduire la notion de A-semimartingale
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spéciale, ce que nous ne ferons pas, nous contentant de la suggérer}‘
Le théordme 8, III , montre que le produit de deux A-martingales loca-
les est une A-semimartingale.

8i X est une A-semimartingale, il est clair que X est 13d13g et que

X, est une semimartingale caddldg de O(F); de méme X_ est une P(F)-se-
mimartingale. Les réciproques sont fausses.

THEOREME 1. Si X est une é—semimartinggle et T un temps de stabilité
de A, X" est _encore une A-semimartingale.

DEMONSTRATION, Il suffit de le montrer pour une A—martingale locale
M. Soit T un temps de stabilité de A (i.e. un t. a. de ¥). Posons
R._a((M )T), c'est une A-martingale locale et MT ne différe de R que
a
par le processus A-mesurable d variation finie (cdg) ( (M+)T M’.[‘+)I]‘I',oo[

THEOREME 2, Le produit de deux é-semimartingales est une é—semimartin—
gale.

Nous démontrerons ce résultat aprés l'introduction de 1'intégrale

stochastique générale. Il n'y aura pas de cercle vicieux car la défi-
nition de 1'intégrale stochastique ne reposera pas sur les résultats
qui vont suivre.

THEOREME 3., INVARIANCE PAR CHANGEMENT DE PROBABILITE. §i Q est une
probabilité équivalente & P, toute (é,P)—semimartingale est une (4,Q)-
semimartingale.

DEMONSTRATION, Il suffit de montrer que toute (A,P)-martingale locale
est une (A,Q)-semimartingale. Soit M une (A,P)-&artingale locale. Soit
D une version A-martingale forte de EP[dQ/&P|£$] (D = 8(aq/ar)). D'ap-
rds le théordme de section, D est strictement positive. Le processus
1/D est une (é,Q)—martingale égale & 2(dP/dQ). D'aprds le théordme 8
ch. ITI, le processus MD - [M,D] est une (Q,P)—martingale locale, et
doncy M- [M,D]x1/D est une (é,Q)-martingale locale (exercice). Le
processus [M,D]x1/D, produit de deux (A,Q)-semimartingales est une
(A,Q)-semimartingale, ce qui prouve que M est une (A,Q)-semimartingale.

Caractérisation des A-semimartingales par des propriétés d'intégrateur.

Cette partie, inspirée du théor&me de Dellacherie-Mokobodzki [8],
a été 1'occasion de nombreuses discussions avec C. Dellacherie, qu'il
nous est agréable de remercier.

Tout d'abord un petit lemme trds utile, qui nous servira souvent
par la suite (en fait ce sera le "Hint" des :(exercice)). Nous laissons
au lecteur le soin de le démontrer (par récurrence).

1 En fait nous 1l'introduisons au lemme 5 suivant le théoradme 5
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LEMME. Si Tl’TB""’Tn sont n t.a. de A, on peut trouver n autres
tea. de Ay S;,5550..,5 tels que 5;( 8, (...(S et U;[S;1= Ui['l‘i].

Nous dirons que 81,82,...,Sn est un réordonnement de Tl’T2""Tn'

Nous appelons D 1'espace vectoriel engendré par les processus de la
forme yI]q ] oﬁ S et T sont deux t.a. bornés de A tels que S(T, et
y est une v.a. étagée (2 nombre fini de valeurs) F —mesurable.

On vérifie (exercice) que tout processus Y de D peut s'éerire sous la
j » avee T; tea. borné de A, Ty (T LeeelT,

et y; E?—mesurable i+ étagée.
i

On note i) l'espace D muni de la topologie de la convergence unifor-

me (en {t,w)). L'espace 10 est 1' espace des v.a. mani de la topologie
de la convergence en probabilité.

5i X est un processus}'on note Jy l'application de D dans 10 qui, 3
tout processus Y de D, de la forme précitée, associe la variable aléa-
toire JX(Y) = z 5 (X - Xp ) . Cette définition est cohérente car
elle ne dépend pas de 1§ decoﬁp051tlon particulidre de Y.

Nous dirons gque JX est localement continue si, pour tout entier N,

pour toute suite (Y™) d'éléments de D convergeant uniformément versO,
en restant nulle hors de [0,N], JX(Yn) converge en probabilité vers O.

THEOREME 4. Soit X un processus}

aléatoires convergeant p.S. vers + o, et une suite (z™ de processus

S'il existe une suite (U ) de temps

tels gque, pour tout n, JZn soit localement continue et que 1l'on ait

— n .
XIEO,Un[ =7 I[O,Un[ s alors JX est 1ocalement,cont1nue.

DEMONSTRATION. Ceci se déduit immédiatement de 1'inégalité:
P[]JX(Y)I yel ¢ P[lJZk(YJI 1 el + P[ngzN], pour Y nul hors de [0O,N].

Voici le théordme fondamental de ce paragraphe. Il généralise le théo-

réme de Dellacherie-Mokobodzki (exposé par Meyer [8]).

THEOREME 5. Soit X un processus A-mesurable. X est une é—semimartingg-
le si et seulement si JX est localement continue.

La démonstration se fera par étapes, en plusieurs lemmes qui, tous
ont leur intérét.

LEMME 1. 8i X est une A-semimartingale, on peut trouver une suite (T )

croissante vers +® , de temps de stabilité de A tels que, pour tout n

Tn puisse se décomposer en la somme d'une A—martlngale bornée et d'un

processus 3 variation finie.

mesurable.
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DEMONSTRATION. Soit X une A-semimartingale. D'aprds le théordme 7, III
elle peut se décomposer en M+ A, ol M est une A-martingale 3 sauts
gauches et droits bornés, et A est un processus & variation finie.

La P-martingale locale M est alors localement bornée et on peut trou-
ver une suite (T ), cr01ssante vers + m, de t.a. bornés de F tels que,
pour tout n, (M ) n soit bornée. Posons W = a((M )Tn), c'est une A-mar-
tingale bornée; si 1'onTpose v, -ATn4-(a(M )T Tn+)I]Tn,G)I’ un cal-
cul simple montre que X I est egal aw +Vn

REMARQUE, Les temps Tn ne sont que des temps de stabilité de 4. La
méme démonstration, mais en utilisant le th. 4,III, montre qu'on peut
trouver une suite (S ) de temps d'arr®t prévisibles (donc de A) tels
que pour tout n, Xsn se décompose en une A-martingale bornée dans L2

b Y

(ou TP) et un processus a variation finie.

est

Montrons maintenant que si X est une A-semimartingale, alors Jy es
localement continue.

D'aprds le th.4 et le lemme précédent, on est ramené au cas d'une
A-semimartingale de la forme X=M+ A, ol M est une A-martingale bornée
et A est 3 variation totale finie.

I1 est clair que Tyt )l 10 est continue, car on a, en notant Var(a)
la variation totale de A, |JA(Y)| 4 IY" Var(a).

Un calcul élémentaire (en théorie des martlngales) montre que Iy (Y)],
est majorée par qu "M o, et donc que Iy D" L° est continue.

Il nous faut maintenant montrer la réciproque. Celle-ci est fort

longue et reprend les idées de Dellacherie-Mokobodzki (le lemme 3
est nouveau et simplifie beaucoup leur démonstration).

LEMME 2, Soit (Cn) une suite de convexes de Ll(P) bornés dans LO. Il
existe une probabilité Q équivalente & P, de densité bornée, et telle
que, pour tout n, sup xeC,, IE [x]] ¢+ .

Voir les commentaires de Meyer au théordme de Yan sur les convexes
de Ll, dans ce volume.

LEMME 3, Soit X un processus A—mesurable tel que JX soit localement
continue. Pour tout N, la v.a. YN = esssupTIX | est finie p.s., T dé-
crivant 1'ensemble des t.a. bornés de A.

DEMONSTRATION. Il suffit de démontrer que si JX: EP-Q LO est continue,
Y= ess supn, IX | est finie p.s. . Nous pouvons supposer que XO..O. I1
faut montrer que pour toute famille dénombrable H de t.a. bornés de A,
supHIX | est finie p.s. . Si T est un t.a. borné de A, XT est égal a
X( Jo,T1). Par suite, {XT, T t.a. borné de A} est un borné de L? car
inclus dans JX(B) (ol B désigne la boule unité de DY). C'est seulement
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cette condition qui nous est utile. Soit H une famille dénombrable de
t.a. bornés de A. Soit I= PPl,Ta,...,Tn} une sous famille finie de H.
Considérons un réordonnement Slgs2§..gsnde cette famille. Soient€)0,
et ¢)0 . tels que, pour tout t.a. borné T de A, P[lXT|>c] { €. Posons
T= inf{Si, IXSil)c LASn . T est un t.a. borné de A (exercice) et on

a P[supIIXT'l yel giP[|XT|)c] {€ . En faisant croitre I vers H, on ob-
tient P[supélXTl)c] {€.Ceci démontre le lemme.

DEFINITION., Un processus X est une é—quasimartingale si et seulement

si il est A-mesurable et vérifie: pour tout t.a. borné T de A, Xp est

intégrable, et, pour tout N, VN(X) = supg E[zilE[XT - Xq 111 est fini,
=N i+l i

§N désignant 1'ensemble des subdivisions Ongg...nggN, formées de

temps d'arrét de A.

REMARQUE. On montre trds facilement que, si Ly désigne la forme linéaire
E[JX(.)] sur DY, VN(X) est la norme de LyN .

LEMME 4. Soit X un processus A-mesurable tel que Jy est localement
continue. Il existe alors une probabilité équivalente & P, de densité
bornée, telle que X soit une (é,Q)-quasimartingale.

DEMONSTRATION. D'aprds le lemme 3, pour tout N, Yy =ess supTlxgl est
finie p.s. D'aprés le lemme de Borel-Cantelli, on peut trouver une
probabilité Q equlvalente 4 P, de densité bornée, telle que, pour
tout N, YN soit Q -intégrable, Si B de51gne la boule unlte de ¥ ’ pour
tout Ny Cy=J N(B) est un convexe de o (Q), borné dans 10 (Q ) (= =10 (P)).
D'aprés le 1emme 2, on peut trouver une probabilité Q équivalente A Q
de densité bornée, telle que, pour tout N SqusB'EQ[JXN(Y)] {+o , ce
qui revient & dire, d'aprds la remarque précédefite, que X est une
(é,Q)—quasimartingale.

LEMME 5. Si X est une A-quasimartingale, X est une A-semimartingale.

DEMONSTRATION. On peut montrer que si X est une A-quasimartingale,
pour tout N, X est différence de deux A-surmartingales. Ce résultat,
qui généralise la décomposition de Rao, n'est pas facile et nous
renvoyons le lecteur 3 un article 3 paraitre, £écrit en collaboration
avec C. Dellacherie et qui reprend ces questions dans un cadre plus
général ( on considdre des v.a. X(T) indéxées par certains t.a. de é)
Nous laissons donc le lecteur sur sa faim, attendant(?) [7].

Nous avons vu, au ch. IV, que toute é—surmartingale se décompose de
fagon unique, en la différence d'une A-martingale locale et d'un pro-
cessus croissant prévisible A tel que_A+ soit A-mesurable (un Processus
A - Mesurable!).

Nous avons besoin maintenant de parler de é—semimartingale spéciale.
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On appelle ainsi toute A-semimartingale X pouvant s'écrire X=M+ A,
ol M est une A-martingale locale et A un processus prévisible i varia-
tion finie, tel que A est A-mesurable et A,=X,. Montrons qu'une
telle décomposition est unigue. Par différence, il suffit de montrer

que si une A-martingale locale M est égale 3 un processus prévisibleA
nul en O, & variation finie et tel que A, soit A-mesurable, alors M
(et A) est identiquement nulle. La A-martingale M étant prévisible,

on a M= (M ) = p(M )=M_, et donc M est continue & gauche. De méme,
M+..A+ est é-mesurable, et donc M= (M )=M +9 Ce qui prouve que M

est continue; comme elle est de plus nulle en 0O et & variation finie,
elle est identiquement nulle.

Reprenons notre démonstration. Le processus X étant une A-quasimartin-
gale, XNest, pour tout N, une A-semimartingale spéciale. Il est clair,
d'aprds ce qui précéde, que X est une A-semimartingale spéciale.

La réciproque du théordme 5 est alors établie: si X est A-mesurable
et tel que JX soit localement continue, il existe une probabilité Q
équivalente 3 P, de densité bornée, telle que X soit une (4,Q)-quasi-
martingale et donc une (4,Q) semimartingale (spéciale). La_probabilité
Q étant équivalente a P, on a vu gqu'alors X est une (é,P)—semimartin-
gale (th. 3).

Conséguences du théordme 5. Propriétés de stabilité.

Nous ne supposerons pas ici que A est P—compléte. Nous dirons qu'un
processus X est une (A P)—semlmartlngale si et seulement X est A—mesu—

rable et indistinguable d'une (A ,P)-semimartingale.

I1 est clair qu'un processus A-mesurable X est une (é,P)-semimartin—
gale si et seulement si JX: mh-§]9(P) est localement continue, mh
étant défini comme plus haut, mais sans supposer que A est P-compldte.

THEOREME 6., Si Q est une probabilité absolument continue par rapport
4 P, toute (A,P)-semimartingale est une (A,Q)-semimartingale.

DEMONSTRATION. "L'inclusion" j:IFkP)-&]f%Q) est continue.

THEOREME 7. Soit X un processus A-mesurable. L'ensemble g(é,x) des
lois de probabilité P faisant de X une (A,P)-semimartingale est dénom-
brablement convexe.

DEMONSTRATION. Soient (Pn) une suite de probabilités de S(A,X) et (cn)
une suite de nombres strictement positifs, de somme égale & 1. Mon-
trons que P = Zn ¢ P, appartient & 8(A,X). Soient £)0, NelN et d )0 3
soit n tel que zk)nck ¢ d/2, soit a )0 tel que, pour tout Ysmk nul
hors de [O,N] et de norme I¥h, < a, on ait Pk[lJX(Y)I] 4 d/2nc;, pour
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k=1,e.0yn. On & alors, si Y est nul hors de [0,N] et de norme ( a,
P[lJX(Y)l el (4, c.q.f.de

Si A est une partie mesurable de Q, de probabilité ) 0 , nous notons
P2 1a probabilité P[.NAJ/P[A].

COROLLAIRE. Soit X un processus A-mesurable. Soit (A ) une suite de
parties mesurables de Q, de probabilité Y0, et telle que P[l) A 1=1.
Si, pour tout n, X est une (A P n) semimartingale, alors X est une
(é,P) -semimartingale.

Ceci résulte immédiatement du théordme précédent. En particulier, si
pour tout n, il existe une (é,P)—semimartingale z® telle que z" et X
coincident sur A , alors X est une (A,P)-semimartingale (utiliser le
the6).

THEOREME 8. Soit B une tribu de Meyer incluse dans A. Si X est une
(A,P)-semimartingale, X est une (B,P)-semimartingale.

DEMONSTRATION. C'est immédiat car mé est inclus dans mh, tout t.a. de

B étant un temps de coupe de A, et donc un temps d'arrst de A.

THEOREME 9. Soit X un processus A-mesurable. S'il existe une suite
(U, ) de temps aléatoires, gui converge D.S. Vers + o, et _une suite
(Zn) de (4, P)-semimartingales telles gue, pour tout n XI[O U [ goit
egale 3 zh I[O U [, alors X est une (A P)-semimartingale.

Ceci resulte immédiatement des théordmes 4 et 5. En particulier,
si, pour tout n, XUn est une (é,P)—semimartingale, X est une (é,P)-
semimartingale.

Quelques remarques.

Nous supposons de nouveau, pour simplifier, que A est P-compldte.

LEMME Soit X un processus A-mesurable 13d13g tel que X+==O. Le pro-
cessus X est une A-semimartingale si,et seulement si, il est A varia-

tion finie.

DEMONSTRATION. Si X est une A-semimartingale, X peut se décomposer en
'L +N4A.(avec nos notations habituelles). Par hypothése, L+N-+A = O,

ce qui prouve que M=L+N est 3 variation finie. On a alors L= M—M

et N::Ma, ce qui montre que L et N sont & variation finie. Le processus
X=L_+N+A est alors & variation finie.

COROLLAIRE. Soit X une é—semimartingale. Le processus X est une O(F)-

semimartingale si et seulement si A+Xest 3 variation finie.

DEMONSTRATION. Si X est une O(F)-semimartingale, par différence, A+X
est une O(F)-semimartingale, et donc, d'aprds le lemme, est & variation
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finie ((A+X)+ =(X+—X)+==O). Réciproquement, si A Xest 3 variation
finie, X=X, - A;Xest une O(F)-semimartingale.

On voit ainsi qu'il peut exister des A-semimartingales qui ne soient
pas des O(F)-semimartingales. En fait, toute é—semimartingale est une
O(F)-gemimartingale si et seulement si toute co-A-martingale est 3
variation finie, ou, ce qui revient au méme, toute co-A-martingale L

vérifie, pour tout t, zsgt [ALJ  (+o (exercice).

De méme, si X est un processus A-mesurable 13dl3g tel que X, soit
une O(F)-semimartingale, X n'est pas nécessairement une é-semimartin—
gales considérons un processus déterministe X (donc é-mesurable) 134~
13g tel que X+=O et, pour au moins un t, zsgt | A+XS| =+0 o Le
processus X, est une O(F)-semimartingale et TAX = -Xn'est pas &
variation finie.

Rappelons cependant que si X est une é-semimartingale, X+ est une
O(F)-semimartingale.

VI. L'INTEGRALE STOCHASTIQUE .

Aprds de longs tAtonnements, nous nous sommes apergus que l'on pou-
vait définir trivialement (3 partir de 1l'intégrale stochastique usu-
elle, qui elle n'est pas triviale!) une trds bonne intégrale stochas-
tique d'un processus prévisible, disons localement borné ( pour sim-
plifier) par rapport 3 un processus 13dldg X tel que X, soit une -
semimartingale. Cette intégrale posséde les propriétés suivantes:
elle satisfait au théoréme de convergence dominé; si ¥ est A-mesurable,
(resp. une é—semimartingale, une P-é-Martingale locale), 1e~processus
f.X= 6iédxs conserve cette propriété. Pour bien comprendre cette
notion, il faut plutdt concevoir 1'intégration comme un procédé qui,

3 un processus fait correspondre un autre processus.

Etudions d'abord le cas des processus i variation finie (13d1l3g).

8 1. INTEGRATION PAR RAPPORT A UN PROCESSUS A VARIATION FINIE.

b3

Soit A une fonction 3 variation finie définie sur R . Si A est con-
tinue 3 droite, on définit 1'intégrale de Lebesgue-Stielges habituelle
par rapport A une fonction mesurable localement bornée, sur tout in-
tervalle de temps [0,t]. Nous notons SoiédAs cette intégrale et f.A
la fonction (& variation finie cdd) qui & t associe ofsdag .

Supposons maintenant que A soit seulement & variation finie. On sait
alors construire 1'intégrale Riemanienne par rapport & A, ce gue nous
ne ferons pas car celle-ci est seulement continue pour la convergence
uniforme et ne satisfait donc pas au théoréme de convergence dominée.
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La fonction A est 13dlag et A  est c3dl3g & variation finie, Si f est

une fonction mesurable localement bornée, nous posons, par définition,
T .

feA=f.A = f A+A y et notons SO fydA  la valeur en t de f.A .

THEOREME 1. Si une suite (fn) de fonctions mesurables localement bor-
nées converge simplement vers une fonction f, en restant majorées en

module par une fonction localement bornée fixe, alors 2.4 converge
uniformément sur tout compact vers f.A.

DEMONSTRATION, C'est bien connu pour an et résulte du théordme de
Prokhorov. C'est & peu prés immédiat pour idlb A car le nombre de
sauts A droite ( et 3 gauche) de A,d'amplltude Y E,est fini sur tout
intervalle compact.

Pour tout t, 1l'application qui 3 f mesurable localement bornée, fait
correspondre ;OiédA est une mesure sur R . C'est la mesure associée

3 la fonctlon 3 variation finie cad (A ) (qu il ne faut pas confondre
avec (A ) D)

On volt ainsi que cette intégrale est non anticipante: pour connai-

tre SOISdAs’ il suffit de connaitre A sur [0,t], car on connait alors
A, sur [0,t[. TLe déroulement du temps joue un rdole primordial.
On a les propriétés élémentaires-

I[o,t['A’AEOt[ Ay [toot - a7

Signalons que si X est continue i gauche (resp. & droite), f.A est
1'intégrale habituellement définie dans ces conditions.

Ceci étant posé, on s'apergoit que A n'a pas besoin d'8tre 3 varia-
tion finie, mais seulement 13dl3g et tel que A, soit & variation finie
1'intégrale f.A étant toujours définie par f.A=f.A - £fpA. Toutes
les propriétés énoncées ci-dessus restent ecncore valides.

82 INTEGRALE STOCHASTIQUE PAR RAPPORT A UNE A-SEMIMARTINGALE.

Tes notations et conventions restent celles des chapitres précédents.
Un processusprev151ble.festdlt localement borné s'il existe une suite
(T ) de t.a. , croissante vers + ®, et tels que, pour tout n, T IfT y0}

solt borné. On peut montrer que ceci équivaut simplement a ce que,
pour tout t, ft soit fini p.s.

Si (Xn) est une suite de processus mesurables et X est un processus
mesurable, nous dirons que X2 converge simplement vers X, si, pour

presque tout w et pour tout t, X, D (w) converge vers X (w); on notera
ceci par Ve ——9 X . Nous dirons que x* converge unlformement en pro-
babilité sur tout compact vers X si, pour tout t, (Xn-X): converge
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en probabilité vers O. Il suffit en fait qu'il existe une suite (Tn)

de temps aléatoires convergeant p.S. vers + o et tels, que pour tout

n, (Xk-Xj* converge en probabilité vers O. On notera ceci par

¥PUCRy ¢ .'n Par un procédé diagonal, on peut alors extraire une sous-
suite (nk) telle gque, pour presque tout w, XK (w) converge uniformément '
sur tout compact vers X.(w). En particulier, Xk Sy x .,

Nous allons effectuer la m@me construction que précédemment, mais
3 partir de 1'intégrale stochastique usuelle. On pourrait, bien enten-
du, construire intrinsdquement cette "nouvelle intégrale®, mais la
b

voie la plus courte est évidemment celle consistant 3 se ramener 3
1'intégrale existante.

Nous considérons un processus 13d1dg X tel que X, soit une P-semimar-
tingale.

DEFINITION. Si f est un processus prévisible localement borné, on

pose f.X = f.X - fa X, ol f.X, désigne 1'intégrale stochastique ha-

bituelle par rapport 3 la semimartingale continue 3 droite X+. On note
t

Ofs dXS la valeur en du processus f.X .

I1 est clair que cette définition ne dépend pas de la probabilité
P au sens suivant: si Q est absolument continue par rapport & P, les
processus f.X et f,X sont Q-indistinguables. On voit aussi que f.X
est 13d1l3g, et que\(f.X)+ = f.X_, qui est encore une F-semimartingale.
On vérifie immédiatement que A+(f.X) = f & X5 o_(f.X)=fpX.

Le théordme de convergence se déduit immédiatement, comme pour le
théordme 1, des propriétés de 1'intégrale stochastique usuelle. Les
processus £ et f sont des processus prévisibles localement bornés.

THEOREME 2, Si fn—gé f , en restant majorés en module par un processus

prévisible localement borné fixe, alors fn.X152; f.X o

Considérons un processus prévisible localement borné f.
COROLLAIRE. 8i X est A-mesurable, f.X est A-mesurable.

DEMONSTRATION., Si f est prévisible élémentaire de la forme I

I ’
A~ ])s,t]
A F-mesurable et s(t, on a f.X:'IA(X-XS+)I]S’t]+ IA(Xt+-X

i S+ I]t,+tD[
ce qui montre que f.X est A-mesurable.

Un argument de classe monotone, utilisant le théordme 2, montre que
la propriété est encore vraie si f est un processus prévisible borné.
On en déduit le Pésultat car tout t.a. de F est un temps de stabilité
de A. ’

Remarquons que, pour ce résultat, A n'a pas besoin d'&tre une tribu
de Meyer située entre P et ©, mais une tribu située entre les prévisi-
bles et les progressivement mesurables de F.
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THEOREME 3. Si X est une é-semimartingale (resp. A-martingale locale)
f.X est une A-semimartingale (resp. é-martingale locale).

DEMONSTRATION. Si X est une A-martingale locale, on peut décomposer

X en L_+N ( avec nos notati;ns habituelles). On voit alors que f.X
est égal & (f.L)_+ (f.N) ( car f A.X = fAL ). le processus f.N est
une F-martingale locale A-mesurable, donc une A-martingale locale.

Le processus f.L est encore une co-A-martingale locale car c'est une
F-martingale locale purement discontinue et on a 8(A(f.L))= £3(AL)=0.
le processus(f.L)_ est donc une é—martingale locale.

Remarquons que f.X = a(f.X+).

S5i X est une A-semimartingale, X peut se décomposer en X =M+ A, ol

M est une é—m;rtingale locale et A est & variation finie, A-mesurable.
Nous venons de voir que f.M est une A-martingale locale. Qaant 3 f.A,
c'est 1'intégrale, trajectoire par t;ajectoire, définie précédemment,
de f par le processus & variation fini A. C'est donc un processus &
variation finie, A-mesurable d'aprds le corollaire du th. 2.

83. REGLES DU CALCUL STOCHASTIQUE.

Le processus X est toujours un processus 13dl3g tel que X, est une
F-semimartingale. Nous appellerons x° 1a partie martingale continue
de X+, nulle en O, et posons XO— = XO.
Formule d4'ITO.

De la formule d'Ito usuelle, on déduit trivialement la formule géné-

rale: si f est une fonction de R dans R, de classe 02, on a
£(X,) = £(X.) + Stf(x ) dx i Sti‘(X ) d¢x®,x%
t7 7 0 0 s- s ¥ 2 ‘0 S— ’ s
+ Zogs(t f(Xs+)"f(Xs—) - f'(Xs—)(Xs+" Xs-)
+ £(X) - T(X ) - £1(H (X=X ) .

Bien que déduite trivialement de la formule usuelle, cette formule
a des implications trds intéressantes, grice au théordme 3.

Crochet droit.

. ! 2 c C 2 2
DEFINITION. Le processus Xg + (X%,X >t+zogs<t(xs+-xs_) + (X=X )
est appelé le crochet droit de X, et on 18 note [X,X] .

On polarise cette notion de manidre évidente: si Y est du m@me type
que X, on note [X,Y] le processus %([X+Y,X+Y]—[X—Y,X—Y]).
On obtient la formule d'intégration par partie: XY = X .Y+ Y_.X+ [X,Y]

Le lecteur pourra vérifier que l'on a [f.X,Y] = f.[X,Y] ( avec nos
nouvelles intégrales).

I1 faut bien prendre garde que le processus [X,X] n'est pas, en géné-
ral, croissant, ni m&me 3 variation finie. Il est clair que [X,X]+
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est égal & [X+,X+] qui est croissant, donc & variation finie. Il en
résulte que [X,X] est & variation finie si et seulement si , pour tout
2 ..
t, la somme ngt(xs-xs_) est finie p.s.

LEMME. Si X est une A-semimartingale, [X,X] est 3 variation finie.

DEMONSTRATION. Decomposons XenL + N + A (notatlons évidentes). On
a alors (A_ X) = (AN +A_ A)2 ¢ 2(( AN) + (A_D) ), ce qui implique le
résultat.

On en déduit immédiatement le théordme suivant, 3 1'aide de la
formule d'Ito:

THEOREME 4., La classe des A—semlmartlngales est une algdbre sur la-
quelle op@rent les fonctions de classe C

On pourrait également introduire les rdgles de calcul pour les fonc-
tions convexes. Nous ne citerons que la formule du temps local, car

elle aura un corollaire intéressant pour les A-semimartingales. Nous
notons X' = sup(X,0) et X~ = -inf(X,0), et L(X) le processus croissant
continu, temps local de X en O.

On a alors §%r1v1a1ement a partlr de la formule usuelle)

%m0 3o Tix, yo1%e + 3800+ Togacetatix,_o1* Yot ix, o)

+ Xt I{X go} + X I{X )O}

Si X est une é—semlmartlngale, on peut montrer (de fagon un peu
compliquée) que X' est encore une A-semimartingale. De ce résultat et

de la formule précédente, il résulte que le processus X {X SO} + oo
t-

est & variation finie, d'ol

THEOREME 5. 8i X est_une é-semimartingale, pour tout t, la somme
+ - o2
Isgt XS I{XS_SO} + XS I{Xs_>0} est finie PeSe

8 3. EQUATIONS DIFFERENTIELLES STOCHASTIQUES.

Pour 8tre complet, nous énongons le théordme principal d'existence
et d'unicité des équations différentielles stochastiques. Celui-ci se
déduit trivialement du théordme établi sous les conditions habituelles.
Nous 1'énongons dans Rp, avec des notations matricielles.

Soit X un processus 3 valeurs dans RP, tel que X+ soit une F-semi-
martingale (i.e. ses coordonnées le sont). Soit f(t,w,x) une applica-
tion de R, xQx. B* dans L(}Rp B") (espace des applications linéaires de
B’ dans Rn), vérifiant
a) Pour w et x, t 5f(t,w,x) est continue 3 gauche.

b) Pour tout t et x, f(t,.,x) est F.-mesurable.
c) I1 existe une application c:]iitﬁgcQ-—)]ll+ telle que, pour tout w,
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1l'application t < c(t,w) est bornée sur tout compact et, pour tout
TywyX,y ¥,y IE(t,0,x)-F£(t,w,y)] 4 c(ty0) Ix=yI .

Soit de plus H un processus 13dl3g, 3 valeurs dans By tel que H, soit
P-adapté.

THEOREME 6. Sous les hypothlses précédentes, il existe un processus
Y 13d13g, tel que Y, est F-adapté, unique & 1'indistinguabilité pris,
vérifiant

Y

t
g = By + Sof(s,.,Ys_)dXs
Si H et X sont A-mesurables (resp. des A-martingales locales, des
A-semimartingales), Y possdde cette propriété.

DEMONSTRA%ION. Soit Z 1'unique solution de 1'équation "usuelle"
Zt=Ht++Sof(s"”Zs—) dX . . Si nous posons Yt=zt—A+Ht'f(t"’zt-)A+Xt
Y est 13dl3g, vérifie Y =% et Y_=Z_ . On voit ainsi que Y est solu-
tion de 1'équation intégrale posée dans le théordme. Si Y' est une
solution de cette équation, on doit avoir Y' Z, et donc Y'=Y.

EXEMPLE. L' equatlon Yt = 1+ 5 Y‘ dX admet pour solution
t=exp(Xt (X % )f1s<t(l+X -X )e (X S+ Xs—)x(1+Xt-Xt_)e
qui est une é-martlngale locale si X en est une,

APPENDICE.

I Une confusion 3 éviter.

Si A et B sont deux tribus de Meyer ayant méme filtration, e Eb,
il faut blen prendre garde que ceci signifie seulement Ft..F:, pour
tout t élément de R « I1 ne faut surtout pas croire que 1l'on a néces-
sairement FT-Fg pour d'autres temps T.

Ceci s'applique notamment & la situation suivante, qui risque de pré-
ter & confusion: soit A une tribu de Meyer de filtration Ea, et soit
o(F*) 1a tribu optlonnelle de Ea, notée O. On a bien B° = ¥*, cepen-
dant si T est un temps, on a ET C;Eg, 1'inclusion pouvant &tre stricte
Fp la tribu
EO, si @ est la tribu optionnelle de F= (F ) est ici malhmgreuse, car
alors on ne peut plus faire la différence entre Ea et Fg( )'

en général. La convention habituelle, consistant 3 noter F

IT. SI A N'EST PAS ENGENDREE PAR DES PROCESSUS CADLAG.

Nous allons sortir de notre cadre, et considérer dans la suite, une
tribu A sur R xQ, vérifiant seulement les conditions 2°) et 3°) de 1a
définition d'une tribu de Meyer, soit: "les temps constants sont des
temps d'arrdt de é'. Rappelons que cela signifie que A contient 1la
tribu déterministe et est stable par arrét en teR 3 ou encore, si X
est un processus A-mesurable et teﬂh, X

tI[t,+<n[ est é-mesurable.
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On associe encore 3 A sa filtration. La tribu g: est la tribu engen-
drée par les applications Xt’ lorsque X décrit l'ensemble des proces-

sus A-mesurables. La tribu F est la trlbu‘V E‘ et, si T est un temps,
E% est la tribu engendrée par les appllcatlons XT’ X décrivant 1l'en-
semble des processus A—mesurables définis & 1'infini et tels que X
soit F -mesurable. Si T est un temps d'arrét de A (ef. déf.1,I), on
verlfle aisément que Fa {ASF TA est un temps d'arrét de A}, qui

est alors égale & {Aega) TA est un temps de coupe de é}.

1. Si A est engendrée par des processus continus 3 gauche.

THEOREME. La tribu A est encendrée par des processus continus 3 gau-

che si et seulement si elle est la tribu prévisible d'une filtration.
Elle est alors égale & la tribu prévisible de sa filtration; en par-
ticulier, A est alors une tribu de Meyer.

DEMONSTRATION. Il est clair que si A est engendrée par des processus
continus 3 gauche, alors A est incluse dans la tribu prévisible de sa
filtration. Montrons qu'alors elle est, en fait, égale & cette tribu
prev131ble- celle-ci est engendrée par les processus Y= yI[t + ol ol
y est F —mesurable et s(t (sauf pour t= O, auquel cas s=t=0). Si Y est
un tel processus, y est en particulier Ft—mesurable et donc égale 3
Xt’ pour un processus X A—mesurable. Les temps constants étant des
temps d'arrét de A, le processus Y= XtI[t, ol est A-mesurable. Par
suite A est egale 3 P(Ea), et le résultat s'ensuit.

REMARQUE. On voit ainsi que si A est engendrée par des processus
cddldg ou (inclusif) cdg, A est une tribu de Meyer.

2. Tribus stables.

DEFINITION. On dit que A est stable si tout temps de coupe de A est
un temps de stabilité de A (donc un temps d'arrét de A)

On a vu que toute tribu de Meyer est stable. Cette notion est trés
importante et nous allons voir que si A est stable, A est "proche"
d'une tribu de Meyer. B i
EXEMPLES. Soit ¥ une filtration sur Q et supposons que A est une tribu
située entre la tribu prévisible de F (égale & celle de_E*) et la tri-
bu des progressivement mesurables de .

La tribu é admet alors les temps constants pour temps d'arrét et est
stable.

DEMONSTRATION. Il est clair que tout temps de coupe est un temps d'ar-
r8t de F'. Montrons que l'ensemble des t.a. de ¥ est 1'ensemble des
temps de stabilité de A. Si T est un temps de stabilité de A, en consi-
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dérant le processus (tyw) >t, qui est prévisible, on voit que, pour
tout t, Tat est Ft-mesurable, donc Ft -mesurable, ce qui prouve que

T est un t.a. de F™, Réciproquement, si T est un t.a. de ¥ et X un
processus A-mesurable, on a XT..XI[O T]*'XTI]T + oo} le processus
IEO 7] est prévisible et donc XI[O ] est A—mesurable, quant au pro-
cessus X I]T + ol® c'est un processus F -adapte et continu & gauche
donc prev151b1e, donc A-mesurable. Le processus X est donc A-mesura-
ble. Si T est un temps de coupe de A, on voit que T est un t:a. de BT
et donc un temps de stabilité de A (et donc un t.a. de é).

Soit Q un espace polonaisl(ou analytique) et F une filtration cons-
tituée de sous tribus de la tribu borélienne de Q, BQ . Soit A la
tribu engendrée par les processus adaptés 3 F. Il est clair que A ad-
met les temps constants pour temps d'arrét.

La tribu A n'est pas stable: 1l'ensemble de ses temps de coupe est 1'en-
semble des temps d'arrét de ¥, 1'ensemble de ses temps de stabilité

est l'ensemble des temps d'arrét étagés (i.e. 3 valeurs dénombrables)
de F*, et 1'ensemble de ses temps d'arrét est l'ensemble des temps
d'arrét étagés de F.

DEMONSTRATION. I1 suffit de montrer que l'ensemble des temps des temps
de stabilité de A est 1'ensemble des temps d'arrét étagés de F', I1

est clair que tout t.a. étagé de F' est un temps de stabilité de A
(exercice) et que tout temps de stabilité de A est un t.a. de F,

Soit T un t.a. de F' non étagé (i.e. non ¥ valeurs dénombrables). L'en-
semble T(Q) est alors non dénombrable et on peut trouver tosR tel que
A=1(Q)N [0, ty [ est non dénombrable. Cet ensemble, égal & T(T—l([o ty [N
est analythue dans R et a donc la puissance du continu. Pulsque B a
la puissance du continu, on peut trouver Bc A tel que T (B) n'appar-
tienne pas & B,. Posons alors C = U,epltlxiT)t} et X=I, . le processus
X est adapté car Xt' O sitgB et X = I{th} si te€ B.Le processus XT

T
n'est pas adapté car Xt T At ™ =1 _1(B) n'est méme pas BQ~mesurable.

3 Régularisée de A.

=>>

DEFINITION. On appelle A la tribu engendrée par les processus cddlig
A-mesurables, et on dit que c'est la régularisée de A.

Rappelons que A est supposée admettre les temps constants pour temps
d'arrét. I1 est ciair que E est une tribu de Meyer, et que c'est la
plus grande tribu de Meyer_incluse dans A. 5i A est une tribu située
entre la tribu optionnelle d'une filtration T et la tribu engendrée

par les processus F-adaptés, la régularisée de A est la tribu option-
___________ nelle

non dénombrable
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On voit alors que l'ensemble des tribus de Meyer sur R xQ est un
est une famille de tribus de Meyer sur

treillis complets si (A )1€I
m XQ , sa borne supérieure est la tribu engendrée par les A:L \JI—
qul est clairement une tribu de Meyer. Sa borne 1nferleurg, dans
l'ensemble des tribus de Meyer, est la régularisée de fh:él (qui est
une tribu stable), que 1l'on notera /\Iél. La plus grande tribu de
Meyer est la tribu Bp XE(Q), la plus petite est la tribu déterministe
Bg x (7,0} . +

81+E‘est une filtration sur Q, et we est la filtration (Ft+8)’ la
tribu progressive de F' est 1la tribu égale 3 N €50 O(F ) (demontre

par C.Stricker dans ce volume) et donc A £30 @(EG) est égale 3 O(F*);
P(FE) . I1 est clair que V€>O@(F ) est éga-

c'est aussi la tribu /\6>O
le & B}RXF

Pour tolt temps d'arret T d¢ A4, on a FT-FT . En particulier, si A
est stable, A et A ont mémes temps d'arr@t et F;..F% pour tout temps

d'arrét T de

IIB>’

Modification.

Si P est une probabilité sur (Q,g) et si é est incluse dans la tri-
bu mesurable BR xF, i1 résulte du théordme de modification relatif
& A (IT, th. 127 paragraphe 3) que si X est A-mesurable, il existe

un processus Y A-mesurable tel que, pour tout temps d'arrét T de A,

on ait Xp=Y,p.s. sur (T (+o0}. )
En particulier, si A est stable, A est 3 A ce qu'est la tribu progres-

sive d'une filtration F & sa tribu optionnelle: si X est A—mesurable,
il existe un unique (& 1'1ndlst1nguab111te prés) processus Y A—mesu—

rable tel gue, pour tout t.a. T de é, Xp=Y, pP.s. sur {T¢+ ®}.

III. TRIBU DE MEYER ENGENDREE PAR UN PROCESSUS CADLAG OU CAG.

DEFINITION. Soit X un processus c3dldg ou cdg. La plus petite tribu

de Meyer rendant X mesurable est la tribu, notée QX, engendrée par

les processus arrétés xt

et (s,w) > sat, o} te¢ R, . Nous dirons que
.c'est la tribu de Meyer engendrée par X.

s

aX
La filtration associée & AX est la filtration naturelle de X: Ft est
égale & la tribu o(Xy, s {t), habituellement notée F%. Nous noterons
@X et Eﬂ(les trlbus optlonnelle et prévisible de X, Si T est un temps

nous noto%s F la tribu Fg et F% la tribu Fp « I1 est clair que 1l'on
a};‘%ch CFX.

I1 est clair, compte tenu du systdme de générateurs de AX, que si T
est un temps, on a FT =0 (Tat, Xp 3t € HR+) =0(T)V o(X te ]R+)
ce qui n'est pas vrai pour ET’ en général.

TAt 3
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PROPOSITION. La tribu prévisible Eﬁ(est la tribu de Meyer engendrée
par X_ (XO_= XO).
DEMONSTRATION. Il est clair, d'aprds ce qui précéde, que JRSN

et que P)L'est incluse dans B?X. Montrons 1l'inclusion réciproque.

La tribu Ej(est engendrée par les procescus I[t + ol et X I[t + ool
1)

avec s{t (ou s=t=0). On voit alors qu'elle est egalement engendrée
par les processus IEt

et X I avec s{(t (ou s=t=0), ce qui
, [t,+ ol
prouve le résultat.

s+ ol

Qs X _ .
COROLLAIRE. 8i T est un temps, on a ET_._U(T)VG(X(TAt)_,'ts R+)

Considérons maintenant une famille I de processus cddldg ou cig.
La plus petite tribu de Meyer rendant mesurable ces processus est

la tribu, notée éni engendrée par les processus Xt et (s40) = sart

ol Xe et te E+. Oon noteIPIL et @IL les tribu prévisible et option-
nelle de la filtration F2, et, si T est un temps, Egi et E%’ les
tribus associées.

. I 4 N X ]L aX
I1 est clair que A" est égale & Vy 5 A" et F VXEI,FT .

On voit aussi que p est la tribu de Meyer engendree par les proces-
sus X ,XelL. On en déduit les points suivants
- L
Si T est un temps, on a ]j‘,% =0 (T)Vo( XT g3
I =
lement Fp. = o (T)Vo( X(TAt)- ; teR gt Xel, ) .

; teR et XelL) 3 on a éga~

IV UNE REMARQUE SUR L'INTEGRALE OPTIONNELLE.

Soit F une filtration sur (Q,F,P) vérifiant les conditions habitu-
elles. Considérons une tribu A engendrée par des processus cddldg et
située entre P (=P(F)) et O (= @(Eﬁ) Appelons M( 1'espace des mar-
tingales M de M (espace des martlngales c3d1l3g bornées dans L ) telles
que aM::M_ . On a M( a) M ®P4, ol M est l'espace des martingales
bornées dans L2 contlnues et M est 1l'espace des co-A-martlngales
bornées dans L2.

Avec ces notations, on a M(p) M ﬂ(o) M et, si A est la tribu des
accessibles, M( )==l‘=’lq08 espace—de; martlngales bornées dans L2 et
quasi-continues 3 gauche.

LEMME. Si M est une martingale de M(a) et T est un temps d'arrét de A,
T- est encore une martlngale de ﬁra) M _..E[MOIEO_]).

alors M

DEMONSTRATION. L'espace M(a) étant stable, il suffit de montrer que si
M appartient & M(a) et T est un t.a. de A, alors M I[T ol est enco-
re¢ une martingale de M( ); appelons L ce processus. 11 ést clair que

L est une martingale bornée dans I° car M; appartient a La(gT)QLz(Es)

1,0
M© = M Ipg op * Mo I, sool
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inclus dans L (FT)GIL (F _). 5i S est un temps d'arrét de A, on a

a
E[ALg|Fg] = EL &M (s T}'FS]‘ E[aM IFS]I{S 7} = 0, ce qui prouve que
L est une co-é—martlngale.

Si M appartient 3 M, nous appelons Lz(é,M) 1'espace La(é,dde[M,M])
La classe des intervalles stochastiques [0,T[ , T décrivant 1l'ensemble
des temps d'arrdt de A, forme un systdme total dans L2(é,M).

Nous allons voir que i'intégrale stochastique optionnelle (dite com-
pensée) est une intégrale de Lebesgue quand on intégre des processus
de L2(A,M) par rapport 3 M appartenant 3 g(a). C'est alors le prolon-
gement—' Lebesguien® naturel de 1'intégrale stochastique prévisible.

THEOREME. Soit M une martingale de M(a). Soit ¢ 1! appllcatlon inté-
srale stochastique optionnelle par rapport 4 M de L (0,M) dans M.

L' appllcatlon ¢ restreinte 3 L (A M) est 1'unigue isométrie P de

L (A M) dans M vérifiant W(IEO TI) = M- , pour tout t.a. T de A. Elle
prend ses valeurs dans g

DFNONSTRATION. T'unicité vient du fait que {[0,T[ ; Te T(A)} est to-
tal dans L (4, M). Appelons [ la restrlctlon de ¢ & LE(A M) Montrons
d'abord que V¥ est une isométrie de L (A M) dans M. Nous renvoyons le
lecteur 3 Meyer [6], p. 274-276, pour la démonstration qu1 suit.

Si T est un temps d'arrét prev151b1e, et f appartient & L (A M), on
a B[f OMq | Ep _1= E[f E[AM lFa]lF = 0. Meyer montre alors que l'on
a E[¢$(f) = E[S féﬂi[M M] ], ce qu1 prouve que § est une isométrie.
I1 reste é voir que W([O T[) = MI- , pour tout t.a. T de A. I1 suffit
de montrer que Y(ITI) =’AMTI[T,+<D[ si T est un t.a. de A. Ces deux
martingales sont purement discontinues; il suffit donc de montrer

qu elles ont mémes sauts. Meyer montre que la condition E[thsMTIF ]
égal ol implique que AQ(f) = fAM, ce qui prouve le résultat.
Remarquons que, d'aprés le lemme précédent, si T est un t.a. de A, la

Y (a)

martingale Vi appartient a M et donc, cet espace étant fermé, T

prend ses valeurs dans M &

Cette intégrale mérite donc d'&tre notée SITdM . Elle possdde les
propriétés suivantes: As‘fdM = £AM 3 pour tout Ne M, on a la relation
[SI‘dM,N] = SI‘d[M,N]. Si M est 3 variation finie,_Sf‘dM coincide avec
1'intégrale de Lebesgue-Stielges de f par M.

1 pour tout t.a. T prévisible.
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