
SÉMINAIRE DE PROBABILITÉS (STRASBOURG)

ÉRIK LENGLART

DOMINIQUE LÉPINGLE

MAURIZIO PRATELLI
Présentation unifiée de certaines inégalités de
la théorie des martingales
Séminaire de probabilités (Strasbourg), tome 14 (1980), p. 26-48
<http://www.numdam.org/item?id=SPS_1980__14__26_0>

© Springer-Verlag, Berlin Heidelberg New York, 1980, tous droits réservés.

L’accès aux archives du séminaire de probabilités (Strasbourg) (http://portail.
mathdoc.fr/SemProba/) implique l’accord avec les conditions générales d’utili-
sation (http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisation commerciale ou im-
pression systématique est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou im-
pression de ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques

http://www.numdam.org/

http://www.numdam.org/item?id=SPS_1980__14__26_0
http://portail.mathdoc.fr/SemProba/
http://portail.mathdoc.fr/SemProba/
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/


PRESENTATION UNIFIEE DE CERTAINES INEGALITES DE

LA THEORIE DES MARTINGALES .

E. LENGLART D. LEPINGLE M. PRATELLI

A côté des inégalités qui comme celle de Fefferman concer-

nent simultanément plusieurs martingales, il existe dans la lit-

térature d’abondants exemples d’inégalités du type

E c E [VPJ , où U et V désignent deux opérateurs associés

à une même martingale ou sous-martingale. Leur démonstration uti-

lise des méthodes très variées : intégration stochastique, décom-

position atomique ou inégalité de Fefferman, par exemple. Nous

donnons dans la première partie un ensemble de quatre lemmes

d’énoncés simples et voisins, qui permettent de vérifier rapide-

ment quel type d’inégalités on peut espérer obtenir entre deux

opérateurs donnés. Les autres parties sont consacrées aux prin-

cipales applications de ces quatre lemmes.

1. QUATRE LEMMES SUR LES PROCESSUS CROISSANTS.

Dans toute la suite, F désigne une fonction réelle définie

sur R , nulle en zéro, croissante, continue à droite, telle que
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F(x) > 0 pour x>0. Nous disons que F est modérée ( ou à crois-

sance modérée ) s’il existe un scalaire M>1 tel que l’on ait

sup  + .
x>0 F(x)

on voit alors que F vérifie cette relation pour tout 03B1>1. Si

la fonction F est concave, elle est modérée ; en effet, pour

tout ~ > 1 ,

sup ~X.
x>0 F(x) 

"

Si en fait

sup o

x>0 F(x)

pour un o~>1 , on dira que F est lente ( ou à croissance lente ).

Par contre, si F est convexe, de dérivée à droite f, pour que F

soit modérée il faut et il suffit que le nombre

x f(x)
p =sup 

20142014201420142014

x~O F(x)

( que nous appellerons l’exposant de F ) soit fini. En outre,

si cette condition est remplie, la fonction est dé-

croissante, de sorte que l’on a pour tout (x>1

F(xx)
sup 2014201420142014 

x>0 F(x) 
-

On remarquera que pour la fonction ( avec p~1 ), l’expo-

sant est égal à p , ce qui justifie le nom adopté. Si la fonction

F modérée convexe vérifie

x f(x)
’ 

inf 20142014201420142014 > 1 ,
x>0 F(x)



28

on dira dans ce cas que F est une f onc ti on On remarque-

ra encore que la fonction F peut etre modérée ( et même lente )

sans être continue, ce qui n’est pas vrai si F est convexe ou

concave. Dans tous les cas on posera

F( + o~ ) - lim F( x) .
x’-~oo .

On peut alors classer en cinq types les inégalités de la

forme E o~c E ~Vp~ , chaque type s’étendant à une classe
de fonctions F modérées :

- le type 0  p à toutes les fonctions modérées,
- le type 1  p  oo aux fonctions d’Young,

- le type 1  p  oo aux fonctions convexes modérées,
- le type 0  p  1 aux fonctions concaves,

- le type 0  p  1 aux fonctions à croissance lente.

Nous ne parlerons pas du second type, qui concerne essen-

tiellement l’inégalité de Doob des sous-martingales positives

[6J , mais nous énoncerons un lemme pour chacun des autres types.

L’espace de probabilité filtré ( ~, ~’ , ( ~ t ) , vérifie

les conditions habituelles de [11~) . Les martingales locales

auront leurs trajectoires continues à droite et pourvues de li-

mites à gauche. En revanche, un processus croissant A sera seu- 
’

lement une application mesurable de .~ dans ~ , , dont les

trajectoires seront des fonctions croissantes de t : on posera

A~= lim At . L’absence de continuité à droite allongera très

légèrement les demonstrations mais on évitera ainsi d’avoir re-

cours à deux démonstrations parallèles, une avec les processus
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prévisibles continus à droite, une autre avec les processus a-

daptés B continus à droite, où alors c’est B qui intervient :

en effet, si B est adapté croissant, B- est croissant prévisible

( on posera BO-= 0 pour tout processus croissant B ). Voici d’a-

illeurs l’outil qui permet de traiter les processus croissants

prévisibles non nécessairement continus à droite.

PRELIMINAIRE 1.0 Soit H une partie prévisible de

S1 xR+ , de début inf { t : ( t,w)  H}. Il existe alors

une suite croissante (T ) de temps d’arrêt finis de limite D

telle que pour tout n, n X . De plus,

U = DH} = n  ~}.

n

DEMONSTRATION Si l’on pose = alors T est un

temps d’arrêt prévisible, annonçable par une suite croissante

de temps d’arret finis. Posant T =T°n AT , on obtient la sui-
n n n

te désirée. p

Voici maintenant les quatre lemmes annoncés. Bien que leurs

démonstrations ne soient pas vraiment originales, nous en don-

nons l’essentiel.

1.1 Soient A et B deux p rocessus croissants prévi-

sibles. Supposons existe a>0, tels ue pour tout ç -

ple ( S, T) de temps d’arret avec ST , on ait

~ 
T I ~ 1 >0~ AS ~BT ~°

Alors, pour toute fonction F modérée, il existe c = c(a, q, F)

pour lequel
E ~F ( A~),  c E ~F ( .
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DEMONSTRATION Montrons d’abord que p our tous ~3 >1, ~ > 0 et

À>0, on a l’inégalité de distribution

{A~~~,B~~~ ~ a~(~-l)~Jp{A~~B) . .
Il suffit pour cela, en remplaçant fi par p- 1 , , d’obtenir l’i-

negalité

P ~ A~>(~A , , B~  ~ ~ ~  a ~q ( ~ -1 ) _ Q ~’ ~ A~ > A ~ .
Soit (R ) une suite croissante de temps d’arrêt finis de limite

R = inf { t : At> 03BB}, telle que pour tout n, ARn ~ 03BB sur {Rn> 0},
et de même (T ) une suite croissante de temps d’arrêt finis de

limite T = inf { t : vérifiant B sur l’ensemble
m

(T m > 01 pour tout m. Alors,

Pour tout m et tout n,

~ 03BB-q (03B2-1)-q E [ (ATmI{Tm>0}-ARn^Tm I{Rn ^ Tm>0})q]
T  a 03BB-q (03B2 -1)-q E [BqT

m I R T J
~ a q ( f -1)-q p Tm} .

Passant à la limite en n, on obtient

IP {ATm I{Tm>0}>03B203BB} ~a q (03B2-1)-q IP{R ~ Tm}
~ a q (03B2-1)-q IP {R~} ,

et il suffit maintenant de faire tendre m vers l’infini pour

avoir l’inégalité de distribution cherchée. On termine comme en

~1~ : : soit g une fonction telle que F(ax)  g(a). F(x) . Le thé-

orème de Fubini nous donne
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~g(~)E[F(A./~)] ~g(~) 

~.g(~ J[P{A~>(;B,B~3BJ 
~ a g(~) ~~ (~-1)’~ E [P(A~)]+ + g(~) > > E[F(B~)] .

Si d est assez petit, on obtient finalement

Ef~A~)]~. g(~’’’)g(p)[l - ag(~) ~ (~-1)-~]-~ E ~F(B.)] .a

On déduit immédiatement de ce lemme que lorsque A et B sont

deux processus adaptés croissants, pour avoir la même conclusion

que dans l’ énoncé du lemme, il suffit de vérifier la condition

le passage aux processus prévisibles A_ et B_ nous permet en ef-

fet de retrouver immédiatement les hypothèses du lemme.

Le second lemme est connu sous le nom de Garsia-Neveu

{7,12] . Ses hypothèses ressemblent à celles du lemme 1.1 quand

on fixe dans celui-ci T = +00.

LEMME 1.2 Soient A un processus croissant prévisible et

X une variable aléatoire positive intégrable. Si pour tout temps

d’arrêt S on a

.

alors pour toute fonction convexe F de dérivée ~ droite f

a) E [F(A~)J ~ E [A~ f(X)] ,
b) et si de plus p = sup x f(x) / F(x)  + 00 ,

x>0
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DEMONSTRATION Rappelons qu’il suffit de montrer que pour tout

À>0,

E[(A.-.) ~.~[~I~~>~L
en effet, en intégrant ensuite en X~ on obtient a), puis b) par

la méthode de Dellacherie ~6J qui donne la constante optimale.
Soit donc (T ) une suite croissante de temps d’arrêt tendant versm "’

T = inf { t : A >X} telle que A ~ À sur {T >0)pour tout
m

m ; pour k > 1 on pose 

Tkm = Tm sur {Tm~ k }
+00 sur f T >k}.

Alors

E ~) ] = 1~ E X) 1~ ~ ~]
E[(A~- 03BB) I{T ~ k}] =lim E[(A~-03BB)+ I{ Tm ~ k}]
E[(A~-03BB)+ I{Tm ~ k ] I{Tm>0}) I{Tm ~ k}]

~ E{A~- ATkmI{Tk>0}]m ’’m -*

~~[~~ 

~ E[X I{Tm ~ k}] ,
d’où le résultat en passant à la limite en m, puis en k. _

Il est clair que les inégalités du b) du lemme 1.2 sont

encore valables si X n’est pas intégrable car les deux membres

de droite sont alors infinis. Pour un processus A optionnel

( avec A = 0 ), la condition
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a les mêmes conséquences que celles indiquées dans le lemme.

Le troisième lemme vient de [1] et de [13] . Ses hypothè-

ses sont semblables à celles du lemme 1.1 quand on fixe dans ce-

lui-ci S=0 .

LEMME 1.3 Soient X un processus positif mesurable sur

et B un -processus croissant prévisible tels que pour

tout temps d’arrêt T fini

~T>0~ - °
Alors, pour toute fonction concave F et tout temps d’arrêt fini

Ri

~(~~ "L~ I{R>0~- °
DEMONSTRATION D’après [1] , il suffit de montrer que pour tout

B > 0 ,

Soit (T ) une suite de temps d’arrêt finis croissants vers

T = inf ( t : 03BB} avec B ~ X sur {Tn > 0 1 et

n

{Tn = TJ = 03BB} ~ {T  + ~} ° alors

J AR>Ot" " n n ’’ n -~

+ 03BB I{R>0}~{BR > 03BB } .

~ a E[(BR^03BB) I{R>0}].
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~ ~ ~ ~ ~~’ ~R ~ ~ ~ ~ ~ ~~~R~ ~~ ~(R > 0) ~ ° ~

Pour le lemme 1 . 4 et dans toute la suite, nous utiliserons
*

la notation suivante: si x est un processus, le processus x

est défini par x§ = sup .

s t 
s °

LEMME 1 . 4 Soient x un processus positif adapté continu à

droite et B un processus croissant prévisible tels y# pour tout

temps d’ar£t T fini

E 1 o]  E 1 Jo 1 .

Si F est une fonction à croissance lente, 11 existe une constante

c ne dépendant zw de F telle z#

E [ P( X~ )]  c E [ F( B ~~y ) ] .
DEMONSTRATION Il suffit de montrer comme en 18] l’inégalité
suivante: pour tout c > 0 et tout d > 0 ,

lil (X*ce > c ) -  c ~ E d ] + Q ( B ~ > d ) ,

car en posant ensuite d=c et en intégrant en c, on obtient l’iné-

galité du lemme ( voir [14] ) . Posons
T = inf 1 t : B ~ > d 1 ,
S = inf 1 t : x~ > c l ,

et soit (T ) une suite de temps d’arrêt finis croissant vers T
n

tels qu e B~  d sur > 0 ) . Al o rs
n

IP ( X~ >c )  IP ( XÎi» c , d ) 

lP ( X~ > c ,  d ) = IP ( > c , T= CO )
 lim IP Î X~p > C , T~ > ° ) .

n n
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P~ >c, =T~S~ Tn ’ 
n

~ c-1 E[XS^Tn I{Tn>0}]

~ c-1 E[BS^Tn I{Tn>0}]
~ c-1 E[B~^d]. 

Chacun des lemmes 1.1 , 1.2 et 1.4 entraîne que, sous les

mêmes hypothèses, la conclusion est encore valable si l’on rem-

place la valeur en + ~ des processus croissants par leur valeur

en un temps d’arrêt R : il suffit d"arÀter simultanément en R

les processus A, B et X.

2. LES INEGALITES DE BURKHOLDER-DAVIS-GUNDY.

Si M est une martingale locale, les processus et

M,M> ( ce dernier uniquement si M est localement de carré

intégrable ) ont été définis dans ~11~ . On pose par convention

M = M = ~ 
= M,M> o_ 

= 0. On dit que M a ses sauts

prévisiblement bornes par D s’il existe un processus croissant

prévisible localement borné D tel que )~M (~ D ; on peut remar-

quer que dans ce cas M est localement de carré intégrable. Si S

et T sont deux temps d’arrêt, on note M le processus défini

par

qui est une martingale locale par rapport à la filtration

~t ~~S t* On pose aussi M = ; on remarquera que M ne

avec le processus arrête M = car
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0MTt = M Tt I{T>0} .

On vérifie aisément les égalités et inégalités suivantes:

a) M*T- - M*S- ~ ( SMT)*~ ~ 2 M*T I{ST}
b) = ( 

c) V~M~ = ( M,M~ -M,M~ +AM~ ) 
d) D~ ; D~ ; AM~ ~ D . .

Par exemple, l’inégalité 0394M,M> ~ D s ’ ob ti en t en écrivant

que si T est un temps d’arrêt totalement inaccessible,

== 0 , et si T est un temps d’arrêt prévisible,

= E t~J ~ E [D~ t~]= D~ .
L’inégalité de Doob nous indique que si M est de carre in-

tégrable

1 ~ E [[M,M]~ = 4 E [M,M>~] ~ 4 E[M~~]
et c’est encore vrai si M est localement de carre intégrable .

En appliquant cette inégalité a M , qui est bien ici localement

de carre intégrable, on obtient

B M_ - M~J ~ 4 E 

~ 4 E[( +D~ )~ 1~~ 3
E [(M*T- - M*S-]2] ~ 4 E [(  + I{ST} ]

~ 8 E[( M,M~ + 
et aussi

E [ [M,M]g_] i E ~(V)~. ~ 2 E [(M~_+ D~ 
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E [M,M~_ - M,M~J ~ E [(V)~ ~ + D~ 

~ 4 E [(M~ + °

D’après le lemme 1.1, on obtient alors, pour toute fonction mo-

dérée F et toute martingale locale M à sauts prévisiblement bor-

nés par D

E c E[F( [M,M]~ + Dao)]

E [F(M~)j ~ c E [F( M,M>~ + Dao)]

E [F( [M,M]~)] ~ c E 

E [F(M,M~)] ~.cE 
où la constante c est indépendante de la martingale locale M.

Lorsque M est continue, on peut choisir D=0 et on a ainsi

obtenu les inégalités de Burkholder-Davis-Gundy des martingales

continues. Lorsque M admet des sauts, il faut utiliser la décom-

position de Davis ( introduite en [5] et étendue au cas continu

en p0] ). On pose pour cela

S = sup 1
s~t

et on décompose M en somme d’une martingale K à variation inté-

grable, dont l’espérance de la variation est majorée par

4 E et d’une martingale L dont les sauts sont prévisi-

bornes par le processus 4 posant S = 0 ). ° Com-

me S ~ 2 M~ et S ~ [M,M]’ , on déduit facilement des inéga-

lités précédentes appliquées à L avec F(x)=x l’inégalité de Da-
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vis

c-1 E [lÉlp ]  E [ ]  c E [M*~ ] .
En appliquant cette inégalité à il vient

E [M*~ - M*S- ] -  E[SM*~ ] -  c E [ [SM, SM]1/2~]

~ c E [ [M,M]1/2~ I{S+~}] ’

et inversement

E [[M,M]1/2~ - [M,M]1/2S-] ~ E [ ( [y M] - [M,M]S-)1/2 ]

 c E l  2c E [ M*m 

Il suffit alors d’utiliser le lemme 1 .2 pour obtenir le résul-

tat suivant ( inégali tés de Burkholder-Davis-Gundy ) :

THEOREME 2, 1 Pour toute fonction convexe modérée F, 11

existe des constantes c et C telles %£ pour toute martingale

locale M

c E [ 9( MÎO ) ]  E [ F( [M, M]~~~) ]  C E [ F( Î£~ ) ] .

REMARQUE 2.2 Dans le théorème précédent, 1’hypothèse de convexi-

té de F est essentielle: il est démontré en [3] que si F est

concave, les inégalités précédentes sont fausses. En outre, on

ne peut pas en général remplacer [M,M] par M,lI> . Nous ver-

rons en 4.2 les relations entre [M,M] et M,M> .

REMARQUE 2.3 Chevalier a démontré récemment [4] la jolie inéga-

lité suivante: si l’on Pose max M§ , et

min M§ , , il existe pour tout »>i une con-

stante c telle que pour toute martingale M ,
P
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E [S(M)~] ~c E [l(M)~] .
On peut parvenir au même résultat avec les méthodes décrites

ci-dessous. On part de l’inégalité déjà rencontrée

E [[M,M]~] ~c E 
où M a ses sauts prévisiblement bornés par D. On en déduit par

application du lemme 1.2.a) que

E [ [M,M]~] ~ c E + 

puis, en posant X = [M,M]1/2~ + Y = M*~ + 

E [X~] ~ c E [XY] ,

ce qui joint à E [Y~] ~ c’ E[X ] entraîne que

E + E [Y~J ~ cd+c’) E [XY]

= c(1+c’) E [max(X,Y) min(X,Y)]

~ 

d’où finalement, si M est de carré intégrable, donc

E [X~ ] + E [Y~]  co,

E [S(M)~ ] ~. c E [ ( + D~ )~] ,

et c’est encore vrai par localisation lorsque M est localement

de carré intégrable. Utilisant cette inégalité pour m et les

majorations

S(M)~ - S(M)~_ ~ 
2 ~ + 
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on obtient alors grâc e au lemme 1.1

E ~ F( S(M) ~o ) ~  c E ~F( I(rM) ~ + D~ ) ~

pour toute fonction F modérée, en particulier pour F(x)=x. La

encore, la décomposition de Davis M=K+L permet d’avoir

E c E 

pour toute martingale M, et pour terminer le lemme 1.2.b) nous

donne B

E ~F(S(M)~ )~ Se c E [ F(I(M)~ )~
pour toute fonction F convexe modérée et toute martingale M.

3. APPLICATIONS AUX SURMARTINGALES ET SOUS-MARTINGALES.

, 
Nous dirons que un processus positif Z est une surmartin-

gale ositive s’il se décompose sous la forme Z = M - A , où M

est une martingale locale ( positive ) et A un processus crois-

sant prévisible nul en zéro. Cette décomposition est unique,

M et A convergent p. s. à l’infini dans JR y et on a le résultat

suivant :

THEOREME 3.1 Soit F une fonction modérée. Il existe une

constante c telle que pour toute surmartingale posi tive Z de dé-

composition Z = M - A et tout temps d’arrêt R, on ait

E ~F(A ))  c E ~F(Z~ ) ~ . °
DEMONSTRATION Comme Z est optionnel, le processus croissant

sup Z ( avec B =0 ) est adapte et continu à gauche,

donc prévisible. Si S et T sont deux temps d’arrêt tels que

ST et MT - M0 soit une martingale uniformément intégrable, a-
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lors

E AR - AR - E MR - 4 + ZR - ZRT]

= E [ ZRS - ZRT] ~ E [ ZRS I{ST}]
~ E [BT I{ST}].

Cette inégalité est encore valable dans le cas général, car on

peut réduire la martingale locale M - M0 par une suite croissan-

te (T ) tendant vers l’infini et passer à la limite dans chaque
membre. Le résultat est finalement une conséquence directe du

lemme 1.1 .

On obtient par exemple l’inégalité du théorème 3.1 lorsque

Z est le potentiel droit ( resp. gauche ) du processus crois-

sant prévisible ( resp. optionnel ) A .

Voyons maintenant les sous-martingales. Nous dirons que Z

est une sous-martingale locale si Z = M + A, où M est une martin-

gale locale et A un processus croissant prévisible nul en zéro,

la décomposition étant évidemment unique. On obtient dans ce

cas les inégalités suivantes :

THEOREME 3.2 Soit Z une sous-martingale locale de décom-

position Z = M + A.

1) Si F est convexe modérée d’ex osant p, on a

E ~F(A~)~  (2p)P 

2) Si Z est prévisible et F modérée, il existe c telle que

E [F(A~)J ~ c E 

3) Si Z est positive. M est une martingale uniformément intégra-
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blé et F est convexe modérée d’exposant p, on a

E [F(Z~ + A~)] ~ p~ E ~F(Z~)]
4) Si Z est positive continue à droite et si F est à croissan-

ce lente, il existe c telle que

E [F(Z~)] I c E + 

5) Si Z est positive, converge p.s. à l’infini dans ]R , et si

F est concave

E [F(Z~)] ~ 2 + A~)] .

DEMONSTRATION On peut supposer dans chacun de ces cas que M-M~
est une martingale uniformément intégrable. La démonstration

de 1) repose sur le lemme 1.2.b) et l’inégalité

= E [Mg -M~+ 
= 

Le même lemme donne la conclusion de 3) avec cette fois l’iné-

gali té

E Z~) - E 

Si Z est prévisible, ce qui veut dire que M est continue, alors

Z est également prévisible, car pour a>0 , l’ensemble 

est prévisible et ~Z>a}= ,+coj[U( tTo,D ]) nH ). On utilise
alors le lemme 1.1 et l’inégalité

E [A~ - Ag] = E [Mg - M~ + Zg] = E [z~ - Zg]
~. ~~I(ST~ ’

On obtient 4) en utilisant le lemme 1.4 avec X=Z et + A, car
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si T est fini,

= + = 

Enfin 5) s’obtient grâce au lemme 1.3 et à l’égalité

~ ~T = ~ ~T>0~ - ° a
EXEMPLE 3.3 Considérons comme en [14] une martingale locale con-

tinue nulle en zéro M, et soit L son temps local en zéro, c’est-

à-dire l’unique processus croissant continu nul en zéro tel que

)M(- L soit une martingale locale ( M~ - ~ L est alors aussi

une martingale locale ). On a dans ce cas

1) Si F est modérée

E[F(L.o)] ~ c E 
2) Si F est modérée convexe et si M est une martingale unifor-

mément intégrable

E [F(L~)] ~ 2p)~ E [F(M~)]
3) Si F est à croissance lente

E[F(M~)] ~ cE [F( Loo) ]
4) Si F est concave et si M converge p. s. à l’infini

E[F(fM~))] ~ 2E [F( Loo) ] .

4. AUTRES APPLICATIONS.

Soit B un processus croissant continu à droite localement

intégrable : on rappelle que la projection duale optionnelle de

B est le processus croissant adapté localement intégrable con-

tinu à droite A caractérise par la propriété suivante : pour

tout processus optionnel positif X, on a
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E [J~ X dAl 
De façon analogue, la projection duale prévisible est le proces-

sus croissant prévisible localement intégrable continu à droite

caractérise par la même égalité avec X prévisible positif.

THEOREME 4.1 Soit B un processus croissant continu à

droite localement intégrable de projection duale ( optionnelle

ou prévisible ) A.

1) Si F est convexe d’exposant p, on a

E [F(A~)j ~ 
2) Si F est concave, on a

E [F(B~)] ~ 2 E 
DEMONSTRATION Pour tout temps d’arrêt T, le processus X = 

est optionnel tandis que le processus Y = 1 ~~T]})
et Z=1-Y sont prévisibles. Si A est la projection duale option-

nelle de B, alors ( avec 

E = S dAj = E X~ 

°

Si A est la projection duale prévisible de B,

" = Y, dAj = Y, dBj

Inversement, si A est projection duale ( optionnelle ou prévisi-

ble ) de B,

=~ ==" L~ 
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=~T~T>0~ - °
Les lemmes 1.2 et 1.3 permettent de conclure. ~

REMARQUE 4.2 Lorsque M est une martingale localement de carre

intégrable, le processus est projection duale prévisible

de et le théorème précèdent détermine les inégalités en-

tre M,M> et [M,M] . On ne peut obtenir mieux, comme le montre

l’exemple suivant, repris de [o] . On prend pour 03A9 l’ensemble

[0,1] muni de la mesure de Lebesgue sur la tribu des ensembles

mesurables au sens de Lebesgue T* . On prend pour la tribu
dégénérée si t1, la tribu 1 pour 1~1. Pour tout n, soit M’

la martingale ainsi définie

- pour t 1, M. *u == 0
- pour 1~1, M.,(L)) = (n) si 

= -(n)~~ si 

=0 si 

alors =2, == ~ ~ ~fh ?/ 1 ’ ° Pour
toute fonction F

E 

E [F( = 2 F(n)/n .

On ne peut donc avoir

E [F(M,M~)J ~ c E [~F( 
si lim F(x)/x = 0 , ni l’inégalité inverse si lim F(x)/x =+M .

X~~

REMARQUE 4.3 Métivier et Pellaumail [9] ont démontre l’inégalité
suivante : si M est une martingale localement de carré intégra-
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ble, on a pour tout temps d’arret T

~ ~ ~ ~ Ù ’ ~~ ~T- ~ ~ ~~ ’ ~~ ~T - ~ ° 
Le lemme 1 .3 montre alors que pour toute fonction concave F, on a

E [F((M*T-)2)] ~ 4 E [F( + M,M>T- )] .
Terminos sur une application du lemme 1 .4 :

PROPOSITION 4. 4 Soit X un processus continu à droite ada-

pté, et supposons qu’il existe une suite (T ) de temps d’arrêt

croissant vers +~telle que pour tout temps fini T,

X AT soit intégrable et E [X AT l J ] > 0. Soit A un processus
croissant continu à droite prévisible vérifiant XA. Si F est à

croissance lente, il existe c tel que

E [ F( Xlp ) ]  c E [ F( A m ) 1 .

DEMONSTRATION L ’ inégal i té

~ ~~T ~T A T ~ ~0 ~ ~ T ’0 ~
n n n

donne, grâce au lemme de Fatou

E lA~ - x~ i vo 1  ~ 1 70 1 .
En appliquant le lemme 1 . 4, on obtient

E [ F( ( fl~-X) ~ ) ]  c E [ F( A oo ) ] ,
et comme F(x+y)  c ’ ( F(x) + F(y) ) , il vient

E [ F( X§l~ ) ]  c ’ E 1 F( ( A-X) là ) + F( A ao ) ]

 C ’ ( 1 +C ) E 1 F( A j ) ] .

Par exemple, si Z est une sous-martingale locale prévisi-

ble continue à droite, avec Z0 2 0 , on obtient pour p 1

~ ~~ ~t ~~~ °
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Cette inégalité a été démontrée pour une martingale locale con-

tinue par Burkholder [2] et dans le cas général par Yor ~14~ . .
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