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INTEGRALES STOCHASTIQUES PAR RAPPORT A UNE

SEMIMARTINGALE VECTORIELLE ET CHANGEMENTS DE FILTRATION

par Jean JACOD

Nous avons introduit en [4] l'intégrale stochastique d'un processus
prévisible non nécessairement localement borné par rapport & une semi-
martingale réelle. Nous proposons ci-dessous d'étendre cette construc-
tion au cas de 1l'intégrale d'un processus n-dimensionnel ﬂ::(Hi)i<n
par rapport a une semimartingale n-dimensionnelle l::(xi)isn, l';ni-
que difficulté provenant de ce que 1l'intégrale de H par rapport a X
peut parfois &tre définie "globalement", sans que les intégrales des
Hi par rapport aux Xi existent.

Il s'agit & 1'évidence d'une généralisation triviale (d'ailleurs, une
bonne partie de cet article est consacrée a des rappels, la construction
elle-méme étant simple). Néanmoins il semble souhaitable de disposer
d'une telle construction quand on veut étudier en toute généralité les
équations différentielles stochastiques avec un processus directeur qui
est une semimartingale vectorielle (& la maniére de 273, [101, [121), et

nous 1l'avons utilisé dans 1l'article [7].

Nous profitons également de cet article pour rectifier une grave erreur
qul s'est glissée dans [61, Théoréme (9.26), et qui concerne les change-
ments de filtration: soit X un processus qui est une semimartingale
réelle relativement a deux filtrations E::(Et) et g::(gt) , telles
que gtczgt pour tout t=0, Dans [6] il est affirmé qu'un processus
G-prévisible réel est G-intégrable par rapport & X sl et seulement s'il
est F-intégrable. Or, seule la condition suffisante est vraie (un contre-
exemple a4 la condition nécessaire, di 4 Jeulin, est donné dams [17]). Nous
montrons néanmoins que cette condition est nécessaire et suffisante lors-
que X satisfait une hypothése supplémentaire (ce résultat est aussi
utilisé dans [71).

1 - L'INTEGRALE VECTORIELLE. Soit (Q,E,(Et),P) un espace probabilisé
filtré. Les notations et la terminologie sont celles de [63 et [91. En
particulier le "processus intégrale" (de Stieltjes ou stochastique) de H
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par rapport a X sera toujours noté HeX. On désigne par V, Aloc , L
respectivement les espaces de processus & variation finie, de processus
a variation localement intégrable, de martingales locales nulles en O .

Enfin pour tout processus X, on pose AXt =X, -Xt_ et X0_=O .

a-Rappels: intégrales stochastiques par rapport 4 une martingale locale
vectorielle (d'aprés [5] et [61, ch. IV). Soit M= (Ml)i<n une martin-

gale locale vectorielle. Il existe un élément C de V, croissant, et
ij N
)

un processus ¢ = (¢ i,j<n a valeurs dans l'espace des matrices symé-
- ’

triques non-négatives nxn, tels que
(1) itmda - ot

Si qe[l1,o[ on note L%oc(ﬂ) l'ensemble des processus prévisibles

H= (Hl)isn tels que le processus croissant

[z, , gt 1igdy,c19/2

=n

soit dans L'ensemble L2 (M) ne dépend pas du couple (C,g)

=Aloc ° loc'=
choisi, pourvu qu'il satisfasse (1).

Si I'—Iel%oc(w » le processus intégrale stochastique tgnu ("t" pour

transposé) est l'unique martingale locale vérifiant

HiKi)'C pour toute martingale locale N,

[tﬂ'ﬂ,N] = (Z 3
(2) i<n
les kb étant des processus tels que [Mi,N] = Kioc .
On sait que si Hie Lt (Mi) our chaque i<n alors HeL’l (M) et
ait q loc P 1 SHo ==™oc'=
t i i
(3) HeM = 2, Hh.M,

Rappelons en outre le fait suivant (3],(111): supposons que M soit
localement de carré intégrable. Il existe alors un élément C de v,
croissant et prévisible, et umn processus prévisible €= (ElJ)i jen?

= , i<

tels que
<MY = BTG

dans ce cas, Lfoc(u) est aussi l'ensemble des processus prévisibles
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i i~

H tels que le processus croissant (Z:i j nHici‘]HJ)aC soit dans V.
, =

En particulier si M est continue, on est dans ce cas, et de plus on a

L (M) =12

1oc loc(M_) pour tout gqx1.

b - Intégrales de Stieltjes par rapport & un processus vectoriel. Soit

a=ah
i

(i )isn

Hreal existent, on pose naturellement

jgp Un processus dont les composantes sont dans V, et H=

un processus vectoriel. Lorsque les intégrales de Stieltjes

t 1,1
(4) Heh = 2, Hea .

Mais, de méme que pour les martingales locales, on peut parfois donner

un sens a tgoé lorsque les HicAi ne sont pas définis.

En effet, il existe un processus croissant A€V et un processus

a= (ai) optionnel, tels que

ign

(5) At - ater

(si A est prévisible, on peut choisir A et a prévisibles). On note
alors LS(A) l'ensemble des processus prévisibles _I-L::(Hi)i<n tels que

le processus croissant lz.i<rlﬂia1|0A soit dans V, et on pose
t ii
(6) HeA = (ziénH a“)eA.

On obtient 4 1l'évidence une généralisation de (4). L'espace LS(A) et
l'intégrale tﬂoA ne dépendent pas du couple (A,a) choisi, pourvu
qu'il satisfasse (5). L'indise "s" est pour Stieltjes.

Le lemme suivant montre que la notation tg-g n'est pas ambigue.

LEMME 1: Soit A un processus vectoriel dont les composantes sont dans
Er)g . Soit g«sﬁ}oc(ﬂ)(]Ls(A) . Le processus intégrale stochastique de
H par rapport & A (considéré comme martingale locale) coincide avec

le processus intégrale de Stieltjes (6).

Démonstration. Notons N et M respectivement les processus intégrales

stochastique et de Stieltjes. Soit F(m) = {|H|<m} et H(m)=HI

5 F(m) *

Comme H(m) est borné, on peut considérer H(m)ioA indifféremment

comme intégrale stochastique ou de Stieltjes, tandis que si X(m) =



Zian(m)ioAi on a X(m) =IF(m)'N (intégrale stochastique)
et X(m) =IF(m)oM (intégrale de Stieltjes).

La suite F(m) croit vers ﬂx]R+ . Donc IF(m)'N tend vers N en pro-
babilité uniformément sur tout compact d'aprés le théoréme de convergence
dominée pour les martingales locales, et IF(m)‘M tend vers M partout
d'aprés le théoréme de convergence dominée appliqué pour chaque w a
th(W): donc M=N.m

c - Rappels: intégrales stochastiques par rapport a une semimartingale

réelle. Soit X une semimartingale. D'aprés [61, (2.71), 1l'espace des
intégrands prévisibles par rapport & X est l'ensemble L(X) des pro-

cessus prévisibles H tels qu'il existe une décomposition X=M+A avec

loc
A€V, Hel_(A)

Mel , Hel (M)
oo

(noter que cette décomposition X=M+A dépend de H). Dans ce cas,
l'intégrale stochastique est défimie par

HeX = HeM + Hed,

cette expression ne dépendant pas de la décomposition X=M+A de type

(7) choisie, On a les propriétés suivantes:

(8) Si K est prévisible borné et si HeL(X), alors KHeL(X),
Ke L(HeX) , et (KH)eX = Ke(H¢X) .

(9) Si X est une martingale locale, L’ioc(x)c L(X) .
(10) si Xé! , alors LS(X)C L(X) .
(11) LXO)NL(Y)cL(X+Y) et HeX+HeY = He(X+Y).
(12) L(X) est un espace vectoriel, et HeX+KeX = (H+K)eX.
Les quatre premiéres propriétés sont évidentes (les inclusions dans (9)

et (10) sont en général strictes). Par contre la propriété (12) est loin

d'étre triviale; elle sera redémontrée plus bas dans le cas vectoriel.
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Enfin, le fait que L(X) soit 1l'espace "maximal" d'intégrands prévi-
sibles ayant les propriétés (8) a (12) est discuté dans [6]: c'est une
application de la caractérisation des sauts des semimartingales, obtenue
en [4]. Le caractére maximal de L(X) est confirmé par le résultat sui-
vant, dii & Mémin [8]: 1l'espace {HeX:HeL(X)} est fermé dans 1l'espace
des semimartingales, pour la topologie d'Emery.

d - Intégrale stochastique par rapport 4 une semimartingale vectorielle.

Soit )_(.zz(Xl)i<n une semimartingale vectorielle. Par analogie avec ce
qui précéde, il est naturel de noter L(X) 1l'ensemble des processus
prévisibles g::(Hl)i<n tels qu'il existe une décomposition X=M+A4A
avec

c

' u:(Mj‘)1 avec MieL, et EEL} (M)
(13) { =r ) °

A:(Al)ién avec Alég, et Hel (4),

et on définit alors l'intégrale stochastique tﬂ-l par

(14) rox = “Hem + “Hed.

D'aprés le lemme 1, cette expression ne dépend pas de la décomposition
de type (13) choisie. Il est également évident qu'on a les propriétés
(8), (9), (10), (11), ainsi que

(15) si H'e L.(x}) pour tout i, alors HeL(X) et CHeX=2

iénH X" .
Afin de démontrer la propriété (12), nous commengons par un résultat
intéressant en lui-méme (dans le cas uni-dimensionnel, il découle de [61,

(2.69,b), en prenant D=@; il est aussi démontré dans [1] par une mé-

thode différente).

PROPOSITION 2 : On suppose que X est spéciale et admet la décomposition

canonique X=M+A. Soit HeL(X). Alors tgog est une semimartingale
spéciale si et seulement si H appartient & Lloc(ﬂ) et a Ls(é), et

dans ce cas sa décomposition canonigue est

(16) frex = ‘mem + “Hea.
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Démonstration. La condition suffisante est évidente. Inversement, suppo-
sons que Y= tg{_.g soit spéciale, de décomposition canonique Y=N+B.

Soit F(m) = {|H|<m} et H(m)= QIF(m) . On peut intégrer tg(m) compo~
sante par composante, et la semimartingale Y(m) =IF(m)-Y= H(m)eX est
spéciale, de décomposition canonique Y(m) =N(m) +B(m), avec

t t
N(m) = IF(m)'N = H.(m)’ﬂ ) B(m) = IF(m)'B = .Ii(m)'é.
Considérons un couple (C,c) associé & M par (1). On a
#(m)* ¢ H(m)d)ec

IF(m)'[N’N] = [N(m),N(m)] = (2

i,j<n

]

1 .13 43y7
[Tpmy (24, jen® ¢ HDIC,

et comme F(m) croit vers AR, on en déduit que

«z, janicinj).cjl/z - [n,N1Y/2

est dans A, .. Donc ﬂeL}oc(ﬂ) . De méme si le couple (4,a) est
L os 't
associé a A par (5), et si Bt'_’=/0 |aBg| , on a:

i
Tpm)*8' = lzian(m)iai"A = [IF(m)]ziania ea,

donc )Zianiai|~A=B'€\_l et HeL_(A). Enfin, le fait que (16) donne
la décomposition canonique de Y est évident. ®

On dit qu'un ensemble aléatoire D est discret si ses coupes
{t: (w,t)eD, tgs} sont finies pour tout s<m et presque tout wel,
Par exemple, l'ensemble aléatoire {|AX|>1} est discret. Si D est un

ensemble aléatoire discret optionnel, om pose

(18) %0 -

1R
.

* 2o sc. Mg Ip(s) s X° = X-

X,
Remarquons que 2D est bien défini (ses composantes sont dans \__{) et,
lorsque {|AX|>1}eD, la semimartingale ED est spéciale puisque ses

sauts sont d'amplitude inférieure ou égale a 1.

La proposition suivante permet, lorsque He L(X), de construire une
décomposition X=M+A de type (13) de maniére intrinséque
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PROPOSITION 3: Soit HeL(X) .

(a) L'ensemble aléatoire D_= {lax|>1}{){|*Hax1>1} est discret
(avec la notation ‘HAX=Z,_ HAX).

(b) Soit D un ensemble discret optionnel contenant D_ . Soit
§D=§+§ la décomposition canonique de LD, et §=2D+§_. Alors H

appartient a L}oc(g) et & L_(B) (en d'autres termes, la décomposi-
tion X=N+B vérifie (13) relativement & H).

(o]

Démonstration. Soit X=M+A une décomposition de type (13) relativement
4 H, et Y='HeX.

(a) C'est immédiat, puisque AY:tB_Ag d'aprés (14).
~D D

(b) Définissons Y et Y & partir de Y par les formules (138).
Comme D est discret, on a & 1l'évidence EGLS(XD) et §D=t§o§_(’_D.

Dlaprés (11) il vient alors HeL(x?) et ¥P=CHox". Comme xP et
YD sont spéciales, le résultat découle de la proposition 2.8

COROLLAIRE 4: L(X) est un espace vectoriel, et si H,KeL(X) on a
“Bex + KX = T(EKeX.

Démonstration. Soit H,KeL(X). L'ensemble D= {IA§\>‘1}U{ lt}_[A_)gl >1]
U{ltgzxg(_l >1} est optionnel, discret, et vérifie la conditiom (b) de
la proposition 3 relativement a H et a K. Les processus H et K
sont donc dans L‘ioc(y_) L (B) , et le résultat en découle.®

REMARQUE 5: Dans la proposition 3 on a J|AN|<£2 et ltgAﬂls 2, de
sorte que N est localement de carré intégrable et que He Lioc(y_) .8

REMARQUE 6 : Mémin [8]1 a montré que l'espace {tgog :HeL(X)} est fermé

pour la topologie d'Emery dans l'espace des semimartingales réelles. Ce

fait exprime que L(X) est le plus grand espace raisonnable d'intégrands.®

2 - CHANGEMENT DE FILTRATION ET SEMIMARTINGALES

Dans cette partie on note F 1la filtration (Et) , et on considére
une autre filtration G= (gt) telle que G, cF, pour tout t=20. On
sait que la F-semimartingale X est une G-semimartingale si et seulement

le processus X est G-adapté (théoréme de Stricker).
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Dans toute la suite, on suppose que X est une semimartingale vecto-
rielle, relativement & F et & G. On note L(X,F) et L(X,G), res-
pectivement, les espaces de processus F (resp. G ) prévisibles qui sont
intégrables par rapport & X, considéré comme une semimartingale rela-
tivement & F (resp. G).

Nous avons affirmé dans le Théoréme (9.26) de [6] que, dans le cas uni-
dimensionnel, un processus G-prévisible réel est dans L(X,G) si et seu-
lement s'il est dans L(X,F). Or la démonstration est fausse (1'affirma-
tion "HaAesé(E)", 1.3 de la p.291, est erromée) et Jeulin a donné un
contre-exemple a la '"condition nécessaire": voir [11. La condition suf-
fisante est vraie (la démonstration de [6] est apparemment juste dans ce
cas, une autre démonstration est donnée en [131) pour le cas uni-dimen-
sionnel, et également dans le cas vectoriel comme nous le montrons ci-
dessous:

THEOREME 7 : Tout processus G-prévisible H appartenant a L(X,F)
dans L(X,G), et l'intégrale stochastique de H par rapport & X es

[
4]
Lad

o

|

la méme, relativement aux deux filtrations F et G.

Démonstration. (i) Supposons d'abord H borné. On a HeL(X,G) et on
paut calculer 1l'intégrale stochastique composante par composante:

t§0§ = Z:ii!lHioxi . On sait que les intégrales Hicxi sont les mémes
relativement aux deux filtrations (voir (61, (9.19,c); l'argument est
trés simple: 1a'propriété est évidente si Hi.=I[O,T]’ T G-temps d'
arrét, ou si Hl=IAIEOB, Ae Gy
classe monotone, basé sur le théoréme de convergence dominée pour les

on utilise ensuite un argument de

intégrales stochastiques uni-dimensionnelles).

(11) Soit ensuite H quelconque. Soit D= {lA&]>1}U{It§A§l>1}
et Y= tﬂtl (relativement & F). Avec les notations (18), on a ¥P -
tﬂ-zD et cette intégrale de Stieltjes ne dépend pas de la filtration,
tandis que ?D est clairement dans V(G) et que ﬂcsL(zD,g). Quitte
a4 remplacer X par KD et Y  par QD, on peut donc supposer que

D=g, c'est-a-dire que [4XI|<1 et |AY[=1.

(111) Posons F(m) ={|H|<m}, H(m) =HIg, , et ¥(m)="H(meX (re-
lativement & F et a G, d'aprés (1)). On a Y(m) = IF(m)’Y d'aprés
(8), l'intégrale étant prise relativement a F (on ne sait pas encore
que Y est une G-semimartingale ! ). D'aprés le théoréme de convergence

dominée, Y(m) converge vers Y en probabilité uniformément sur tout
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compact. Comme Y(m) est G-adapté, il en est de méme de Y, qui est

donc une semimartingale relativement a G.

(iv) X et Y sont des G-semimartingales spéciales (leurs sauts
sont <71 ), et on note X=M+A et Y=N+B leurs G-décompositions
‘canoniques. La G-décomposition canonique de Y(m) est Y(m) =
tﬂ(m)cﬂ-+tﬂ(m)-ﬂ, donc

Temy'™ = HmeM, T = "H(m)ea.

F(m F(m

On démontre alors exactement comme dans la proposition 2 que gezL%oc(ﬂ,g)

ot HeL_(4,8), donc HeL(X,8) . Enfin si Y¥'="HeX est la G-intégrale
stochastique, le théoréme de convergence dominée appliqué & Y(m) =
IF(m)'Y‘ implique que VY(m) converge vers Y', en probabilité unifor-
mément sur tout compact: donc Y et Y' sont indistinguables. ®

Voici maintenant une "réciproque" partielle, a peu prés évidente.

PROPOSITION 8 : On suppose que pour tout ensemble optionnel discret de
la forme D= {IA§I>1}UUt§A§|>1} , 04 H est un processus n-dimen-
sionnel G-prévisible guelcongue, la semimartingale spéciale ED admet

la méme décomposition canonique relativement &4 F et & G. On a alors
L(X,8)c L(X,F) .

Démonstration. Soit HeL(X,G) et D={IA_)gl>’l}U{|t§A§|>’l}. D'aprés
la proposition 3-b, et avec les notations de cette proposition, on a
gezL%oc(ﬂ,g)(WLs(g,g) . Mais par hypothese N est une F-martingale lo-
cale et d'aprés le contenu du §1-a il est évident que ﬂe:ﬁ}oc(ﬂ,g).
De méme d'aprés le contenu du §1-b il est évident que ge:Ls(g,E), et

il s'ensuit que He L(X,F) .s®m

La condition de la proposition ci-dessus paraitra sans doute extréme-
ment restrictive et difficile 4 vérifier (sauf bien-slir dans le cas ol
toute G-martingale est une F-martingale). C'est pourquoi nous allons

donner un exemple, dans le paragraphe suivant.

3 - CHANGEMENT DE FILTRATION ET MESURES ALEATOIRES

Nous avons omis dans le ch. IX de [6] de présenter ce qui se passe

pour les mesures aléatoires lorsqu'on change de filtration. C'est trés
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simple, mais c'est aussi utile, et mous allons combler cette lacune ici.

On considére toujours deux filtrations F et G avec G,k - Soit
P(E) et P(G) les tribus F- et G-prévisibles. Soit (E,E) un espa-
ce lusinien et %= xR xE, ié(g‘_) =P(F)®E , §(g) =P(G)®E . Pour toute

mesure aléatoire p sur ]R+xE et toute fonction W sur H on pose

t
Wrp (W) = //)‘(w;ds,dy)W(w,S.y)
0/E

dés que cette expression a un sens.

On suppose fixée une mesure aléatoire & valeurs entiéres I= (voir
[631, ch. III, pour toutes les notions qui vont suivre), qui est
E(g)-o’-finie, c'est-a-dire qu'il existe une partition E(g)-mesurable
(A(m)) de N telle que E(IA(m)*/‘a))<m pour tout n. On note v
la F-projection prévisible duale de ., caractérisée par le fait que
pour toute We§(§)+ , WxV est F-prévisible et E(W*Vw) =E(Wrp,) -
Si Wéé(g) , om pose

“v’lt = /}«({t},dy)w(t,y) - /V({t},dy)W(t.y)
E E

(=+m si cette expression n'a pas de sens). Enfin notons G}oc(r,z)
l'ensemble des We':l;(z) telles que le processus

~ 21/2 -
(Zss. (WS) ) soit dans A0
l'intégrale stochastique w»(y-v) comme l'unique F-martingale locale

(F) ; dans ce cas on peut définir

somme compensée de sauts dont le processus des sauts égale W. On défi-

nit évidemment les mémes notions relativement & la filtration G.

THEOREME 9 : Pour que la F-projection prévisible duale v de jp soit

aussi sa G-projection prévisible duale, il faut et il suffit qu'elle

50it G-prévisible (i.e., Wxve€P(G) pour toute W€§(§)+). Dans ce cas
1 gt .

toute We Gloc(/“’g) est dans G .

Wx(p -v) est la méme relativement 4 F et a G.

(}4,2_‘) , et l'intégrale stochastique

Démonstration. La premiére assertion découle immédiatemmt des rappels

~ 1 .l
ci-dessus, de méme que l'inclusion Gloc(y,g)c Gloc(}"z) .

Soit WeG’ioc(y,g) . Soit (A(m)) une partition f(g)-mesurable de

telle que E(IA(m)xrm)<m et soit

m
W = W I{IWlSm}'(qumIA(q)) :
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Les intégrales ordinaires w"‘*}» et W'V existent, et leur différence
égale l'intégrale '"stochastique" Mm=wm*()4 -Vv), pour chacune des fil-
trations F et G. Si M et M' désignent les intérgales stochasti-
ques de W par rapport & (p=-vV), relativement a F et G respecti-

vement, on a

M-M"M-M"1 = Z_ W-whH2 = [M - M M ],
processus qul tendent vers O, en probabilité umiformément sur tout
compact. On en déduit que M'=M.®
REMARQUE 10 : On notera que loc()a,G)c G (}A,F) lorsque p admet la
méme projection prévisible duale pour F et G, et cette inclusion est
en général stricte: la situation est donc inverse de celle des semimar-
tingales, ou g(g)ﬂL(g{_,g)c L(X,G) , l'inclusion étant en général stric-
te. La situation pour les mesures aléatoires est similaire & celle des
martingales si M est une martingale locale pour F et pour G, alors

loc(M G)CL (M F), inclusion en général stricte.m

Revenons maintenant aux semimartingales. Soit X= (Xi)i<n une semi-

martingale, relativement & F et & G. Soit j la mesure de ses sauts:

pliat,dn = 2o o Ty () £0) (s,8x ) (390

sur E=R", ¢ est 'l;s(g)-a'-finie et on note ¥y sa F-projection prévisi-
ble duale. Soit x_c la partie martingale locale continue de X pour F,
et C=(c') 1le processus dérini par i rixh©, (x9)°1. soit enfin

= {|aX|>1} et §D=§+§' la F-décomposition canonique de KD . On
rappelle que (B,C,v) constitue le triplet des F-caractéristiques loca-
les de X, et qu;

(19) x° = B+n+x%,

ou ﬂd , la "partie totalement discontinue" de M, s'écrit

d
(20) M = (EI{‘Elgl})*()“V) .

PROPOSITION 11 : Supposons que X admette les mémes caractéristiques

locales (B,C,v) pour F et G. Alors
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(1) XD admet la méme décomposition (19) pour F et G (en parti-

culier, la partie martingale locale continue §° est la méme).
(ii) On a L(X,G)c L(X,F) .

; 1
{lx)<1}) " On sait que We Gloc(y,g)

et d'aprés le théoréme 9, 1'intégrale stochastique ﬂd:=W*(r-V) est

Démonstration. Soit W(w,t,x) =xI

la méme relativement & F et a G, d'ou (i).

Soit H wun processus n-dimensionnel G-prévisible, tel que 1l'ensemble
t
[ -
D _DU{I HAX|> 1] soit discret. s%' w(;,t,g) ‘3‘-1{15141<|t§s(~)£l}’
un calcul élémentaire montre que X~ =X"-Wxp. De plus
|W|xp est G- et F-localement intégrable, donc si ﬂ::ﬂd-fgc on a

L
ED = § + }i - w*(r—V) - W*\}’

de sorte que si B'=B-WxY et M'=M-Wx(p-v), la décomposition
] )
canonique de _)_(_D est LD =M'+B' pour F et G. Il suffit alors

d'appliquer la proposition 8 pour obtenir (ii).m
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