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SOLUTION EXPLICITE DE L'EQUATION

t
Zt =1 + J [ZS ldXS
0
de
Ch. YOEURP
Introduction : L'objet de cet article est d'expliciter 1la

solution de 1'équation différentielle stochastique de
C. Doléans-Dade suivante :

oll X=(Xt) est une semi-martingale donnée.

On travaille sur un espace probabilisé complet
(2,9 ,P) muni d'une filtration croissante (Q;t) de sous

tribus de , vérifiant les conditions habituelles.
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On suppose connues la théorie générale des
processus ((1)) et la théorie des intégrales stochastiques ((3)).
Toutes les intégrales stochastiques considérées sont nulles

o Jo,t]

Soit X=(Xt) une semi-martingale donnée!

d'aprés un théoréme de C. Doléans-Dade ((2)) , 1'équation :

t
(1) Z, =1+ J( |7, _ldxg
(o]

admet, dans 1'ensemble des semi-martingales, une solution et
une seule, qui vaut 1 pour t=0 . Le théoréme suivant donne
une expression explicite de cette solution.

les instants de sauts

Théoréme : Soient T] senns Tn seen

successifs de X d'amplitude supérieure ou égale a 1

ULT] = (x| = 1)
n>1

Définissons une suite de v.a. (en)n>1 par :

n T, =
= -1 si Xy < -1
Ty~
=0 si AXTn =0 (i.e. si T =)

on se T = =
po 00 % 1

1. On ne restreint pas la généralité en supposant XO=O‘

Nous le faisons dans toute la suite.
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Alors, 1'unique solution Z = (Zt) de (1) est donnée par :

Zt = nip 22 1[Tn’Tn+1E » ou 1'on note :
22 = ZTn Un(enX)t pour te [ Tn’Tn+1 L.
UT(Y) = exp(Y, Y. - 3<¥S¥S. + 3 S ¥S ) 1 (T+ay )e-AYS
t tT, 2 t2 T To<s<t
te[[Tn’Tn-H L

- (¢] 1
ZTn = (]+AXT])(1+E1AXT2)...(1+en_1AXTn)U (X)Tl- U (e]X)TZ_ ..

n-1
u (en—1X)Tn_

La démonstration du théoréme s'appuie sur le lemme suivant :

aufleeno
Lemme : Soit x = (Xt) une semi-martingale/telle que

Xy > -1 (resp. ax, < 1) pour tout t

t

Alors, pour toute valeur initiale positive

(resp. négative) Zy s Sﬁ; mesurable, 1'unique solution de

1'équation :

est donnée par :

1 ¢ c s
zy =z, exp(xt =5 <XT,X >t) I (]+Axs)e

o<s<t

(*)

AX
(resp. Zy =27, exp(- Xy - % <xC,xC>t) it (1—Axs)e S (%) )
o<s<t
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Démonstration : L'expression de zy donnée par (*) est

solution de 1'équation :

z, est positif

t

]
N
o
+
—_—
N
wn
o
x
w
-
0
[+}}
1

pour tout t .
D'ol le résultat désiré, d'aprés 1'unicite dg/so]ution. De

méme, Zy donné par (%) est solution de 1'équation :
t
Zy =2, - J z dxS
=z o+ J |zs_|dxs » car z, est négatif,
0
pour tout t .

D'ou la conclusion W

Revenons a la démonstration du théoréme. I1
suffit de résoudre 1'équation (1) dans chaque intervalle
[Tn’Tn+1[ , en déplagant T'origine en Tn , et en arrétant les

processus considérés en T

n+1
De 1'équation (1), on déduit :
T +t
n
(1) L, =Zp + J 1z, |dx,
n n
T
Pour étudier le signe de ZT , on prend les sauts en Tn des
n
deux membres de (1) :



Par conséquent, sur {ZT # 0}(\{Tn<w} , 0N a
n

sig(Zy ) = sigley)

La solution de (1') sur ﬁ?n’Tn+1K. est donnée

par le lemme précédent, compte tenu du caractére local des inté-
grales stochastiques :

Sur (Zp S0MMT <, 27y exp(Xy Xy - 3<XSXSp gt G )
n n n n
_aX
i (1+AXs)e S
Tn<si‘t

- _ _1.yc ycC 1_yC yC
Sur {ZTn<o}n{Tn<w},Zt-ZTn exp( Xt + XTn 2<X X >t + 2<X X >Tn)

it (]-AXS)eAXS

Tn<s_<_t
Sur {ZT =0} , Zt =0
n
on a donc, d'une fagon condensée :
_ n
(3) z, =2 V(e X) sur [T [

n t
Pour  terminer, il nous reste a calculer ZT ; La relation (2)

permet d'écrire :
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D'autre part, la relation (3) écrite pour (n-1) donne :

-1 . . .
Iy =1 " (en_]X)Tn_ R s1g(ZTn_) = s1g(ZTn_]) = s1g(en_])

De proche en proche, on obtient ainsi 1'expression
de ZT écrite dans 1'énoncé du théoréme. W
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