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Grossissement d'une filtration et applications,

M

(P, Jeulin )

Introduction.
Ce travail fait suite 4 la lecture de 1l'article de P.W, Millar :
"Random times and decomposition theorems" (Qéb et 4 des études sur

le grossissement d'une filtration faites en collaboration avec M,Yor

([?2] ,[ﬁé] ). On indique une nouvelle approche de la solution de
quelques problémes ¢

comportement d'un processus de Markov aprés un temps coterminal,
décompositions de Williams d;(]) des trajectoires browniemnes, par
exemple,

Soient (JL , z,(gt), P) un espace probabilisé filtré vérifiant les
conditions habituelles et L une varlable aléatolre positive ; on
définit (g%), la plus petite filtration continue & drolte contenant
(Et) et faisant de L un temps d'arrdt ,

L'étude de la filtration (EE) ( et plus précisément la caractérisa-
tion des processus (gi)-optionnels ([4] ) ) méne directement, lorsque
L est un temps coterminal d'un processus de Markov X , au caractére
markovien du processus (XL¢t’t7 0) ( [46}), tandis que, d'un résultat
de dérivation de mesures ([ﬁ] ), découle 1'indépendance, condition-
nellement & Xp, de (X;,;,t70) et (X;,t<TL) ( [22]).

Dans une autre direction, 1'étude des grossissements successifs de
la filtration (gt)et leur application aux semimartingales permettent
une nouvelle approche des décompositions des trajectoires des diffu-

sions réelles ([35] )e

) Laboratoire de Calcul des probabilités,Université P,et M. Curie,

4,Place Jussieu, 75230 PARIS CEDEX 05.
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4 ) Hypothéses, notations et rappels.

(JL , F, P ) est un espace probabilisé complet, muni d'une

filtration continue & droite (F, ) satisfalsant aux conditions
=t te R
+
habltuelles : la tribu F, contlent les ensembles [P-négligeables de F.
On suppose en outre, pour simplifier, que F_ = \\/ Et est

teR,
égale &4 F ,

Les intervalles stochastiques sont considérés sur IR+ xJL , et
81 H est un processus mesurable (borné) sur R, x JL, on note %y
(resp, PH ) sa projection (F.)-optionnelle ( resp. prévisible ) (|5} ).
Pt

On identifie les processus P-indistinguables ,

Rappelons quelques résultats, importants dans la suite, tirés

de Dellacherie ([?] ) .

Lemme 4 ([5] T2 p.426 ;[i] 3-2 ) ¢ Soit M un ensemble progressivement

mesurable ( resp., optionnel, resp, prévisible ); son adhérence M

( resp, son adhérence pour la topologile gauche ME& ) est optionnelle

(_resp., optionnelle, resp. prévisible ),

Lemme 2 ([7} ) ¢ Solt M un fermé gauche ( resp. un fermé ) mesurable,

Notons X = °(4M) . Alors

- (X=41) est fermé gauche ( resp,fermé ) et est le plus grand

ensemble optionnel inclus dans M .

- (Px=4 ) est fermé gauche et est le plus grand ensemble prévisible

inclus dans M ,
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Introduisons quelques notations supplémentaires : si L est une

variable aléatoire F-mesurable, & valeurs dans §+ s on lul associe

les processus @

~L_0 ZL=

(4EO,L]] ) , (4[O’L[ ) ,

projection duale optionnelle de 4 ’

[r.=[
4 .
(0<1) [r+ef

A projection duale prévisible de 4

%L est une surmartingale forte ({46] ), limitée & droite et & gau-

che, y compris en + o ; en outre ,

Lé
A L _ gL
(4) z; Z

YL L L
(2) Z4 = 2% = P g sur J 0,+ wﬂ:

N
(3) ARl = ZL . gD , oAl = 2l Pl g Jo,+wf
Comme cas particulier du lemme 2, avec M = EO,L:“ , On a :

Proposition 3 ( [2] A-4 [’7] ) e

(%L =4 ) ( resp. ( zE =4 ) , avec la convention Zf_ =1 )

est le plus grand fermé optionnel ( resp., fermé gauche prévisible )

contenu dans [O,L]] .

En particulier, L est fin d'un ensemble (Et)-optionnel , 81 et

seulement s L = sup ( s, El;‘ =4 ) P-p.s, ([42,] ) 3 dans le cas

ol L est fini, cela signifie %,i = iP-p.s. , Dellacherie et
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Meyer ([3_] ) ont montré que L esat fin d'optionnel si, et seulement si
L est honn8te ( i,e. pour tout t, L est égale & une variable F, -mesu-

“
rable sur (L{t) ).
On a'en outre le

Lemme 4 3 Si1 L est fin d'un ensemble optionnel ,

~L L
Z = ( Z » 4 ~ .
sup ( ¥L _ 4 ) )
Démonstration
{ 4. @t -2l =°H 1. ) = 0 .
S (#a) L[] (zr<4)

Remarque 5 : Solent L et '}‘ deux variables aléatoires,% { L.

(%'L-'i\ =0) = {o(zl -4]} L]] )=4} est inclus ( lemme 2 )

dans le fermé gauche H_O,)ﬂ U]L,+ n[ . Le processus
4

1 ~r  ~a est donc bien défini
§r,2]  zb -2

4 A
1x:] 2 - 22

Il en est de méme de : , d'taprés la " partie pré-

visible" du lemme 2 .

2) Grossissement de la filtration (E‘t) .

S1 L est une varlable aléatoire, on note, en suivant Dellacherie

ot Meyer ( [8] ), (Ef;)t R la filtration définie par FL = Cuy
=t e = 2

+
ol gt est la tribu engendrée par F. et LAt . (1_?'11:’) est la plus petite

filtration continue & droite, contenant (Et) et faisant de L un
temps d'arr8t, On dit que (}‘_‘f_“) est la filtration (Il‘t) grossie &
1l'aide de L ,

“

On peut blen slir remplacer inégalité stricte par inégalité large .
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Dans le cas ol L est fin d'un ensemble (Ft)-optionnel ’

E% - {AEE«;\ Ja.B € Fy, A =40 (Lgt)+ B, 0 (t<L)} .

On note par ailleurs Pr ( resp, O , resp, P ) les tribus

(gt)-progressive ( resp. optionnelle, resp. prévisible ) sur IR, x 2.

f{L ’ QL , gL désignent alors les tribus (Ei)-progressive, option~

=T+
resp, F ) engendrées par les variables aldatoires U. 4 ’
=L L <o)

nelle et prévisible, On associe aussi 4 L 1les tribus F ( resp. EL >

od U est un processus mesurable par rapport 4 Pr ( resp, 0 , resp. P ).

(ef [24] ou [22] ).

Afin que le lecteur ne se perde pas complétement dans ce qui peut
paraftre un dédale de notations, nous lul demandons quelques Instants
de réflexion : supposons que L soit un (gt)-temps dtarrét ( c'est
alors la fin de l'ensemble optionnel lIO,T]’ 1). On sait alors que

EL = EI# coIncide avec la tribu définie classiquement par ¢

AEF Vt,An(Lgt)eg}
= =t

et F _ avecd’{g‘o,Atﬂ(t<L), Ap € By ,telR+} .

Ceci améne naturellement & la définition "nalve", pour toute variable

aléatoire positive des tribus

gi:{Aez,Vt)aAteg AN(LEt) = 4, N (Lgt)

t t

et F

P :3{50 s AN (8 <L) ,Atel;‘t,te‘lR+} .

Remarques 3

a) Les ensembles A X {O} (A,eF, ) et AL x Jt,+ao[ (Ategt )

engendrant la tribu prévisible P , il est évident, en toute généralité,

_ n
wme F = L -
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b) Meyer,Smythe et Walsh ( [43} ) appellent honnétes les variables
aléatoires L vérifiant : L est Eg-mesurable . L'inclusion

F _C E? équivaut 4 la propriété : (L fin d'optionnel), On verra

mieux & la suite de la proposition 6 .

Enfin, avec la convention 0/0 = 0 , si1 U et V sont des processus

mesurables bornés, on note :
(v /v) = i&jlz_l ot p( U/V) = jB_E_X_l .
Oy by

L'étude du grossissement de la filtration (Et) est particuliére-
ment intéressante lorsque L est la fin d'un ensemble (Et)-optionnel
( voir par exemple [5] , ['7) , [8] ,[42] ,[4:5] ,[28] ). La suite de
ltarticle apporte quelques compléments aux résultats généraux obtenus
dans les articles précédemment cités ( voir en particulier le para-

graphe II ). Le résultat fondamental est ( [7] , théoréme 6 )

proposition 6 ( {7] ,[42] ) : Soit L fin d'ensemble (F,)-optionnel.

1) Soit H un processus PL

-mesurable borné ; 11 existe J et K
«“)
P-mesurables bornés tels que :

HA4

Toyol =~ “M021 7 M ins el

P 4 A _
n/ [o,L]) To,+ =L

En conséquence :

JA4 =
]()’+°°E

K = Pm/ 4 .
/ ] L,+oo{ )

QL—mesurable borné ; il existe U et W

1i) Soit H un processus

O-mesurables bornés, V Pr-mesurable borné , tels que :

H + VA

= UJ’EO,LE K_L] + WA]L,+WI

i
! H, est de la forme a, + b,
(L=0) (L »0)

ol a_et Db

° 0 sont zo-mesurables !
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En conséquence v = °=® /4 )
o,z
VL = HL
w = %8/

Corollalre 7

]L,+ao[[) '

$ Soit L fin d'ensemble optionnel, Alors :

Remarque 8

est toujours

toujours

F
=],-

H

=

.
.

FL = P2 .
::L =1,

sl L est une variable aléatoire quelconque, ELO ]O,L]
la trace de P sur]O,L] ([42] , lemme 4 ), On a donc
n L

F = F .
=f,=-

3) Nous terminons ce paragraphe par une digression sur les grossi-

ssements successifs de filtration, qui interviendront effectivement

dans les paragraphes III et IV : de fagon générale, L et A étant

deux varlables aléatoires positives, il s'agit de 1'étude de la fil-

tration (Ei) grossie & 1'aide de A,

Nous falsons deux remarques sur ce sujet @

a) Soient L fin d'ensemble (Et)-optionnel et A une variable aléatoire

vérifiant

.
.

A 7/ L . Alors les propriétés suivantes sont équivalentes

(1) "N est fin d'ensemble (E%)-optionnel

(11) 7\ est fin d'ensemble (gt)-optionne1 .

Seule 1l'implication (i) = (ii1) est & démontrer., Nous allons prouver

que A est honn8te ( pour (gt) ). En effet, pour tout couple (s,t)

avec s £t

(A gs)

~

, Oon a ¢

L
Df_"ﬂ (Agt) = D, N (Lg t) N (A t)

D, N (Lgt) N (Agt) = Dy N(Xgt)
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ol DtI;‘ ( resp., D, ) désigne un ensemble 1_7'11:’ ( resp. Et ) mesurable,

t
doht 1l'existence est assurée par les hypothéses,

b) Il ne saurait y avoir de résultat semblable pour une variable

aléatoire 'A(L, comme le montre l'exemple suivant ¢

(Fy) est la filtration engendrée par un mouvement brownien (Bt) issu

de 0 ( et diment complétée), T, = inf ( ¢, B, = a) , T=1nf(T,, T,),

L=sup(t$T,Bt=O) et N =1L 4 .
(T, < T_,)
A est alors fin de 1l'ensemble (EL)-optionnel O]UEL ot
=t (T, < T_, )
) 324 -\B, o)) + 3 4 soit '\Z‘}zl sur (0< Q)
2y = EAT = (£=0) ’ a " )

On verra ultérieurement d'autres exemples de cette situation,
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II Calculs d'espérances conditionnelles,

L étant une variable aléatoire, on a introduilt au paragraphe I-2)
les tribus EL+ , EL et 1_"L . Nous voulons calculer, de fagon
aussi explicite que possible, les espérances conditionnelles par

rapport 4 ces tribus,

4) Espérances conditionnelles relatives & EL+ pour L fin d'optionnel.

Lemme 9 : Soit L fin d'ensemble (F,)-optionnel et soit z un

(gi’)-temps d'arrdt supérieur 4 L, Alors :

F = F =

T L
=T+ =7 T

litd

Supposons en outre T strictement supérieur 4 L sur (L {+w); alors ¢

2) Fz = Er,

b) 81 h est une variable aléatoire bornée et H un processus tel que

h = H, sur (<< + ) ( on peut toujours prendre pour H le proces-
sus constant h ), on a
4 o

— (HA
4- 2% ]L,+oo|[)"-'

E( n| Fg )

(o]

(HA )
A- ZI.;_. [[L,wo[ T

1}

Démonstration : 11 résulte du paragraphe I-3) que T est fin d'ensem-

ble (gt)-optionnel 3 on a donc, d'aprés le corollaire 7 ,
T
Fre = Er = 51}1: 3

T étant un (F_’]é‘)-temps d'arrdt, lj‘rzl. est eontenue dans EL-:: 3
réclproguement, soit A€ Eg 3 pour tout t , Al (T {t) € 1_?‘%

»
s

11 existe donc At € F tel que :

=t
AN (Tgt) = A, N(LKE) = agN (zgE) ,

ou encore A € _Fn.c o
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Supposons maintenant : T est strictement supérieur 4 L sur (L ¢ +w).
I1 résulte de la proposition 6-(1i), que EI% = Fg 3 d'od a) .
Si h est une varlasble aléatoire bornée, et H un processus tel que
H = h sur (€L +®) , notons K la projection (g%)-optionnelle

de H ; on a ¢

B(h|Fr) = BOH|Ec) = BOR|FZ) = Ko

la proposition 6 et la condition (L £z ) permettent d'écrire :

A
= —=9°%x1
]]L,+ao[ 'z 4 - Zi’. ( ]L,“"E)r

o
= —= °(EA
A - Zg T+l )z

K, = °(x/1

puilsque la multiplication par le processus (_)L-mesurable 4 ] E
- L,+

commite avec la projection sur QL ( qui contient 0 ).

La derniére é6galité résulte de la proposition 3 et du lemme 4 ,

Appliquons en particulier le lemme aux temps T = I+t (t > 0) 3

’

le théoréme de convergence des martingales permet d'énoncer :

Proposition 40 ¢ Soit L fin d'ensemble (Et)-ogtionnel .

a) Si h est une variable aléatoire intégrable, on a sur (L {+®) ¢

°( n4
E( h‘ EL—F) = 1lim ( [L’ WE)L+u
= uuo
1 - Z£+u
En conséquence, sur (Zi’(/l ) , 0on a
°(nA4 °( n4
(¢) E(n|F) = [L,mlﬁ* = i3 &
L L
4 -2t -2

et donc @
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®) Fr, = Ep .

b) 81 H est un processus mesurable borné, t3%0, on a sur (L L +w) 2

E( H F 11 — %=
ot | Fre) 1o A=zl It r,+of 'L
4 (o]
= 1lim — % ® ) .
ufl 0 4 - Z£'+u t-u+, ‘[L,+w[ L+u

2) Espérances conditionnelles relatives a EL et EL R

Soit L une variabls aléatoire positive quelconque, Pour é&tudier
les tribus I—"L et EL- , nous utiliserons le résultat suivant ,

démontré par H. Airault et H, Féllmer ([4] ) ¢

Théoréme M : Soient A ot B deux processus croissants prévisibles,

intégrables ; on suppose de plus gue A est contimi,

On note Y et Z respectivement les surmartingales gqu'ils engendrent,

et e.Y ( resp. f"z ) les mesures définies sur ( RyxJ1, P ) par :

Z(dsxdm)=dB ®) dP(w )

C,Y(ds'x dw) = dagle) dP(w) 5 g s

Alors, en faisant la convention 0/0 = 0, les expressions :

O( Z -2 ) P( zZ -2z )
1lim u+. et 1im U+,
wdlo ° — o D
ue Q. (Y-Yu+. ) ueq, (Y-Yu+ )

Y

sont bien définies, et égales e, Pe8. 3 de plus, elles coInci-
ap?

dC«Y

dent avec
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Remarques @
a) L'égalité, E.Y p.8. , des deux limites découle de la continuité

de A, et de ce que les limites ne différent que sur une réunion

dénombrable de graphes de temps d'arrét,

o - = - (2} 8
b) Rappelons que (v Yu+. ) ( LN A ) , et de méme pour
le couple (Z,B) . Aussi pourrait-on énoncer le théoréme sans intro-
duire les surmartingales Y et Z, Nous avons adopté cette présen-

tation pour des commodités de notations ultérieures.

Dans la situation présente, le théoréme M devient :

Proposition 42 : Pour tout réel uj 0, soit 6" le processus

¢t = A . 51 h est une variable aléatoire intégrable ,
t (t { Lg t+u)

on a , sur (L{+0) ¢

’ o(h4

1 e 1m°m/6%4 . )
(XL 5 o) e (AAI£=0)uu& (ail=o) T
L ue

Démonstration :

a) Considérons une suite de (Ft)-temps d'arrét & graphes disjoints (Ty)

tels que (AT\L £0) = U ETn]] .
n
Pour tout processus (F, )-optionnel borné U , on peut écrire :
N . ‘VL — . —
E(hUp; AAL$0) = Z;_ E(hUTn 3 L=T L+)
°( nd )
=ZE( Up il Tn ;=01 < +m )
n n ~T, n
AAg
°( h4 ) -
= E(U I[LBL;LM%—_-O)

~L
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b) On peut maintenant se limiter au cas o h = h 4 I

et h ) 0. Notons z8 1a surmartingale ©°( h 4

[o,L[ ) .

On a, pour tout processus QO-mesurable borné U :
n =
g (PU) = E(hPup ;L) .
~ ' o
De 1'é6galité AAL = °(4 ), découle : 4 . (4 )y =0 .
{3 (akl=0) ~ [z]
En conséquence, puisque ( U # PU ) est réunion dénombrable de graphes

de (Fy)-temps d'arrdt, on a :

Zh
¥ (PU ) = E(hUL;L<+oo) .
z" s, 2P
c) e, est absolument continue par rapport & e, ,
ol ho = 4 ~ s ot de la derniére égalité de la partie D)
(AA7 = 0)
ci-dessus, on déduit que le processus croissant prévisible, continu,
B = 4 o, . XL engendre la surmartingale ZBo .
(AA" =0)

O( Zh h )

d) Le processus -z
u+

est indistinguable de la projection

(g‘t)-optionnelle de h GY . Le théoréme 44 montre 1l'existence

h
272 presque surement de 1lim °( h / 6% 4 N ) .
¢ udlo (AA% = 0)
ue Q
6- 4 lim °(h/Gu 4 )
(AA%:O) udbo / (AKII:=0) L

ueQ

existe donec (P-presque surement, est -mesurable et vérifie,

F
=L
d'aprés b) : pour tout U O-mesurable borné ,

E(hUp 3L +@) = E(O Up; L +00) .,

La proposition 42 est démontrée .

Rappel 43 : si L est fin d'ensemble (Et)-optionnel, AX% =4 - Z% .
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Une démonstration analogue donne, avec les mémes notations

Proposition 44 : Soit h une varlable aléatoire intégrable, Alors

sur (0K L+ )

E( h|F = 4 1im P(n/ac* 4 )
LL') (AA£=O) uusg' / (m;i:o)l‘
ue
P(hA4
+ 4 ( fry o

L
(bAp #0) L
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3) Application au cas markovien,

Les formules établies en 4) et 2) permettent de retrouver trés
rapldement des résultats bien connus goncernant les processus
fortement markoviens : 11 s'agit seulement de choisir de bonnes
versions de projections optlonnelles ou prévisibles,
Les propositions 6 et 40, appliquées 4 un temps coterminal L
( ou & un temps coterminal randomisé au sens de Millar ([36]) )
donnent immédiatement le théoréme de Meyer-Smythe et Walsh ([43] R @OJ ).
Les propositions 43 et 44 permettent de retrouver les conclusions
de Pittenger et Shih ( Di]) ainsi que les résultats de Millar pour
de nombreux temps coterminaux randomisés (L&ﬂ ,Q4]).

Ce type d'application est bien sur & rapprocher des techniques

développées par Maisonneuve ( Bﬁ] ) ou par El Karoul et Reinhard ((aQ]).

Nous ne donnerons qu'une illustration :

6

(R, §°,(E:), Xt, s kt’ Py ) est la réalisation canonique ( avec

opérateurs de translation 6 et de meurtre k ) d'un semi-groupe
droit ( EM]) défini sur un espace métrique séparable E, 9 un point
cimetiére., Pour toute loi initiale m sur E, on note Em la complétée
de E sous iPm et g? la tribu engendrée par gt ot les ensembles
[P, -négligeables de gm 3 la filtration (E?) vérifie les conditions
habituelles sous ®, ; F = (| F* , F_ = a = .

= m =

=t m =k

Soit alors L un temps coterminal, i,e, une variable aléatoire L
positive F-mesurable, vérifiant

1) L8

i

t (L - t), pour tout t ;
i1) Loks = L sur (L £ s) pour tout s j

111) Lek €8 .

(11) implique que L est honndte, donec est fin d'ensemble (E:)-optionnel.
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Soit alors C une varlable go-mesurable ; d'aprés le lemme 9, sur (L<{+w )

la projection (FL-H;) -optionnelle de (Co & ) est donnée par:
= t>0 It t,0
o
(Cob 4 ) = @ (c/L=0) d'od
4 -zt [r,+of 'Lt XLit

Théoréme 45 ([43]) : Avec les notations ci-dessus, (XL+t’t70) est

fortement markovien par rapport & la filtration (EL+t)’ de semi-groupe

de transition Ky définl par :

th(x) E,( £(Xg) /L=0) 381 g(x)=r(L=0)%0

0

£( ) si g(x) =0,

De la proposition 42 et de la remarque 43, ainsi que de la pro-

priété de Markov forte, vient aussi rapidement le

Théoréme 46 ([1-2) ) tAvec les notations du théoréme 45, si C est une

variable aléatoire F°-mesurable bornée, on a ¢

a) Sur (L £ +e) , pour tout v 3 0 ,

'E( Cc Ve :E_? ) = 4 i ( Cfe L =0
Lt+v | =L (8(xy) # 0) EXL v/ )
1 lim & Ceo 0<¢L ; -
+ (6(xp) = 0) aibo XL( 0L+v / 0<L{u ;5 g(X;) =0)

nEQR

En particulier, sur (L £ +wm), li‘L ot (XL+t’t 70) sont conditionnelle-~

ment indépendants par rapport & X1, o

b) Pour tout t» 0, sur (L t) ,

E( CoB|F ) = 4 E_(CeB, /1L=0)
e, (g(X,)#0) 1, oo, ) x =X
s = t-L
+ 4 1i €. ( co®s fo¢L ;8(X_)=0
(8(X)=0) uilo 18 0 Jo<rguistxy)=o f x =X
ue
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I1I Compléments sur le grossissement et les seml-martingales,

L'étude du grossissement de la filtration (lit) ( voir I-2) ) est
liée & 1'étude des (gt)-semi-martingales. Pour tout ce qui eoncerne
1'intégration stochastique, on utilisera iei le cours de Meyer (93] )e

S1 L est fin d'un ensemble (__F_‘t)-optionnel, i1 résulte de Yor ([23] )
que toute (zt)-semi-martingale est une (gi‘)-semi-martingale ( voir
aussi Barlow ( [3] ) , Dellacherie-Meyer (#] ) ). En outre, 1a
connalssance des processus (Fi’)-prévisibles ( Proposition 6-4) )
permet d'expliciter la décomposition (FL)-canonique des (Ft)-semi-mar-
tingales spéclales en somme d'une (FL)-martingale locale et d'un

processus (I_E't)-previsible 4 variation finie ([3] R [43] )

si H"(Et) ost l'espace des (I_"t)-semi-martingales X telles que

H

U xil (E(U Js ax \)3 J P-mesurable,lJ|<4 » u€ IR )
B (Fy)

est fini, alors | x| ' est une norme sur H‘(Ft), H'(Et) est
"4 (F, ) = =
=t

inclus dans H"(I_?i') et 11 existe deux constantes universelles ¢ et C
telles que 0Lc {C+m ot sur H"(gt) s

(4) o lix < X ¢ lix
|‘H4(§t) Il x| 4 (eh) < If xJj

( voir ['4?'] )e

Plagons nous malntenant dans la situation sulvante : L est fin

d'un ensemble (Et)-optionnel et A est fin d'un ensemble (Ij‘i')—optionnel.

On désigne la filtration (EL)i‘ = (zk)t par la notation (}"__’E”a).
D'aprés les résultats bridvement rappelés ci-dessus, toute
(zt)-semi-martingale est une (g%)-semi-martingale, done une (E%"
(gi"%)-semi-martingale, et, d'aprés un théoréme de Stricker

( [25] théoréme 3-4 ), une (Ez)-semi-martingale.
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En outre, sur H4(Ft) , les normes

E IO £ hel gy o Al

A(F
=t BUE)

4oL
B4 (FD)

sont équivalentes,

Particularisons encore la situation ¢

Lemme 47 : Solent L fin d'ensemble (Et)-optionnel, A fin d'ensemble

(Ei")-o tionnel, A¢ L, et H un processus mesurable borné, nul en O .

p=(Ls2) g de H est donnée par @

a) La projection (E%’A)-Brévisible

oAy L Prgyg ) 4

Lo, 21" [o,d PR 3

Bk ! 12,28

+P(E /4 ) 4 .
]L’”E ]Ln“n:
b) La projection (Et)-prévisible p-2 H de H est donnée par :
-ty = P(E /4 ) 4 +P(E N ) 4
[0,21 7 [onTd 12,73 Tl
+ PE /A

Tr,e( ) 411'1‘,«»[

ot T est le (E )-temps d'arrét

A
T=inf( tyd , %, = 2zl 4

AN EY K

En outre T majore L et est fin d'ensemble (Et)fgppionnel .

) .

Démonstration ¢

a) Appliquons la proposition 6-i) a4 la filtration (E%) et 4 la fin

d'ensemble (E%)-optionnel N 5 il existe J; et Jé QL-mesurables

bornés ( nuls en 0 puisque Hy = 0 ) tels que :



592

P-(L,N) g = g3 4 31 A4 .
0,21 T T2 a0l

La proposition 6-1i) nous dit alors qu'il existe J

s 9o et J

3
P-mesurables bornés tels que :

J'A = J, A

* fo,r3 ' fo,L]

J! = J, 4 + I 4. .

2 £ EO’L] 3 .KL’ Wﬁt

Par suite,

p-(L,A) H = J A + J 47 + J, 4 .
! EO:?] e ]?’LE 5 IIL, O"E

Y

Reste & identifier des représentants de J4 ) J2 et J5 ¢« On a , par

exemple

p-(Ls?})

" P-(L,N) ( "

il AM,L‘_\l) = Ty 3

d'ou, par projection sur P o

p — p

(HA ) = 3, (A4 )
L] ¢ 32,1]

d'aprés la remarque 5 nous pouvons prendre J2 = p( H /4

)e
33,10

b) Nous allons projeter sur P le résultat de a). D'aprés la

remarque 7-b) ,

( Py

4 4
fo,21 R 0,27 ) fo,21

I1 reste donc a étudier le processus E%-mesurable continu a gauche
p-2 ( . I1 suffit d'évaluer, pour f, Et -mesurable

1 )
2,01

bornée et g borélienne bornée sur IR, , E( fy g(d) ; A<t { L) .
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L

Désignons par C la projection sur 0 de est fin de

4 . ’A
Co, 1
1'ensemble ( inclus dans EO,L] ) (C=4) 3 en outre, d'aprés la

proposition 6-11),

4

¢ 4 =4 0( 4 4 _
o,z fo,of 2 Lo,aT [o,tL )
4 2
= 4 — (%" -°n A )
fo,of 2T &1 3
Soient alors G = ( %?‘= ZL +

o

/A 1e processus ( P-mesurable ) défini par :

/\t = sup( sq¢t, (w,s)e G )

et T le (E‘t)-temps d'arrdt, T = inf( 57? s (ys)eEe G ) .

Sur ]l'}\,L]I , N\ =X ; par suite, T majore L et A =12
sur 3JA, T . T est un (g‘%’%)-temps dtarrdt, majorant L ; c'est

done ( d'aprés I-3,a) ) une fin d'ensemble QL-mesurable 3 majorant L,

T est ( toujours d'aprés I-3,a) ) fin d'ensemble O-mesurable,

On peut écrire :

E( £ 8(D) 5 A<t {L) =E(g(A) f ;A< t¢L)
= E(g(A,) £, (2f-2)))
7l - g?
=E(gh) f, ——F= sacegr ),
Zy_ - 2y
AT
soit PP (4 ) = A -
12,21 .1zl -2?
T L
. Z2 -2
ot PP ( 4 )y =4 —_ 4 .
Jr,+ ol izt o227 T Jr ]

g" est donc la tribu engendrée par P , EO,}\:ﬂ et ]'}\ sT ]] , d'ol b),
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~T
En vue d'une utilisation ultérieure, calculons Z , dans le cas

ot ALL. Pour tout (E‘t)-temps d'arrét S ,

P(LLSLT 38K+ ) = P(LLS K+ ;/\s = ALS )

ol L est le processus ( P-mesurable ) défini par

Lt=sup(s<t, %§'=4 ). On a done :

(5) 2T = FL 4 (4-%E) .4
t t t (At=AL)
t
T _ L L
Z,_ = 2y + (4-zt_).4(/\ AL .

t

~L
Si @ est une variable aléatoire positive, notons M la (lj‘t)-mar-
tingale de BMO(jE_‘t) telle que pour toute (l_i‘t)-martingale Y de H“(gt) N

~ ~Pf
E(Y,) = E( [6,8],) = E( <y, )

~L
( ef. [49] , Chapltre V, théoréme M ) . Le processus <(Y,M »
e (2
est 4 variation intégrable. En ocutre M = E( Kw + 4 \ Fy )e
s (b= )V =

Avec les hypothéses et les notations du lemme 47, on a alors la ¢

Proposition 48 : Soit X une (Fy)-martingale locale .

EaA tAL
a) X} =X A acx i 54 A a<x, Ml - ¥A
= - R ’ - —— -
o z) s (2<s) zX -2} ’ 7s
S= ° S= S
4 ~
S o,
L ’ s
A (L< s) 4- Zs-
est une (EL’z)-martingale locale, EnT
- =% EAA N 4
4 ~va ~Q
b) X" =X, -] — d<¢x,M - |4 —x d<¢X M - W
vt z} 7 4[('7\<s) 2L L o<h 73

o :' ° S~ S=-
+ J/I 1 d <X M7
T <s) 42T 7

est une (g:)-martingale locale,
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Démonstration : nous reprenons celle du théoréme 45 de ( [AS]) H
b) de démontre alors comme a), Nous pouvons supposer Xo=0, puls
par localisation que X appartient & H‘(Et). X est alors une
(zgy%)-semimartingale de H‘(g%r%), de décomposition canonigue

X =X'+C en somme d'une (g%:m)-martingale X' et d'un processus
(gi""\)-prévisible 4 veriation intégrable C .

Pour tout processus EL’a -mesurable borné H nul en 0 ( donc de

LY BRRCES TN

avec J, , Jo ot Jz P-mesurables bornés, d'aprés le lemme 47-a) ) ,

la forme J,4 + Jg +
fo,n]

(H-X') est une (Fi’a)-martingale uniformément intégrable, dfol

E( (H:C), ) = E( (E-X)y )

E( (4 + X)p ) + E( (HA

fo,23

¢X), ) + E( (HA

«X
]}’L] ]Ls"’[ LR

E( (3= X)y )+ E( (IpeX)p - (JpeX)y ) = E( (JzeX)p )

1]

E( (3,-<X,0%), ) + E( (I « <X, - 'y, ) - E (T5 « XMV Vg )

A L

H A H a

= E( = akxiirg ) o+ B(| ——— a <Xt - Wy )
Zg. Zo_ -2 s
S~ Sw
o o 2
H
s ~L
- E( J _4-_27‘ aX,Mp, )
L 8=

d'aprés la forme explicite de Iy J2 et J3 obtenue au lemme 47-a) ,

C a donc bien la forme indiquée,
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IV Sur un théoréme de D, Williams,

Williams ([2’1] s ‘—}5] ) étudie des décompositions des trajectoires
des diffusions réelles continues ; Millar ([-2(8 s [.?.1]) remarque que
les variables utilisées dans les découpages des trajectolres sont
des temps "coterminaux randomisés"™, ce qui lul permet de retrouver

)

des résultats explicitesd 1'alde de techniques markoviennes
Nous voulons donner ici une autre approche en utilisant des
grossissementsde filtrations et des propriétés de seml-martingales,

On s'attachera surtout 4 démontrer complétement le

Théoréme 419 ([-ZLI] ) ¢ Supposons définis sur un espace probabilisé

quatre éléments aléatolres indépendants :

- une variable aléatoire o uniformément distribuée sur [0, 4] H

- un _mouvement brownlen W issu de 0 3

- deux processus de Bessel d'ordre 3 , R et R' , issus de O ,

On géfinit : ¢ = inf (t, W =)
E’=Q+sup(t,Rt=°()
?:d«»-inf(t,ﬁi'::*')

ot W, =W_4 R - (o =R__)+4 _ - R! =
Pot<g) (g€ t<e) Tt (¢gtgT ) -7

Alors, (Wt ,t(f ) a mdme 1ol que ( Wt »t<T )00 T = inf ( &, wt=4).

()

D'autres auteurs se sont penchés sur ce genre de question ; ne
pouvant tous les clter, nous renvoyons 4 l'historique et & la biblio-

graphie de Millar ([201 )e
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On conserve les notations des paragraphes précédents et on suppose
donné un (F, )-mouvement brownilen (Bt),i.e. une (E‘t)-martingale
continue, de processus croissant associé t ([45] ,III théoréme 410 ).

On note (B,) la filtration ( dlment complétée ) engendrée par (Bt)'

T teR,

Faisons une remarque préliminaire : toute (gt)-martingale bornée

est une (__F_‘t)-martingale (Bfﬂ ,III théoréme 40 ); l'hypothése (¥ )
de Brémaud et Yor ([‘f] ) est done vérifiée , Si H est un processus
R, ® F-mesurable borné, notons °H ( resp, o'H ) sa projection
(Et)- ( resp, (gt)- ) optiocnnelle ; alors 3

- 81 H est R, ® B,-mesurable, %1 = O'H H

- s1 L est une variable B _-mesurable positive ,

(%) E(Hp 3L<+e) = E(°'H ;1< +@) .

Les tribus (gt)-optionnelle et (1_3t)-prévisible coIncidant, on obtient,
avec les notations de I :
pour toute varlable L B,-mesurable, L » 0 , ZL est une (§t)-surmar-

L L

tingale positive, de décomposition 2~ = Ml - a s, Ol ML est une

(@t)-martingale ot AL un processus croissant (gt)-prévisible.

En outre KL = AL *L
’ = , d'aprés (%) , et M" =L

Nous supposerons dans la suite B, =0 3; définissons les variables
suivantes

T = inf( t, By =4

~

sup( t{r , B 0)

t

¥
= sup B et = sup( t¢? , B, =B_ ) .
s(1,151 d <’t t

ot q
i

On se trouve ainsil ( avee T, ¢ et ¢ Bg-mesurables ) sous les
hypothéses de la proposition 48, que l'on va utiliser pour obtenir
des formules de décomposition relatives aux filtrations (Ei),(z:&)
et (zg). Nous étudlerons ensuite quelques propriétés des processus de

Bessel, avant de démontrer le théoréme de Williams.,



598

1) Formules explicites liées au grossissement,

P4
a)Calculs relatifs & (Et)'

sup(a,0), a~ = sup(-a,0),
y') (0/0 =0).
Parfsuite, pour tout (Et)-temps d'arrét T ,

P(T¢?) =P(Is, T< sz , B_=0)

s
E(4 - BY .
( ,!At)

SoitTy:inf(t,Bt=y);sia+

pour y{z, on a P(Ty(Tz) =z / (z*

é
E( ZT s T +)

é J

P'e ~J
On a done Z; = 4 - B _ , processus contimu , ce qui implique Z° = 2° .

taT

81 L° désigne le temps local en 0 ([49}) de la martingale continue B ,

on a , d'aprés la formule de Tanaka @

[
+ o
B, = 1 dB_, + % L aton
€ o (Bgy 0) ¢ £
Na '\a.’ @
(6) M, = 4 = f4 dB s, A = 1L .
t s t tAT
, (Bg»y 0)
La proposition 48 » dans la cas simple ol )\i’\% (=d ), donne alors :
bad
- 1
(7) Bt=Bt+J 1 au + |4 i_du,
| 4-B, (B, 0) | ecw By

ot B est une (g‘{;)-martingale locale eontinue, vérifiant

[5,5], = [B.B], = ¢ ,

t
i.e B est un (g‘i)-mouvement brownien,

b) Calculs relatifs & (gi" ).

* *
1 = = .
Etudions d'abord j.a loi de Be =B, Be :tonaog Be<4 s ot
pour 0 { ag4 , P( Byya) = P(T,<o ) = E( zga )=4-a.

Be ost uniformément distribuée sur [0,4] o

En outre, pour tout (gt)-temps d'arr8t T (T,
P(T <p ) = P(T'<3 )

X
ol T! est le (E‘t)-temps dtarr8t T' = inf( t) T, By ) BT ) s



599

¥*
de T'CT et Bt, = By, , découle :

Tl
*
p(r<p ) = 4 - E(Byr ) = 4 - E(Bp) , dlod

* & 7% = z¢ ) et
ZQ = 4 ~-B , processus décrolssant continu ( donc Z =
t tAT
At AR ¥
(8) Mt = 4 ’ At = BtA'C L]

D' aprés la proposition 48, utilisée cette fois pour A= e et
L=d , il vient :
tne taz

4

—f 1 4 du + fli _ A ,
) (g<w) (B, 7 0) B, - By A (?<u) By

~ 'd
ol B est un (g‘t'e )-mouvement brownien ( méme raisommement qu'en a) ).

~
(9) Bt= Bt

¢) Indépendance de Bt et de %’ .

~
Nous alloens montrer que B, est indépendant de (Bt) , puis
L teR

que = inf( t, B, = B +

e)
%3 , ~
Considérons pour cela la filtration (f_}t) engendrée par (Bt),
n un entier, (t4 ,t2,...,tn) € lRil , £ une application borélienne
lad
bornée de R™ dans JR et g borélienne bornée sur |[R, B étant un

s
(Et“’;ﬁ ) -mouvement brownien et e un (Et't )-temps d'arrét ,
~ A “ v
¢ = B( f(Bt4,...,Btn) g(B,) ) =E(H g(B)) ,

ol H est une version continue 4e la martingal'e

A A Y2
E( f(Bt seeesBy )‘ B, ) ( voir la remarque préliminaire ).
1 n =

B coIncidant avec B sur IIO’C]I , la propriété de Markov donne :

HC = {E( f(BtA,...,Btn)' Et)} . , d'od

e
E(L}(E( f(Bt4,...,Btn)l F. ) e(By) dag )

T
¥ ke
E( f(Bt‘,...,Btn) 5 g(Bg) dBy )

Q
[
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n ~
pulsque Ae commute avec la projection (Ft)-optionnelle et que dA‘ est
porté par (B = B") H

les égalités :

¥
© 3 ¥ Be
S g(Bt) dBt = g(u) du = g(u) du P-p.s.
o 9 o
donnent alors l'indépendance annoncée, Notons G, = J(Be)v %It .
~
S1 ) désigne maintenant le (gt)-temps dtarr8t inf( t, B, = Be )

~ n " (A%
Ol:,a B* =By = Bg et By < By pour t ¢ ;
B étant un (gt)-mouvement brownlen,

inf( 3)3,587%’,) =Y d'od 3 =@ P-p.s.

d) Caleculs relatifs a (E%)

Y

Appliquons & nouveau la proposition 48 et (5) aveec les notations ¢
4 X

¢ = inf( tye , By = BY)
0, =sup(s<dt, sgT et B, 0)
%
A =sup(s<t,Bs=BS)
Er =1nf(t)e,Bt=0) .
me‘ Ql
_ _ + + )
on & alors i 2y =Zg = (A =B )+ By e >'4(At=/\e¢>'

~ve
En partioculier, Z, =4 et B,= 0, soit g ! p.s. et
l S ? t

¢ ¢
(2, -2, ) 4 = 4 (B -B,) + A ,
B TP T ect e (g<tgp) & ° (p< t5e)
¢
(4-2") 4 = B, .4 .
=0 Tekegr)y T g

)
n
Il nous reste a4 identifier Mc . Notons O 1e processus

o, - 4 .4 ;
(t<t) (Aton)e)

*
B ost continu a gauche, 1imité & droite sur IR_ et & variation

+
finie sur tout intervalle [u,v] (0gug v). D, = 9t+ B,z est

une semi-martingale bornée, donec spéclale ([43} 21V =32 ) stécrivant

d'une maniére unique sous la forme N+ C (N (Bt)-martingale
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Y

locale nulle en 0, C (f_st)-prévisible 4 variation finie ).

La formule d'Ito, appliquée entre s et t (0 &£ s  t) au produit

des deux semi-martingales ( Qt ) et (B+ ) donne ¢
£ Ttys AT £ty s
N, - N =f e 1 dB,
ot -
° o (By 7 0) £
d'ol pour s tendant vers O N, = _[ 2 | dB
s t g u (B, 0) u
On a donc
, 4
(40) 'ﬁ: = 4 - f(A -93_) 4 dBg
; (B¢ 7 0)
et valant en outre 4 pour t.,( t<el s, on obtient :
b;\t' (7% 4
(M ! 1 A 4
)Bt=Bt- 4 _ds o+ / -_— ds ,
: o (€< 8) By - By ,e< s Bg

ol B! est un (E‘E)-mouvement brownien ( m8me raisonnement qu'en a) ).

Remarquons que l'on montre comme en c¢) que B( est indépendant de B! ,

2) Quelques propriétés des processus de Bessel,

Rappelons que l'on appelle processus de Bessel d'ordre n ( n entier,
n Y2 ) teut processus identique en loi au module IX‘ d'un mouvement
brownien n-dimensionnel X = (XA,XQ,...,Xn).

Deux applications de la formule d'Ito permettent d'écrire :

t
. - 4
“2)  Ix) = Ixd o+ Ty o+ n-4 —  ds ,
2 pA )Xsl t

r ; LI e R
ot est le mouvement brownien ( réel ) ( Xoaxt ) .,

& Xt + % F
et ¢

2 & £

“3) Ix ™ = Ix,| + 2g\xsl df's + nt

g
En {2'7], Yor a montré que, si P(X,= x) = 4, x% 0, le processus
de Bessel d'ordre n, lX\, a méme filtration que \"M but princi-
y8
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pal ici est d'étendre ce résultat lorsque P(on 0) =4 s ot, fina-

lement, lorsque X, est une variable F,-mesurable,.

Lemme 20 : Supposons défini sur un espace probabilisé filtré

( A, é,(ét), Q ) ( vérifiant les conditions habituelles ), un

(1_\t)-mouvement brownien (Ut)’ nul en 0 , Soit C une variable aléa-

toire Ao-mesurable, positive et bornée, L'équation

£
(2') H = ¢ + v, + 2 A 4 , Hy 0
2 J, H

a une solution et une seule, H est une (l_&t)-semi-martingale continue,

engendrant la méme filtration que (C + U,) . En outre, H est un
t%0
processus de Bessel d'ordre n, issu de C ,

Démonstration : Il résulte de Yamada (\;Zé] sPe 447 ) que l'équation

W=

du + nt

k
(43') K, =C° + 2 fu(s\ s
0

a une solution, unique ; K est une (ét)-semi—martingale econtinue,

ayant méme loil que le carré d'un processus de Bessel d'ordre n, issu

de C . t
1 n-4 4
Soit H = (K.)% et V., =C+ U + — — ds .
t t t t
2 ° HS

Sur (C » 0), Kt ne revenant pas en O pour t » O, A est localement
H

borné , tandis que
4

wiH

t
JE(L;C=O)ds=anP(C=O)Js' ds < +o°
o Hg ¢
V est donc une (ét)-semi-martingale continue,

Considérons en outre 0 < b < a, S, = inf( t, H, o =a),

sy = inf( t ) s

1 -
dant avec x - x® sur Lb/2,+ “’[ ; appliquons la formule d'Ito & g(Ky)

a » H, = b ) et g une fonetion de classe ¢2 colnci-

il t s
vien &

K 4 = 4 J'K d 1J "(Kq) d<K, }
8K (s, € ¢) (s t)i'“ g'(Ks) Ay + 2 ) 8"(Kg) A<k, K,

IN

3 Sy,

we
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) )
khsb tﬁsb

solt : H '/1 =4 {a+J dUs+ .I_l'_':‘(i du}.
BASh (s, <t) (5,€t) Sa 2 )

I1 suffit de faire tendre b vers O ( 81; tend alors vers + «® ), puls

a vers O , pour obtenir H =V ,
Avec les notations du lemme 20, on a aussi, pour n; 3, 1le

Lemme 24 : Soit D une variable aléatoire A -mesurable bornée, Dy O 3

H étant solution de (43'), notons ZD = sup( s, Hg =D ) .

La projection (A )-optionnelle de 4 est égale &
- [00 ZD]]

inf (4 , (—}’IL)“‘Z ) .

Démonstration :
Pour un processus de Bessel d'ordre n (n 33) issu de x 0, la

probabllité d'atteinte de a7y 0 eat égale & inf( 4, (a/x)n_g ), d'ol ¢

P(TET 3TL +@) = P(Juyo, B =D; T +®)
= B( (4 5 (2)"F) s rcae)
Hy

Remarque 22 : Supposons que l'on veullle grossiy la filtration (ét)
8 1'aide de la fin d'ensemble (At)-optionnel ZD 3 la partie martin-

gale de la surmartingale inf(4 , (D)2 ) est, d'aprds la formule
H

d'Ito pour les fonctions convexes ([/15]) égale 4
t

- 4
‘4 b (n-2) Dn 2[ 4 n_4 dUS °
o (D<HY)  H
Dans le cas ol n = S’LOIP obtient alors en vertu de la proposition 48 ¢
Al t

~ 4
(14) B = C+ T, + - 1

4
£ du + JfJ —  du
H, (H,{D) A (5,<a) H_=-D

~ 2
od U est un (.l_xt )-mouvement brownien, nul en O ,
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3) Décomposition des trajectoires browniennes entre 0 et T .

Nous reprenons les notations introduites au paragraphe IV-4),

a) Comportement entre O et ¢ : d'aprés 4-d), Bt’ uniformément
distribué sur [O,A] , est indépendant de B' et B = B' sur [O, Q] H
= inf( t, B! = B o
e (&, B e )

b) Comportement entre p et & .

¢

Soient D, = B! - B! , (F. )-mouvement brownien issu de O ,
t R b+ =t+c‘,
indépendant de li‘: et Y, = . I1 " découle de (41) que :
Eag- e) b\(t‘c) A
(A5) Yt = Dt "" - du
(¢ -e<u) Be = Yy
° 0

avec f - @
e - e

T-e

inf( &, ¥ =B )

i

inf( £y 0, Y, < 0 )

inf( &, Y, =B, -4) .

D'aprés le lemme 47 et IV 4 -d), la projection (1_?‘:+E)-prévisible

du processus 4
flo o’.e]
+ 4 ’ (4 Bt+e )
/ - 3
[09("(’,] ]t -e 96"(] BQ
La projection (lj‘:+e)-optionnelle de 4][0 o est donc
= ,3-p
4 £(4 = N inf(4 , Be)
y ~— - * t)
E_O:b'CK [g e e - C[ Bt & t
4
ot N, =1 + 4 — (Y -Y ) .
’ (E-e<®) B, e ee
Lemme 23 : a) N,_ est une (Fc )-martingale continue positive .
—_— T —— ‘=t+¢

e
b) pour tout uy 0, soit Q¥ la probabilité définie sur (Jl, Fore ) EAZ

' = N, .P . Alors Q“(g‘-e_gu) = 0 et, sous Q", (Yshu)

selR+

est un processus de Bessel d'ordre 3 (arr8té en u), issu de O et
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Indépendant de Ee .

Démonstration k
a) N, = 4 4 A g" ' dpg ( d'aprés (45) ) ;
BQ o (t'-e <sge-¢)
N est donc une (E,g'+e)-martingale locale positilve, continue ; N, = 1 ;

pour montrer que N est une martingale, 11 suffit de montrer le mdme

résultat pour A4 N (melN, my4) ; or cecl est une consé-

A t
quence de [N,NJ,C =4 +—=3 inf(c'-t ,(t -pte )+) < 14 +—=
B B
& e
et des inégalités de Burkholder-Davis-Gundy et de Doob,
b) e'-g est un (£:+()-temps dtarrét ; de a) et N =4 , Ne:_t= 0
vient : Q¥(LL) =4 , Qu(el-e < u) =0,

Nous pouvons maintenant appliquer le théoréme de Girsanov, dans la

version donnée par Lenglart ([4#]) : sous Q" ,
Easr taw

~ ] _ 4
DtAu = Dt/\u -f ? d(D,N}s = Dt/\u -j —Y—s 4( ds
9

/
g-e<sge-e)
est une (E‘é_&-martingale locale continue, de processus croissant tAu,
donc un (zttt)-mouvement brownien, arr8té en u . En outre, puisque

Q(¢'-¢ ¢ u) =0, (45) donne : sous Q"

A
A~ 4 .
= o 2
Yu,{c Dthu + Ys ds dtolt b) ( lemme 20 ),
0

Le lemme 23 ( qui n'est pas autre chose que l'aspect "semi-martin-
gale" des diffusions conditionnées de Doob,.,(cf, Williams [25] ) )
permet d'étudier facilement le comportement du mouvement brownien B
entre e et & . Notons & cet effet C = C( R, IR) 1l'espace des appii-
catlons continues de IR+ dans @R, ¢ sa tribu borélienne, (§,) les
applications coordonnées et Q, la probabilité sur ( C, C) faisant de

g un processus de¢ Bessel d'ordrs 3 issu de 0 ,
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On considére sur (W, W) = (M xc, I:‘g
(

X C ) la probabilité Q = P ® Q,,
et Y 1le processus défini par Y. i (w,e)e Ax C —?gt(c)
of la variable K : (wyc)— Be(m) .
Solent alors f, ,fg,...,fn des fonctions boréliennes nulles en O ,

t,<{ts< +..{ t, des nombres réels,

E( £, (¥, A Yeues fn(Ytn A ) ) =

(t4<d-¢) (bh< o-¢)
E( fA(Yt‘)....fn(Ytn) 3 tp<d-¢) =

B
3
E( f4(Yt4).'..fn(Ytn) 1nf( '4 » ;’t‘ ) Ntn ) =
n
Be
EQtn( f4(Yt4)...fn(Ytn) inf( 4, ?t- ) ) = (Lemme 23 )
n
- - o
Ea ( fﬂ(Yt4)..‘.fn(Ytn) 1nf ( 4 ’_?T;) ) =

Bg ( £,(Tg )., fn(ftn) 3 6, < Zy)
ol Z‘= sup( t, ?t =d ) (Lemme 24 ).

(BQ -B s t{ d-¢ ) a donc m8me loi qu'un processus de Bessel

t+e
d'ordre 3, indépendant de 1_7‘§ s, 1ssu de 0, et tué au dernier instant

ol i1 passe en B

e L
¢) Comportement entre ¢ et T . l:A(T-d’)
A~ 1
On utilise maintenant 4-b) : Bt+¢’ = Bt+8 - B"7 + _};—. du
o u+d
o T-d =1inf( t>0, By o=1) et
A A (3 , e,d
(Bt+a’ - B?) est un (§t+8) -mouvement brownlen, indépendant de Ea‘ o
Le lemme 20 montre alors que (Bt+a’ st < T-d) a m8me loi qu'un

2
processus de Bessel d'ordre 3, issu de 0, indépendant de 1_7‘3 , tué

au premier instant ol il passe en 4 .,
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