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Université de Strasbourg
Séminaire de Probabilités 1977/78

MARTINGALES ET CHANGEMENTS DE TEMPS
par Yves LE JAN

INTRCDUCTION, On sait que la théorie du potentiel et la théorie des mar-
tingales présentent de nombreuses analogies. L'idée de ce travail fut de
chercher 1l'analogue, en théorie des martingales, de la "formule de Dou-
glas" ( établie par Douglas [4] dans le cas du disque, généralisée par
exemple dans [3], [9], [10] ). Cette formule exprime 1'énergie d'une
fonction f, harmonique dans un ouvert borné D de B de frontiére régulié-
re § comme une intégrale

[ (£(y)-£(x))? e(ax,dy)
8% &

ol © est une mesure sur 6x6 privé de la diagonale. En utilisant la filié-
re habituelle, qui passe par les processus de Markov, on peut voir que

la "version probabiliste" de cette formule est une expression du proces-
sus croissant prévisible associé A la partie discontinue d'une martingale
changée de temps., Nous verrons cela plus en détail au paragraphe III.

La voie suivie dans cet exposé est inverse de celle que nous venons
d'évoquer briévement. Nous partons d'un changement de temps trés général
en suivant un travail récent de Nicole Karcui et Gérard Weidenfeld [7],
qui a grandement facilité notre approche du probléme. Aprés quelques gé-
néralités, nous étudions le changement de temps dans l'intégrale stochas-
tique, et la décomposition en partie continue et partie discontinue d'une
martingale changée de temps.

Nous pouvons ainsi retrouver des formules de balayage de la théorie
des processus de Markov et de la théorie du potentiel.

Cet article a été amélioré 3 la suite de discussions avec P,A., Meyer,
Nous lui devons notamment 1'emploi des semi-martinszales jusqu'a 1l'infini,
et l'exemple II.5.

I. GENERALITES
1. Nous considérons dans toute la suite un espace probabilisé (0,F,P)

et une filtration (gt) vérifiant les conditions habituelles, ainsi
qu'un processus croissant (Ct)teﬂ , adapté et continu 3 droite. On n'exi-
ge pas que C soit fini, ni que CO soit nul ; on convient que Ca):+® , et
1'on pose
(1) iy = inf{ s : Cs>t} ( en particulier, ja)=+a))

1'inverse & droite de (Ct)' On prendra garde que les conventions 4 1'in-
fini ne sont pas celles de [7]. On note 2=, = inf{ s : CS=+G)¥.
On retrouve C comme inverse & droite de j :



386

] o P « 3 —_
(11) Cy = inf{ s : it } (Ca)_+a>)
et on pose Cay_= 7 . On convient que ctzjt=o pour t<O,

Nous posons aussi Bt=ct- ’ it=jt— ( en particulier Btzit:O pour t<0,
Bd)zf, ia)=z ). Ces deux fonctions sont les inverses & gauche des fonc-
tions j et C respectivement :

(2) it = inf{ s : Cszt } (O<t<m )
(2v) B, =inf{s : j2t | (Ogtzm)
et on a les équivalences suivantes

(3) t<ly <= B,<s , s<C, <=> i<t

Les notations suivantes sont classiques en théorie du balayage, au moins
les deux premidres

(4) D,=j~ , £,=i ; Z,=B, D,=C,

t9C, t7B, A e VRS S
Soit M 1'ensemble des points de croissance de C ( y compris O si CO>O, et
+00 si C_t<co pour tout t ) ;3 M est un fermé aléatoire optionnel contenu

dans [C,Z], et 1'on a

(5) D, = inf{ s : seM, s>t | , L = sup{ s : seM, s<t }

D et 7 ont des interprétations analogues au moyen de 1'ensemble M des
points de croissance de j.

Les v.a. J, et Dt sont des temps d'arrét de (Et) ; on vérifie aisément
que les deux filtrations suivantes satisfont aux conditions habituelles

£ = Ejt T EDt

Nous nous intéresserons surtout & la premiére, qui est la filtration

( oo =Fo_ = Eg_ )
changée de temps de (gt). Comme tht pour tout t, on a Etczt .

Soit X un processus indexé par [0, ] ( on conviendra que thO pour
t<0 ). Nous désignerons par JX le processus (Xj ), par CX le processus
t

(Xct)’ par DX le processus (XDt) (DX=CJX) ; enfin par IX et BX les pro-
cessus (X. ) et (XB ), nuls respectivement pour t<C, et t<j,.
iy £ 0] 0
2. Les résultats de la proposition suivante figurent, parmi d'autres,
dans [7]. Nous en donnons une démonstration directe.

PROPOSITION 1, a) Si X est un processus cddldg adapté & (Et), JX est
cddldg adapté 3 (?t). Si X est optionnel par rapport & (Et), JX est op-

tionnel par rapport 3 (E&).
b) Si T est un temps d'arrét de (gt), By et CNT sont des temps 4d'
arrét de (Et).

c) Si T est un t, d'a. de (F,), j_ est un t.d'a. de (F,), et F.=F. .
2L =t 7 =t =T7=jp
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Démonstration. a) est évident. Pour établir b), on applique a) & X=1[T ®)
: ]

alors JX=1[p donc By est un t. d'a. de (E,), et on passe & CAZ

rp’m] ’
en remarquant que C A7 lim A BT+1/n Pour établir c), nous com-

mengons par le cas ou T est étagé, prenant la valeur tk sur AkeFt ——Jt 3
k
alors jp = inf, (J )Ak est un t.d'a. de (E,). D'autre part AeF <>

AﬂAk eFt pour tout k <= AeFj . Le cas général s'obtient en approchant
k- T
T par une suite décroissante de t.d'a., étagés.

REMARQUE 1, Le processus croissant (J ) est adapté a (F )
C, est un temps d'arrét de (g ) 3 ¢) nous donne alors que T =F, _FD _F

Ainsi le changement de temps inverse fait passer de (Et) a (F ), et
on obtient sans nouveau travail les résultats suivants

a') S:L X est optionnel par rapport & (? ), CX est optionnel par rapport
(F ).
b') Si T est un t.d'a, de (F ), ip et JAZ sont des t.d'a. de (F )

¢') Si T est un t.d'a, de (gT), p est un t.d'a. de (Et), et £T=£Cm .

REMARQUE 2. On voit sans peine que si T est un t.d'a. de (§£), Dp=Jg
est un t.d'a, de (Et) et §T¥ECT=EDT. Appliquant cela & T=j,, on voit gue

~

F. =F .
—_-J_t —DJt ‘
isolé, on a D, =j;, et on peut remplacer en a),b) la famille (Et) par la
famille plus r%che (F ). C'est le cas dans 1l'exemple fondamental ol (Ct)

est une fonctionnelle addltlve d'un processus de Hunt, 3 support fin {fgu—
er.

Si 1'ensemble M des points de croissance de C est sans point

3. Calcul des sauts_d'un processus changé de temps

Nous introduisons l'ensemble G des points de croissance & gauche de
(Bt)’ 1l'ensemble G des points de croissance & gauche de (it) ; G est
aussi l'ensemble des points d'accumulation & gauche de M , Les sauts de
C précédés d'un palier de C sont des points de croissance & gauche de
¢ (C <Ct pour tout s<t ) mais non de B, et n'appartiennent pas aG -en
particulier, O n'appartient pas & G, De méme pour G. On a

(6) G={ te[C,00] : 10B(t)=t |
(61) G={ te[0,00] ¢ Boi(t)=t }

1

{ te[0,0 ] : £(t)=t }
{ telO,0] & T(t)=t |}

I

Le processus (lt) étant (gt)-prévisible, G est (gt)—prévisible ( de méme
pour G ), D'autre part, les formules (6)-(6') nous donnent

LEMME I1.1. i|6 et B]G sont des bijections réciprogques l'une de 1'autre

(évident & partir de G={ioB=identité}, G=|Boi=identité} ).
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LEMVE I.2, Soit X un processus cadldg sur [0, ]. Les sauts du processus
cddlag JX sont donnés par

(7) B(JX), = X, -X. + AX. 1
t Jg iy i {teG}

En particulier, si &X=0 sur G on a 4(JX),= X, =X, .

= - T R
Démonstration. Nous avons (JX)t=Xj ; la formule (7) équivaut donc & la

t
suivante, ol 1l'on a écrit X au lieu de X_ pour la clarté des notations
(JX),_ = Xit si t4T , (IX),_ = x;t si teG .

Or si t¢T on a jszit pour s<t assez voisin de t, donc (JX)t_=X Si te¥

i
t
lorsque stt, s<t on a jSTit, js<it’ d'ou la seconde relation. Enfin, la

derniére phrase vient du lemme 1.1 : teG <:>iteG .

REMARQUES , a) La formule 7 est vraie pour t=0 et t=m .
b) Si 1'on a Xj -X; =0 pour tout t ( y compris pour t=0, ce qui signi-
t t

fie avec nos conventions que Xj =0 ), la formule (7) se réduit &
0
A(JX)'E = AXit1 {te?ﬂ
Comme on a j,czDi , 11 suffit de montrer que les processus (Xt) et (XD )
t t

sont indistinguables, et par continuité a droite, que 1l'on a Xt=XD P.S.
pour tout t. b

Soit (At) un processus & variation intégrable1( non nécessairement
adapté ). Nous appellerons J-balayé de A, et nous noterons A(B) - cette
notation étant justifide par la formule (8) ci-dessous - le compensateur
prévisible de JA par rapport 3 (Et).

Par exemple, si X est un potentiel de la classe (D) par rapport &
(Et), et si A est le processus croissant prévisible engendrant X, X-A
est une martingale uniformément intégrable, donc JX-JA est une martingale
uniformément intégrable de (Et) ( noter toutefois que JX n'est pas néces-
sairement un potentiel si Z<w ), et le processus croissant prévisible
( pouvant sauter 3 1'infini ) qui engendre JX est le balayé A B .

Revenons au cas général. Si H est un processus mesurable borné, on
vérifie aisément par classes monotones, d partir de (3), que

/ HAJa = [ BH_ dA
[0,m0] 8% *® (0,00 ] s s

Intégrons, en supposent H (?t)—prévisible ; alors BH est (Et)—prévisible
(ef. lemme II.{ci-dessous ), et nous avons

1. A peut sauter en O et & 1l'infini.
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HSdA(]Z)] - B[/ BH_dA_ ]

H dJa = B[/
(8) E[/ SCDE ] g 0o ]

0, ] 0,00 ]
Cette formule montre que A(B) ne change pas si l'on remplace A par son
compensateur (gt)—prévisible.

REMARQUE, Si A est (F )-prévisible et porté par G (1G*A=A), on a (JA)tz
Aj =A; , qui est (Et)—prévisible ( raisonnement direct, ou remarque sui-
vazt le lemme II,1 plus bas ). Cn a donc A(B)zJA .

II, MARTINGALES CHANGEES DE TEMPS

1. Nous désignons par MZ (§1) 1'espace des martingales de carré intégra-
ble ( resp. uniformément intégrables ) de la famille (Et). Comme nous

ne supposons pas que Eoo=£a}-’ les éléments de 31, §2 doivent étre consi-

dérés comme des processus indexés par [C,m ], pouvant présenter un saut

4 1'infini. Le sens des notations analogues EZ, g1... est évident.

PROPOSITION 2. Pour tout XeM' on a JXell', et pour tout Tell' il existe

Xel\=’l1 unique tel que X=JX, On a le méme énoncé pour gz et gz.

Démonstration. Cn a d'aprés le théoréme d'arréet de Doob

JX, = th = BlX_ [gjt] = B[x, |F,]
donc JX=X est une martingale uniformément intégrable de (Et). Avec nos
conventions, on a Xajzxa)’ et 11 est alors immédiat de vérifier que tout
Xeg1 est égal & JX, ol X est la martingale E[Xa>|£t]' L'unicité est claire.

REMARQUE, En effectuant le changement de temps inverse, on obtient le ré-
sultat suivant : si Xeg1, alors CXeg1, et C établit une bijection entre

g1 et g1. Rappelons que les martingales locales se comportent mal dans les
changements de temps ([8]1,(12]).
2. Changement de_temps dans_1'intégrale stochastigue

Nous rappelons d'abord la notion de semimartingale jusqu'd 1'infini

par rapport 3 (Et) : c'est un processus X indexé par [C,wm ], cadlig et
adapté a (gt), tel que si 1l'on effectue un isomorphisme entre 1l'ensemble
de temps [C,0 ] et 1'ensemble de temps [C,1], le processus (X%)O<t<1 obte-

nu par transport de structure soit prolongeable au deld de 1 en une semi-
martingale. On peut montrer1 que cette propriété équivaut 4 la suivante :
il existe une loi Q équivalente a4 P telle que, pour la loi Q, X admette
une décomposition X=M+A, ol A est un processus & variation intégrable,

M une martingale uniformément intégrable.

1. Séminaire de Probabilités XI, p. 483 ( théoréme de Stricker ).
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Voici un lemme facile, qui aurait pu figurer au paragraphe 1
LEMME II,1. Soit H un processus prévisible par rapport 3 (Et) ( indexé
par [C,® ]). Alors BH est prévisible par rapport & (zt).

Démonstration. Nous prenons pour H un processus de la forme

(%) H= hgl o1+ Iy by

1 40,5, 7 (Roefons O=to<ty.costw, hyely ).

i+ i

Alors d'aprés (3)
BH= h01{0§+ Zi hi‘l]jt !jt
i i+ i

qui est bien prévisible par rapport a (zt). On raisonne ensuite par

classes monotones,

REMARQUE, En effectuant le changement de temps inverse, on voit que si

K est un processus prévisible par rapport & (Et) ( ou méme 3 (Et) si M

est sans point isolé ; cf. la remarque 2 aprés la prop.! ), IK est pré-
visible par rapport a (Et).

PROPOSITION 3. Soit X une semimartingale jusqu'd 1'infini par rapport

(zt) ; alors JX est une semimartingale jusqu'd 1'infini par rapport
(F,)-

Si H est prévisible borné par rapport & (Et), on a alors

H dJX = BH dX .Se
(9) {O,oo] S S {O,CO] Sd S B.S

Démonstration., Quitte & remplacer P par une loi équivalente, nous pou-

s joe

vons supposer que X=M+A, ol A est 4 variation intégrable et M appartient
Y §1. Mors JA est 3 variation intégrable, et JM appartient & E1 (prop.
2). Donc JX=JM+JA est une semimartingale jusqu'd 1l'infini.

La formule (9) est évidente lorsque H est de la forme (*), et on
1'étend & tous les processus prévisibles bornés par un raisonnement de
classes monotones,

REMARQUE, En appliquant ce qui précéde au changement de temps inverse,
on voit que si Y est une semimartingale jusqu'a 1l'infini par rapport 3
(Et), K un processus prévisible borné par rapport & (Et), alors CY est
une semimartingale jusqu'd 1'infini par rapport & (Et) et 1l'on a

1G K aCY = IK dY .S,
(e {O,a>] s s {C,oo] s P8

3. Partie martingale sontinue d'une_semimartingale changée de temps.

Dans cette section, nous considérons une semimartingale jusqu'a 1'
infini X par rapport & (Et), et nous désignons par X° sa partie martin-
- gale

1. On rappelle que EO-=EO- .



391

locale continue, et par (JX)® la partie martingale locale continue de
JX par rapport & (Et). Notre but est de démontrer la proposition suivante,
ol G est 1'ensemble (zt)-prévisible défini au n°® I.3.

PROPOSITION 4, On a (JX)%=J(15xx°).

Démonstration., Nous commengons par le cas ol Xe¥2. Posons 1G*XC=U, Xd=V,
1GC*X°=W . Ces trois processus appartiennent 3 gz, donc JU, JV, JW appar-

tiennent & EZ ( prop.2). Nous allons prouver
a) JU est continue

b) JV est purement discontinue

¢) IJW est purement discontinue .

a) Soit & 1'intervalle stochastique ]t’Dt]' On a 1 %U= 16*(1G*XC) =
1 #XC=0 ., Autrement dit, U, =U, p.s. pour tout t, donc ( remarque
NG Dt t

suivant le lemme I,2) Uj =Ui pour tout t, et comme U est continue sur G
t 7t

le lemme I,2 entraine que U est continue.

b) V est limite dans gz de martingales V® & variation intégrable, donc
JV est limite dans gz des martingales JV® 3 variation intégrable, et

JV est donc purement discontinue.

€

c) Désignons par ]Sn,Te[ le n-iéme intervalle contigu & M dont la longueur

n
dépasse € ( s'il n'existe pas de tel intervalle, on a S;=T3=+a>). Posons

Rg=sz+e, qui est un temps d'arrét ( cf. [2]). Soit aussi
we = Zk 19pE mE*W
= Tt 1IRE, 1]

Comme W=1GC*W , On a dans §2 W= lim8_>olimk€>a)W§ , donc aussi dans 72

JW = 1lim lim JW. , et finalement il suffit de montrer que JWp

=0 k-=>00

est purement discontinue., Or 1]R5 Te]*w =(WtATe— R8)1{t>Re}’ et 11 en ré-
e n’™n n n =n
sulte que non seulement ka est & variation intégrable, mais qu'elle est

la somme de ses sauts ( sans compensation ). Ainsi JW appartient 3 1la
classe des "martingales de sauts", étudide dans [11], qui est plus res-
treinte en général que celle des martingales purement discontinues.
Passons maintenant au cas des semimartingales. Revenons & la définition
des semimartingales jusqu'd 1'infini ( début du n°® II,2) : ramenant [O,c0 ]
sur [0,1], nous définissons un processus (X%)O<t<1' prolongeable au delad

de 1 en une semimartingale (X%)tem ; X' admet une décomposition X'=M'+A!,
+

ol M!' est une martingale locale nulle en O & sauts bornés, A' un processus

3 variation finie, et 1'on a X'C=M'C+A'C = M'C, De plus, il existe des

@, |l

temps d'arrét T! t+ tels que M! arrétée T! soit une martingale bornée.

_ Arr8tant tout & 1 et revenant & la situation initiale, nous obtenons :
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X=M+A, ol M est une martingale locale nulle en 0, & sauts bornés, qui
est une semimartingale jusqu'd 1'infini, et A est & variation finie sur
[0,0] ; X°=MC est une semimartingale jusqu'd 1'infini ; il existe des

T
T t+oo tels que M'™ soit une martingale bornée, et que P{Tn<mo}-—> 0.
n->0

Décomposons M en 1G*M°+N, et montrons que (JX)°=J(1G*M°).

Tout d'abord, A étant & variation finie, JA est & variation finie, et
donc (JA)C=0.

Ensuite, posons Sn=BTn y qui est un t.d'a. de (Et) ( prop.1). Sur

T
[O,Sn[, JN coincide avec J(N'?), qui est sans partie martingale continue

d'aprés la premiére partie. Sur [0,S ], JIN s'éerit donc J(NTn)+L, ot L
est 4 variation finie, et donc (JN)C—O sur [0,S ] Comme P{T <a)}->0, on
a P{s <Z}->O donc (JIN)®=0 sur [0,Z] ; comme JN est arrétée 4 Z , on a
(JN)°=0.

I1 reste donc seulement 4 montrer que si 1l'on pose U_1G Mc, JU est
une martingale locale continue. La continuité est facile ( cf. la partie
a) au début de la démonstration), MTn est bornde, donc appartient 3 M2
donc (Mc)T et U n sont dans M2 Comme U est constante sur [T »Dpp ], JU

coincide avec J(U 1), non seulement sur Lo, S, [, mais sur [0, CT J. Comme
P{T <o }—>0, il en est de méme de P{CT <00 } , et JU arrétée 3 CT appar-

tient 3 M y donc JU est bien une martingale locale, et la proposition est
établie.

4. Procegsus croissants associés & JX

Nous commengons par quelques remarques simples :
REMARQUES 1. 2) 51 XeM?, X°-<X> appartient & M', donc (JX)2-JX appartient
M1 Par conséquent, <JX> est le J=balayé de <X> ou de [x].
b) Plus précisément, on a identifié dans la proposition 4 (JX)C et
(JX)d ; <(JX)°%> est le J-balayé de < 1G*Xc> =1G*<X°>, c'est a dire
(11) < (X)¢ > = [ (JX)°] = (1G*<x°>)(B)= I(1%<X%>)
(n° I.4, remarque suivant la formule (8)). De méme

(12) < (0% = (gra> 11 0o ) B) = a(1geads) + (1 xae) ().

On a d'autre part la proposition suivante :
PROPOSITION 5. Soit X une semimartingale jusqu'd 1'infini, On a

2
(13)  [9(=0)] = J(1x[XD) 5 [901,*0) ]y =s§t(xjs—xis) .

Démonstration., Posons 1G*X=H , 1Gc*X=K . Nous avons K=1GC*K, donc

K°=1GC*KC, et finalement 1G*Kc=0. D'aprés la proposition 4, JK n'a pas
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de partie martingale locale continue, et par conséquent

2 2
[K], = = &(JK)S =2 (K. =K. )
t s<t S s<t Js 1s

d'aprés le lemme I.2, puisque K n'a pas de saut sur G, D'autre part, on

a Hj -H; =0 ( cf. a) dans la démonstration de la prop. 4), donc Kj -Ki =
s s s s
X. -X; , et la seconde des formules (13) est établie.

JS S

Pagsons 3 H, Comme Hj —Hi =0 pour tout s, le lemme I,2 nous donne
s s

(a(am),)? = (et 1 (weT))’

A[JH]t

D'autre part, on a aussi 1G*[H]=[H], donc d'aprés le lemme I,2 A(J[H])t=
A[H]i 1{te§}’ Dans la premiére formule (13), les deux membres ont donc
t

les mémes sauts, Il reste 4 examiner les parties continues.

D'aprds la proposition 4, la partie martingale locale continue de JH
est J(H®). Posons Y=(H°)2-[Hc] ; ¥ est une semimartingale jusqu'a l'infi-
ni, continue, satisfaisant & 1,¥¥=Y ( car Y=2H®xH®, et on a 1G*H°=Hc ),
et c'est une martingale locale. Donc Y=Y®, D'aprés la proposition 4, la
partie martingale locale continue de JY est J(1G*Y°)=JY, donc JY est
une martingale locale, Autrement dit, (J(H®))2-J[H] est une martingale
locale., D'autre part, J[Hc] est continu d'aprés le lemme I.2, Finalement,
cela exprime que[J(Hc)] _ J[Hc]
et la premiére des formules (13) en résulte aussitdt.

REMARQUES 2, a) Les formules (13) ne nous permettent pas de calculer [JX]
par simple addition. On a en effet, avec les notations de la démonstration

[JXx] = [JH]+[JK]+2[JH,JK]

Comme JK est sans partie martingale continue, ce dernier crochet se réduit
3 une somme de sauts, mais JH et JK peuvent avoir des sauts communs. D'a-
prés le lemme I.2,

(14) [JH,JK]t = L X, (xj

s<t S —Xis)1{SCG§

S

car si s¢G on a 6(JH) =H. -H, =0, et si seG on a i,eG, donc &K; =0,
s s s
A(JK) =K. =K, =X, =X, A(JH) =pH, =AX, .
s g ig 3y g’ S s 5 s
b) Supposons que X appartienne a M

(=

; alors H et K appartiennent &
Mz et sont orthogonales, HK appartient a §1, donc J(HK) appartient a §1,
;t [JH,JK] est une martingale locale. La proposition 5 nous donne alors
par addition que <JX> est la somme des compensateurs prévisibles de [JH]

et [JK]. Le premier est <JH>=(1G*<H>)(B)= J(1gx<H>)=J (1 ;x<X>) . D'autre
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part, on a [JK]=JW d'aprés (13), ol W est le processus croissant

2 R
(15) W= I (X -X) ol M est 1l'ensemble des extrémitds
Seft s gauches d'intervalles contigus a M
S=

Donc on a <JK> = W(B). Rapprochant les formules

<JX>

J( Tax<l> ) + (1Gc*<X>)(B) ( addition de (11) et (12))

<JIX> = J(1G*<X>) + W(B) ( qui vient d'étre établie )

on obtient que

(16) wB) _ (1Gc*<X>)(B)-

Considérons sur un méme espace probabilisé complet deux filtrations.
La premiére, notée (gt)’ satisfait aux conditions habituelles. La seconde,
notée (Xt)’ est la filtration naturelle d'un subordinateur (jt) sans par-
tie continue, tel que jO=O. On suppose que Eq> et Xq) sont indépendantes,
et 1'on pose Et:(2t®¥t)+ VN, ol Nest la tribu engendrée par les ensem-
bles négligeables. Il est trés facile de vérifier que toute martingale
(locale) par rapport 3 (gt) est encore une martingale ( locale ) par rap-
port 3 (Et).

Soit X une telle martingale, que nous supposons pour simplifier de car-
ré intégrable, Comme (jt) est purement discontinu, son inverse & droite
(Ct) ne crolt que sur un ensemble M négligeable au sens de Lebesgue, et
l'ensemble G est négligeable au sens de Lebesgue. Si <X> est absolument
continu par rapport & la mesure de Lebesgue1, on a donc 1G*X:O, et les
propositions 4 et 5 nous disent que

- JX est purement disconEinue, et méme une "martingale de sauts".

- [:JX]Jc = ngt (st_xis)t.

IIT, APPLICATIONS AUX PROCESSUS DE MARKOV

Nous désignons maintenant par (ét) un processus de Hunt, d'espace 4'
états E ; la loi initiale est notée p . Nous allons appliquer les résul-
tats précédents en prenant pour (Ct) une fonctionnelle additive continue
de §, de support fin E. I1 est bien connu que le processus changé de temps

associé Et=§j est un processus de Markov d'espace d'états E ; c'est enco-
t -
re un processus de Hunt si E est projectif ( cf. [1]), hypothdse que nous

ferons dans la suite. L'ensemble M des points de croissance de C est in-
distinguable de {t : §teﬁ}, et 1l'ensemble G est égal 3 M\Mh, ot M est

1. Cette hypothése est elle vraiment nécessaire ?
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1'ensemble des extrémités droites d'intervalles contigus & M. On rappel-
le que E, support fin d'une fonctionnelle additive continue, est un ensem-
ble 'finement parfait", et que M est un ensemble parfait aléatoire.

Soit f un potentiel régulier sur B, que nous supposerons borné pour
fixer les idées ; f est engendré par une fonctionnelle additive continue
(A ), et le processus Xt f(§ )+A est une martingale de carré intégra-
ble pour la loi PH' La restrlctlon f_fl est alors un potentiel pour le

]

processus (f ), dont la fonctionnelle additive I associée est égale a

At -A B ( une fonctionnelle additive est nulle en O ). Nous simplifierons
un peu en supposant p portée par T ( ainsi jO_O A =A ), Nous supposons
maintenant que f est harmonique hors de E, i.e. que A est portée par E.
Aors Ja=A(B)_T ( fin du §I ), T est un potentiel régulier sur E, et la
martingale changée de temps X=JX est égale & ?(Et)+xt' On a d'aprés (11)

it i

=C._ c - t 4 c

(17) X%, = é 15(8)d<X%> é 15(54)a<K >

Une formule analogue a été établie en théorie du potentiel : cf [10],
III.1.1. On remarquera que la partie martingale continue de X est aussi

la partie martingale continue de la semimartingale fo§t .

REMARQUE, Il arrive assez fréquemment, en théorie des prodessus de Markov,
que l'on ait d<X> << dt pour toute martlngale de carré intégrable X,
On a alors f G(s)d<X >g =0 dés que f 1 (s)ds 0, c'est & dire dés que E

est un ensemble de potentiel nul ( ce qul est une hypothése normale pour
une "frontidre" ). La martingale changée de temps X est alors purement

discontinue, et c'est méme une martingale de sauts si X est continue.,
Cela s'applique en particulier au cas ol § est un mouvement brownien, E
la frontidre d'un "bon" ouvert.

Interprétons maintenant la formule (16). Le processus croissant W de
(15) vaut, puisque A est constante sur les intervalles fermés contigus
a M

2
(18) W= L (e(gy )-2(E)

Nous avons aussi

(K], = By 8X2 = 2 (2(5)-2(5 )7

ol nous avons utilisé la continuité de A, et le fait que f(is_):(foé)s_
( &€ est un processus de Hunt ). Par conséquent

5 ftf (£(5_)-£(2))°N(E_,dz)dK
t 0E s s? s

ou (N,K) est un systéme de Lévy de &. De la méme maniére, § &tant un
processus de Hunt, on peut écrire
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d t 2
(19) < ()% = <X, = I (£(%)-2(2))"N(E,, dz)aF,

ot (W,K) est un systéme de Lévy de § ( et ol on a simplement &crit f au
lieu de f ). Ainsi la formule (12) nous donne, compte tenu de (16)

% o _ B
(20) é % (£(8,)-£(2))“N(T,dz)ak

J (1)
_ ot 2 - (B)
= é é (£(8,)-£(2)) N(gs,dz)1E(§s)sz + Wy
W étant défini par (18). Cette formule peut aussi se déduire de 1'expres-—
sion suivante du systéme de Lévy de § , facile & établir & partir des ré-

sultats de I.3 et I.4 ci-dessus : soient f et g deux fonctions positives
sur E, 3 supports disjoints. Soit H le processus croissant

H‘t =s§Mﬂ f(gDS)g(gs)
D_<t
Alors 3
21y e We(E)E. = [ e(s. Ne(e )1 (8 )ax_ + E(E)
5 &% gIaK = A g(8_)NE(E 1E(§s G THS .

Des formules analogues ont été établies en théorie des processus de Mar-
kov : voir par exemple [5], [6], [13], [14].

2, La_formule de_Douglas

Nous pouvons maintenant revenir & la formule de Douglas citée dans 1!
introduction . Nous ne cherchons pas & préciser ni 4 affaiblir les condi-
tions de régularité - en fait, on peut toujours écrire une "formule de
Douglas" pour une fonction harmonique d'énergie finie dans un ouvert D,
en considérant sa frontiére de Martin - mais nous voulons seulement
montrer que cette formule est naturellement associée au changement de
temps, et donner une interprétation probabiliste de la mesure de Naim
6(dx,dy).

Soit donc D un ouvert borné de Rn, de frontiére réguliére &, et soit
V un voisinage ouvert borné de D. Nous désignons par (§t) le mouvement
brownien dans V ( i.e. tué & la sortie de V ), par G le noyau potentiel
correspondant ( si A est une mesure, GA est le potentiel de Green de A ).
Nous prenons pour p la mesure associée au potentiel capacitaire de D :
Gu(x) = E_{Ty<¢} pour tout xeV ; p est positive et bornée, et Gu=1 sur D.

Nous prenons pour f un potentiel borné dans V, harmonique dans D, avec
la convention usuelle f(§t)=0 pour t>¢ ( d'une maniére générale, nous
écrivons t au lieu de tA({ dans les formules ci-dessous ). La fonctionnelle

1. 1G(s) = 1@(53) dK-p.s., puisque K est continue.
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additive A qui engendre f est portée par VAD , Nous prendrons pour (Ct)
un temps local de VAD , c'est & dire une fonctionnelle additive continue
de (Et) dont le support fin est V\D ; avec les notations précédentes, on
a donc V\D = E ., Comme la mesure initiale p est portée par la frontidre
de D, on a JO=O PeSes

L'énergie de f, considérée comme fonction harmonique dans D, est égale
4 1'intégrale de Dirichlet [ ngadf(x)ﬂzdx ; or la mesure pG est égale sur
D

D a4 la mesure de Lebesgue, et cette énergie vaut donc aussi
2
(22) \fr Vu(dy)e(y,x)dx | gradt (x) [[*15(x) =
X @® _ 2
= E“[é ngadf(ss)n 1D(§s) ds ]
( d'aprés la symétrie de la fonction de Green ).
Posons d'autre part thf(gt)+A . La formule d'Ito nous donne
t
(23) >, = X = [“|aradf(£_)|%ds
t t 0 s
et nous recopions la formule (17)
J
—=c % 2
(24) I, = é 1 (sg) leradf (8) ["as
Donc j
st/ B1(5,) leraar (s ) |°as] = B[ Xy =X 1 = K->, ]
t
= B[<X%, ]
qui Vauttg'aprés la formule (19)
Bl /) ((2(%,)-£(2))?N(E,,dz) oK, 101
0 V\D

En fait, 1l'intégration sur V\D peut €tre remplacée par une intégration
sur &, car le systéme de Lévy ne charge que & du fait de la continuité

de €. Faisant tendre t vers 1'infini, on déduit de (22) la valeur suivan-
te de l'énergie de T

B[/ T (£(E)-2(2))2N(E.,d2)ak ] = |  (£(y)-2(2))%6(dy,dz)
jJ, 0 5 S S S 6)(6

ol © est la mesure positive sur 6xé privé de la diagonale, donnée par
® - - -
(25) I/n(y,z)e(dy,az) = B [/ / n(%s_,2)N(E_,dz)dE_ ]
Ko s s s s

ol h est borélienne positive, nulle sur la diagonale.
Tout ce que nous avons fait ici pour un potentiel borné f dans V,
harmonique dans D, s'étend aussitdt 4 une diffdrence de tels potentiels.
Soit maintenant g une fonction de classe 02 sur & ; si 6 est suffisam-
ment réguliére, g est la trace sur & d'une fonction Yy sur V, de classe 02

1. Dans le cas qui nous occupe, on peut prendre sz=ds.
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et 3 support compact dans V ; Y est le potentiel de Green de la mesure
( 4 support compact ) -AY=A , et la fonction

£(x)= Hyv(x) = B[ Y(@Té)]

est le potentiel de Green de la mesure ( bornée, portée par & ) balayée
de A sur & . Donc f est une différence de potentiels bornés, et le cal-
cul précédent s'applique & f. D'autre part, f coincide dans D avec le
prolongement harmonique de g par l'intégrale de Poisson.

La formule de Douglas est donc établie pour les prolongements harmo-
niques de fonctions de classe ¢® sur & ; il reste 4 1'étendre & toutes
les fonctions harmoniques d'énergie finie dans D, ce que nous ne ferons
pas ici.

Le méme argument montre que © est une mesure de Radon sur 6xé privé de
la diagonale. En effet, si g est une fonction de classe 02 sur &, nous
avons que é/gg(y)—g(z))29(dy,dz) < o d'aprés les lignes précédentes.

X

Appliguant cela aux fonctions coordonnées d'indice 1,...,n et ajoutant,

on voit que [/ ||Y-zﬂ20(dy,dz)<a> , donc © attribue une masse finie 3 tout
Bx 6
compact de 6x8 disjoint de la diagonale.
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