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Sur l'expression de la dualité entre H4 et BMO

T. Jeulin et M., Yor

Introduction

Un théoréme de représentation, @i & Herz et Lépingle constitue
un des pilliers de 1'étude sur la topologie g’(H4 »BMO) menée en [XJ R

et nous a Incité ensuite & apporter quelques précisions sur 1texpres-

slon de la dualité entre H‘ et BMO,
Ainsi, on étudie dang cette note la question suivante
pour quels couples de martingales (X,Y) € 1! x BMO, a-t-on

E(IX Y |)<oe ot (X,Y) = E(XY) ?
ol H* x BMO >

0 - Soit (JZ,E »Fy »P ) un espace de probabilité filtré, ol (Et) est
une filtration vérifiant les conditions habituelles, On suppose, de

plus, E = \J; Et sy ¢e qul permet d'identifier systématiquement une

variable X € L‘(f) avec la martingale cadlag uniformément intégrable

X, = B(X|Fy) .

1 -Le critere suivant d’appartenance a4 BMO est le pendant, en théorie

des martingales,du résultat analogue sur 1’espace fonctionnel BMO(Rd)

(cf [:2],p.136 ,lemme3 ).

Proposition 1: Soit X €L2 (;w).

X appartient a BMO ii’ et seulement si, il existe un processus adapté,

continu a4 gauche Z, et une constante ¢ tels que: pour tout t.a T ,
2 2 2
UrwgZr€L et Bf(x-2)% | Fplsc? | sur (T<e0).

De plus, on a alors: “X“BMO$ZC .
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Démonstration:

a)Si X €BMO, le processus Z=X_ et la constante c:ﬂX"BMO vérifient les
conditivns demandées.

b) Inversement, s’il existe un processus Z et une constante ¢ satis-

-faisant les hypothéses,on a,pour tout t.a. T , sur (T<o0)

(E(X|Ep) - ZT)ZsEi(x-zT)ZlgT}scz .

D’aprés le théoréme de section optionnel, on a donc: (Xt-Zt) £c
hors d’un ensemble évanescent.
La continuité a gauche de 7Z entraine que : (Xt_—Zt) L ¢,

hors du méme ensemble.

Pour tout t.a. T, on a donc , sur (T<$$ :

= 2 = 2 . 2
efr- xy 0% Ippfeesfcezp? + g-xp 02| Epdge®
X appartient donc & BMO , et “X“BMOSZC .

On déduit de la proposition 1 deux résultats de stabilité relatifs a

1’espace BMO;
Corollaire : a) Sl L: R -—>l? est une appllcatlon llpschltzlenne, et si

t! I sont n variables de BMO, alors u(f ye.., ) €BMO.
De plus, 31 k est une constante de Lipschitz de L

(pour la norme euclldlenne), on a: %
[oce’, o™ a0 € ZK{ZIIflll mi

b)Si fE5MO, alors % sup, [T J€BNO , et |f’*[BM044 'f'BI/IO .

Démonstration: a) Par définition de k, on a, pour tout t.a. T,en posant

f= (f',...,f ): (L(f) - L(fp ) )T|F >
ol C=k32lfiu BM(){/z { l {Sc

On applique la proposition 1, avec Z= L(f_) .

9 Solt f ¢ BMO, et soit T un temps d'arrdt, D'aprés 1'indgalité de
Doob pour p = 2, utilisée pour toutes les martingales

fé = fS+t- fS- , avec S = TA s A GZFT , on a:

E [(f*_ f;-)ﬂfﬁ](“ E[(fn- fT-)alfT] < u el EMO )

*
( £, désigne ici  le processus crolssant sup iz 1.
sgt s

N

On applique la proposition 1, avec 2= f* y et c=2.
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2 - Rappelons la représentation de BMO obtenue par Herz et Lépingle

(ef [3]):

si Y ¢ BMO, 11 existe un processus (Bt,t 70), non adapté en géns-

ral, a& variation bornée, tel que :

o

a) f laB ) ¢ ¢ 1hq , ol C est une constante universelle ;
S ~N

0 BMO

b) Y = Aoo » o0 A est la projection duale optionnelle de B ;
4
¢c) pour tout X ¢ H , on a :
o

(4) EC[xY])) = E foxs dBg )

( 1tintégrale figurant en (4 ) a blen un sens ;, car

E<[|xs||das| )  EXY) IlfolstillL,, .

Pour illustrer le paragraphe précédent, cherchons une représenta-
tion de Herz pour lYI , s1 Y € BMO est représentd au moyen de B,
vérifiant a), b), e¢) ,

On a, d'aprés b) ,

:3gn(AsldAs + ‘OZ;SUAS\-MS_]- sgn(As_)AAs}

‘Y = IA =
‘ ”I Jib,p
= H da ’
[O"‘J s ]
sl 1'on pose Ay = 0 , et
lagl-la
H, = sgn(ag) 4 + 4 M .
(84 = 0) (BAg # 0) D Ag

H étant optionnel, borné, on peut prendre pour B', représentation de

[o,t]

Revenons & la formule (4 ), pour justifier 1'égalité :

Herz de |Y| : B! =J H_ dBg .

0
(4') st xeu', v e Buo, E( [’x,Y]‘”) = E(f X_dag )

En effet, on a



(2) B(J Ixglaa)<oo .

° celx

Pour montrer/, on peut supposer B ( et donc A ) crolssant, quitte &
décomposer B en _{ Ist| - (f |dBgf - B ) . On a donc :

0 o o
E(llxs]us ) = 1?1‘ E(f:(lxs[,\n) dag
[
= limT E(J(ixsh\ n) dBg
n ©

¢ s | fam )

(2) étant vrale, on obtlent, en approximant X, par )é:’ = (Xs,\ n) VvV (-n):

E(erA)
. S 8

-4
1im E(f 2 oa )
n om s s

*
]
1111mE(£)é§) B, ) = E(LXS dBg ) , d'ot (4).

I1 ost maintenant tentant d'écrire, d'aprés (4’) H

‘ %
(31 E([x¥)) = E(fo Xy ) = ECXYL)
en Iinvoquant, pour "justifier" (&), le failt que la projection
optionnelle du processus constant Xa est Xs ! Or, le membre de
droite de (3?) n'est en général pas défini, car XY 4 Lt .

Toutefols, on a la

Proposition 2 : si X est une variable positive de ? , et Y € BMO,
on a ¢ E( XIYI)<« ot
) E([x%Y)) = E(xx) .

Démonstration :

Comme précédemment, on peut supposer que le processus B figurant
dans la décomposition de Herz est croissant ( ce quil entraine Y > 0).
D'aprds la formule (4’), on a , en prenant pour Xs(n) une
version cadlag de E( Xan | Fg) o
L4 -.
B( [x,Y),) lrjl.mT E(L X aa_ )

= limT E( (Xan) Y )
n

= E( XY )
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On a ainsi montré, en mdme temps, les deux résultats cherchés, car

E( |[X’Y]w}) est fini, ce qui provient de 1'inégalité de Fefferman,
On déduilt de la proposition 2 le :

Corollaire : soit X une variable aléatoire telle qu'il existe Y & BMO

vérifiant E( |XY]) = » , Alors, |X|¢H‘ .

Autrement dit, en général, contrairement A4 1'espace BMO ( voir ci-
dessus ) et aux espaces HP , pour 4<{p <+» ( rappelons qu'alors
gP & 1P ), la fonction "valeur absolue" x —|x| ne conserve pas
1'espace H‘ ., I1 en est de m8me pour la multiplication par une

fonction Y€ L® (siXe u! , mals |)(|4‘H1 , prendre ¢ = sgn(X) )

Remarque : l'opération de multiplication par n'importe quelle <f€ L”
ne conserve pas non plus, en général, l'espace BMO, comme 1l'a remarqué
Dellacherie, en étudiant 1'exemple d'espace filtré qul termine

l'article [4] .

3 - Les résultats précédents incitent & s'intéresser & 1l'espace de
4 . .
Banach K = ix / hxil =fixt| <°°}
K* H!
Remarquons immédiatement que K‘ = H_ - H+ .

s . 4
D'autre part, on a la caractérisation sulvante de K H

proposition 3 , soit X : (AL,F ) —» iR une variable aldatoire .

Les assertions suilvantes sont équivalentes :

1) x e k!
11) Y Y € BMO, E(IXY}) <+ .

Démonstration

D'aprés la proposition 2, 1) implique 1i) .

Inversement, supposons 1i) vérifide, On peut évidemment supposer
X % O . Rappelons que E(X') = sup, E(XL) , ot L varie parmi toutes

les variables aléatoires positives .
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si E(X*) = oo , 11 existe donc, pour tout n, une variable posi-

n - n
tive L )telle que E( XLU’) ) 7 4 .

Notons A(n)la projection duale optionnelle du processus croissant

( non adapté en général ) 4 , et An(vn, yn)

(Lmig )

On sait alors que Y(n)e BMO, et 11l exliste une constante universelle

C telle que |j ¥'™y < ¢ ([4], th.4, p.33a ) .
BHO

<

Posons maintenant Y = 2. 2% y(n)

n
Cette série converge normalement dans BMO, vers Y, qul appartient
a BMO+ . D'autre part, on a :
E(XY )= 2 2P E(xy® = 2 g g Xm) =* ,
n n

ce qui contredit 1ii) .,

S Xe H“ , mais X ¢ x? » 11 est maintenant naturel de chercher
a4 déterminer les variables Y € BMO, pour lesquelles on a 1'égalité

(3) E([x,4]) = E(xx).

On a, 4 ce sujet, la réponse partielle suivante :

Proposition 4 : soit X € i . 81 Ye BMO, et admet une représentation

de Herz Y’ = A, , avec A , processus optionnel 4 variation bornée,

tel que o0 )
E(lxlfldAs| ) <

alors , on a
B([XY] )<= , et (3) : E([X,¥])) =E(xx).

Démonstration o
ona [¥] = laLl¢flaagl , aror  E( IxXY| ) < .
o

o
B( [ x5 aa )
° w
(n)
um B [ x$ aag ),
n o

D'autre part, on a : E( [X,Yl»)

ol X;n) est une version cddlag de E( (Xan)v (-n) ] F)o.
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La derniére égalité est en effet Justifiée par le théoréme de conver-
gence dominée de Lebesgue, puisque
[

(n) . *
Ix™] ¢ BUXI|F) , ot E( _{JE(IXHszdASI) = 200()aay] ) <o,
par hypothése , °

On a done ¢ E( [XvYJa) = lim E( XiF’A’ )
n

=1me( x™y ) =85 xy) .
n L

Remarque : on ne sait pas si (3) est vrale sous la seule condition
E(]1XY)) <+ .
D'aprés la stabllité de BMO par 1l'application valeur absolue, on peut
toujours se ramener au cas ol Y est positif., Mals, ceci ne résoud
pas le probléme posé, car 11 semble improblable que tout Y € BMO+
pulsse admettre une représentation de Herz a l'aide d'un processus
crolssant A .
4 - Nous nous proposons maintenant d'établir quelques résultats sur
(K')' , le dual de K’ , et la dualité K'x (K)!
Auparavant, indiquons quelques résultats immédiats sur l'espace K"

- on a les Injections continues suivantes :
(4) Llog'L « k' m? ;
- k! est stable par multiplication par L H
- 11 résulte des propositions 2 et 3 que,
sur ' , la norme H4 4quivaut & X — sup E( XY )

iy <4

BMO

Par contre, on dédult aisément de la proposition (4’) que la norme

de X* ( définie sur K’ 1) équivaut a :

X — sup E()XxY)) .
NYuw <4
' BMO

Contrairement & ce qul se passe pour le couple (H‘,BMO), la dualité

entre K? et (K*)! s'exprime trés simplement
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Proposition 5 : toute forme linéaire continue sur X* peut se repré-

senter au moyen d'une varigble L par la formule ¢

£(x) = E( XL ) (xex'),
L vérifiant : E(|XL]) <+ , pour toute variable X ¢ K% .

Démonstration

Soit £ une forme linéaire continue sur K' H 12 o est
continue pour la norme H2. ;
I1 existe donc L ¢ L2 telle que : V¥ X € H2, ¢(x) = E( XL ).
Notons b = sgn(L) , en posant, par exempls, sgn(0) =4 ,

o .
Alors, on a, pour tout X ¢ H-, € ( bX ) = E( X|LI) .

Soit maintenant X € K:_ = Hi . Les variables (XA n) convergent vers X
dans K4 ; en effet, X -(Xan) = (X - n)t vérifie :

PO [x-m*"y¢c) ¢ 2Ex-m*),
c

d'aprés 1'inégalité de Doob,
*
Ainsi, la sulte [(X - n))j converge en probabilité vers 0O et est

A
dominée dans L‘ par x* s elle converge donc dans K , ce qui est le

résultat cherchs.

D'aprés la continulté de £ ot le théordme de Beppo-Levi, on a donc:
Vxex: , ¢ (bx ) =E(XIL])

( en particulier, pour tout X ¢ K‘, E(IXLI )<Ko )

Par différence, on a donc :

¥xex', €(wvx)=g(x,

et finalement €(x) = ¢( p(bx) ) = E( bX|L|) = B( XL ) .

Les injections continues duales de (4) permettent de préciser les

propriétés d'intégrabilité de L e (X*)!'.
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Proposition 6 : soit L ¢ (K')' ; notons |/LI| sa norme dans (x*)',
* —

On a alors :

4
EQ exp)L)) ¢ —— st i, <L .
4 - e liLh, o
Démonstration
Oon a | |L}) W, = ||L”* ; en outre, pour tout p, 1{(p < +® ,

on a, d'aprés 1'inégalité de Doob ( q conjugué de p ) @

PEC o<z, 200%) ¢ heh, pixfly ga dol Wil .

Par suite, pour tout q 34 , E( AR < q IILH’? , dtol

EQexplL]) = 2 = s(z|®) ¢ 2 = o jun
n ni n nl
' ;"
VLN = 1 <L .
< Zm Coth) 4 - o Ll ot ”‘*<e

Etudions malntenant quelques propriétés de stabilité de (K1)' :
- L”® opérant continument ( par multiplication ) sur x? , 11 fait
de m8me sur son dual (K*)';

- on a gussi la :

Proposition 7 : soit L une variable aléatoire . Dés que 1l'une des

trois variables L, IL} et L* appartient & (K%)', il en est de m8me

des deux autres,

Démonstration :

X
Mizih, <he n, .

Considérons alers L ¢ (K‘)' ; pour toute variable € , et pour tout

1}

I1 est clair que HLlh

X de K* , On a w

E( X Ly ) = E( LLS ac, )
ol C est la projection duale optionnelle de X 4
(8gs)
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On peut donc écrire :

le(x 1) =5 c,,L)l{l\LII*\ijIIKA .
or E( lcl| F) < E(f lac | | Fy)
Q E
A + ac_{ , d'od :
< EOXMA )l B Jol ol o 2o
* * *
(1Cx ) <£\d°sl+ I x| et |l CO"“KA s’l\XIIK4+ lleL4 ;

on a donc || Lg \l*s 2 WLl, 3

X
en outre, il existe une suite en telle que \Le \ croisse vers L ,
n

On obtient ainsi || L'\|*< 2 Vol .

Compte tenu des remarques faites précédemment, 1l'espace (K*)' contient
00
l'ensemble L”xBMO = (g= ¢ | geL”, feBM) .

De plus, on a le ¢

Lemme ¢ L® x BMO est un espace vectoriel .

Démonstration ¢ le seul probléme est de montrer que 2 £, + ¢ f{
( 44€ L® , fy € BMO ) peut se mettre sous la forme c‘)f ( avec

des notations évidentes ) , Pour cela 11 suffit de prendre :

\P = A ittt 4 qui appartient
1£,] + £, () + ‘fa,' F0)

bien 4 L® et f = |f,]+ |fy] , qul appartient &4 BMO, d'aprés la

proposition 4 .
Reprenons l'exemple 4tudié en [4] :

(JL,F° ) est 1'intervalle }0,4[ , muni de sa tribu boréliennse,

P est la mesure de Lebesgue; (E‘g) est la plus petlte famille de tribus

continue & droite pour laquelle la variable aléatoire
St w-—>3(w)=4-w (we]0,4[ )

est un temps d'arr8t. On compléte pour la mesure de Lebesgue et on
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adjoint les ensembles de mesure nulle zux F° , ce qui donne la fil=-

=t
tration (Et)' On se limite & t g% . w

Soit X € L4 s on note MX(w) = 4 \f X(u) du .
w
<

On peut alors prendre

hxh , = hx) | + || mx]} |
H L L

hxy) = xh_, + I x-e) .
BMO L L

A 1'aide du théoréme de Fubini, on montre gque l'appartenance de X
5 x? équivaut a

Il x.8, || g Ot

ot B, est 1'é¢lément de BMO défini par B,(w) = log — ( weJO,4[-),
Par suite (K')'= (V| V=B,xL ,Le 1% ),
On a dans cet exemple (#x) (k') = 1% x BMO .

I1 est naturel de se demander si ce résultat esk vrai en général.

Nous ne savons pas répondre & cette question,
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