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Université de Strasbourg
Séminaire de Probabilités 1977/78

Inégalité de Hardy, semimartingales, et faux-amis

T, Jeulin et M, Yor

Introduction,

En étudiant les grossissements de filtrations, nous avons failli
tomber, & plusieurs reprises, dans des affirmations-pidges ( deux en
particulier!), Un de nos buts ieci est de signaler ces embfiches au
lecteur, L'intér8t de ce travail se limiterait sans doute & cela, s'il
ne se trouvait que 1'étude de ces piéges est menée & 1l'aide d'une

inégalité de Hardy [3] :
X
(4) sire 18 [0,®]), et F(x) = 4 f f(u) du (0gxL® ),
x 0

alors || || 2 { 2 firl 12 ’

et est 1iée de fagon naturelle & celle de certaines intégrales singu=-

liéres ol figure le mouvement brownien.

De fagon plus précise, (JL,F ,P ) est un espace de probabilité
complet, sur lequel on suppose données deux filtrations GT = (@ft)
t2 0
et q,: (g1ﬁ s, constituédes de sous tribus de F , vérifiant les
t%0

conditions habituelles, ainsi que :

pour tout t , yté gt .

En 4977-4978, nous avons étudié, de facon assez systématique,

de tels couples (Sf,g}) pour lesquels
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(+)
(H') Toute T (semi-) martingale est une 9, semi-martingale .

( voir les articles correspondants du Séminaire XII, ainsi que

Jeulin-Yor [6] ).

A diverses reprises, nous avons "rencontré" les assertions sui-

vantes

(FA4) Pour que (H') soit réalisée, 1l suffit ( et 11 est évidemment

nécessaire) qu'un systéme générateur \(V ( au sens des espaces stables)

de l'espace des 4 martingales de carré intégrable soit constitué

de q.semi—martingales.

[Cette affirmation nous a longtemps semblé particulidrement "vrai-

semblable" dans le cas ot Card(W ) =4 ] .

(FA 2) Si une T martingale localement de carré intégrable X est

également une gsemi-martingale, 1'unique processus g -prévisible,

4 variation finie, A tel que X - A soit une 9 martingale locale
vérifie :

P p.s. , Ag(w) K d<X,X>g(w) ’

ob le processus croissant <X,X» est calculé relativement & ? .

[Cette seconde affirmation a pour origines, d'une part 1l'analogie qui
exlste entre grossissement d'une filtration et changement absolument
continu de probabilités, et d'autre part, le céléibre théoréme de

Girsanov ] .

(+)

Nous conservons la notation (H') que nous avions introdulte en [6],

ou (H) désignait l'assertion beaucoup plus restrictive :

(H) Toute (; martingale (locale) est une 3martingale locale ,
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En fait, comme notre notation veut 1'indiquer, il s'agit de
faux-amis;
- nous donnons un contre-exemple & (FA 4 ) au chapitre 2, fondé sur
1'étude, menée au chapitre 4 , de 1a filtration naturelle ?' du
mouvement brownien réel (By,t) 0), issu de 0, grossle & 1l'aide de la
tribu engendrée par B, ;

- deux contre-exemples & (FA 2) sont exhibés au chapitre 3, 1l'un avee

X martingale continue, l'autre avec X martingale & variation finile .

Comme nous 1l'a fait remarquer H, F6llmer, les résultats du chapi-
tre 4 sont "classiques" ., Ils semblent toutefois assez mécomnus,
ce qui nous paralt justifier une publication concise,

Par contre, ceux du chapltre 2 nous ont surpris, et semblent

nouveaux. En particulier, un des sous-produits de notre étude est :

si (Bt,t7/ 0) désigne le mouvement brownien réel, une condition
nécessaire et suffisante pour que 4 & 1.°2( [0,4] ) vérifie :

Nlo
ﬂdu
ey

1B}
hf(u)‘ du e P p.s. est que S {oo .
u

3 [~]

Notations. Outre les notatlons déja introdultes, on appelle filtra-

tion naturelle d'un processus réel (Xt) , et on note Tx , la
>0

t
famille de tribus (& {Xs, s {t-t- )t rendue continue 4 droite , et

(F, P )-compléte.

&

Si est une filtration, » (% ) aésigne la tribu prévisible

f.oa & . .
sur IR+xJ2 asgociée 4 ¥ ; s1 X est un processus réel, on note,

pour simplifier, ?(X) au lieu de K (F X) .
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4 . Les mouvement brownlen et processus de Poisson comme semi-martin-

gales,

4.4 . Le cas brownien,

B
‘S” désigne, dans ce paragraphe, la filtration naturelle @'

d'un mouvement brownilen réel (Bt,t7/ 0) issu de O , On note, pour t) O,

\gt =n {@'t+£ v 3(]34)} . On a alors le :

€70

Théoréme 4 : Il existe un % mouvement brownien (@ ,t70) issu de O,

tel que

( j() 4 - 8
9’ B .
) ur t @

En conséquence, pour tout N ¢ IN, ( Bt N,t? 0) est une 3 quasi-
A

martingale,

Nous procédons & la démonstration du théordme par &tapes.,

Etape 1) : l'intégrale' de Riemann qui figure. en (2) est absolument

convergente, car

A
asf 1B, - B4l J ds
I = E —_—d = = 2/5 .
( f p 8 ) co ‘LI_-S‘ (o \["/;)

- 3
0

éf tM (B, - B.)
By - f A" 787 g
0

a
Etape 1i) Montrons que @t = y)
- s

est une q martingale,
"~
Puisque (Bt,ty/o) est une ¥ martingale, et qt = G’It, pour t »4 ,
on peut se restreindre 4 l'intervalle de temps [0,4] .
~ e
Pour tout t ¢ [0,4] , posons qt'_' = 31: Vo’(B‘) =3 .V 7 (B4 -By).

Solent 0 {8 < t 4. La tribu @’s étant indépendante du processus
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(B_,,~- Bs,h7/0) , On a ¢

s+h
t -8
I = -
E(Bt-le(}S)=E(Bt-BS|B4-BS) = 4_3(134 Bg) »

la dernlére égalité provenant du calcul élémentaire de la 12

-projec-
tion de (Bt - Bs) sur {')‘(B4 - Bg) 3 AGIR} .

Un passage 4 la limite dans .t ( par exemple ) entraine :

t -8

4-s

(3) E(Bt-Bs\st) = (B, -Bg).

I1 est alors immédiat de vérifier, & partir de (3) , que (Gt’t<4 )
et donec ( Qt,te iR,) sont des (3 martingales,

Nota bene : le lecteur "&rudit" aura déduit de (3) que ( Gt,t<4 )

est une q martingale, aprés avoir remarqué que les " (Jr Laplaciens
approchés" de (Bt’t <4 ), soit :
t E(B -8 G
A = f sth 8 q S ds hy 0,
t 0 h

sont, pour t fixé, indépendants de h ( dés que h 4 -t ), et
) . ft By - By
égaux a —_— ds .

0 A4 -3
Etape 1ii) . A nouveau, l'ensemble des temps est R, tout entier, I1
résulte de l'approximation du processus croissant associd & une mar-
tingale continue par des sommes de carrés d'accroissements de cette

martingale, et de la définition de (5 s, que ¢

.

<Q’Q>t = <B,By, = t ,

ol le processus < Q:, Q‘) ( resp. <« B,B) ) est calculé relative-
ment & 3 ( resp.@) .

I1 est alors classique que (@t,t 7% O0) est un gmwvement brownien,

Etape iv) . ILa seconde assertion du théordme découle de la formile (2),
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si 1'on remarque que Vg (B) = I ( ef, étape 1) ) ,
( &5, - )|
b Vg (B) = sup E £, = Bg |(.}
> 9 ®) t4<tg ¢ uee < bpfd 1=4 1+4 11 ¢ 1
ngiN

11 peut 8tre intéressant - pour d'éventuelles applications =

Remarque ¢

de noter que le théoréme 4

lement que (Bt) est un (@'t) .mouvement brownien,

est encore valable si 1l'on suppose seu-

On peut considérer la formule (2) comme une équation linéaire,
ol la fonction inconnue est B.(w), et o) les données sont (5_ (w)

et B, (w)., A 1'ajde de la méthode de variation des constantes, on
4 .

obtient immédiatement le :

Corollaire 4 .4 : Le pont brownien {Bt - 1:.B4 ’ t(i} est 116 au

q mouvement brownien (@t,t<4 ) par la formule :

t af 4
4 B, - tB = (4=-1%) [ — o
(4) t 4 0 4 -8
En conséquence, les deux processus (B, - tB, ,t{1) et (@t,t<4 )

ont m8me filtration naturelle,

La formule (4) donne la "¢14" de la structure de la filtration ? »

que l'on explicite en cing points :

a) 9 est identique 4 1la filtration naturelle du processus iB +e t,tz 0}
( immédiat, d'aprés la formule (4) ).

b) La variable By ot le processus @ sont indépendants ,

En effet, d'aprés le théordme 4 @ ( ﬁt,t 0) est un g mouve-
ment brownien, qui est donec 1ndépendant de 9 2 a’(B )e

Ainsi, d’aprés la formule (4) » On a retrouvé le résultat suivant,
obtenu par V.Mackevi¥ius [15] :

pour tout x€k, la loi du mouvement brownien réel (Bt)Qlt(1’ issu de o0,
conditlonnellement a (B =x), est celle du processus

( tx + (1-t) ..%5 t<1) ,ou (Ft, tg!) désigne un mouvement brownien
réel.,
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La conjonction de a) et b) entraine aisément :

c) Céo est égale 4 la tribu complétée de ¢ (B4)

d) Tout processus CJ, prévisible H est indistinguable d'un processus
de la forme X( B,(w),s,w), od K: iRx (IR, xl ) —» R

est une application ®»(iRr) ® .())(c.s ) mesurable,

Démonstration : Un argument de classe monotone permet - 4 1l'aide de
a) et b) - de ne considérer que les processus
H(s,w) = £(s) E( g(B,) u| §,_ )(w),
o £evB®(R)), g€ b(B(R), wedn§) , ot
(E( v ‘ qs_),s 7 9 désigne une version continue a4 gauche de la
martingale (E( v| qs),s) 0) associée & v € b(F)
Toujours d'aprés a) et b), on a done
H(s,) = £(s) g(3,) B u| % )(w)
4 une indistinguabilité prés,

L'assertion d) s'ensult,

Enfin, une légére variation du théordme d'Ito sur la représenta-

tion des martingales du mouvement brownien permet d'énoncer :

e) Toute % martingale de carré intégrable (Xt)t 0 peut se repré-
7

t
senter comme ¢ X, = f(B ) + [ H(s, ) d@
ot Aot t 4 0 s

A
o £ € I(R, & exp(-x2/2) dx) , et H ¢ LZ(JLx|R+,3)((j ),dP ds )
2%
On consldére maintenant le processus {Bt = B(4 t),t(4} s et sa
flltration naturelle, notée {3: } Les résultats obtenus
tregr
précedemment ont une traduction immédiate & ce processus, lorsque

1'on a remarqué que le processus ( Uy = B(A-t) - B, »t¢4) est un

A
mouvement brownlen, vérifiant U4 = - B4 = - Bo s donc, avec les
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Pa)
notations du théoréme 4, la filtration (¥ s) ) est la filtration
tg
(gt,tgli) associée & (Uy,6¢4). On peut donc énoncer - en particulier -
le

N
Corollaire 4.2 : Il existe un ((S-'t) mouvement brownien réel

~ ) .
(et,t\(ll) issu de O, tel gue, pour tout t € [0,4] , on ait ¢

A A ft s 4
(5) Bt—Bo+Qt - o s .

Remarque : en comparant les formules (2) et (5), on obtient alsément,
4 1'alde de la formule (4) :
1

g A (s ab
(6) b = Puey - B0 - L-t el {o 4 -t) )

Aprés avolr étudié les processus (By,t{1) et (gt’t s’»‘l) en rappoft
avec les filtrations ( g ¢) et ( "S;t) respectivement, il nous a semblé
naturel de comparer les Intégrales stochastiques, sur l'intervalle de
temps T = [0,4] , par rapport & dBg et dgs , de facon & obtenir une
version stochastique de 14'éga11té : ,

V¢ € v($(To,4])), _fq(s) ds = - L ¢ (4-3) d(4-8) .

A cet effet, remarguons ;ue 1l'on ne peut prendre pour intégrands

(¢ (t?w )st €4 ) que des processus vérifiant : g€ ?(% ), ot ?e '.?(‘/S\' )s
ol 1'on note Q/St,w )= ¢ (4=t,00) (tg4). Or, on montre aisément
que la tribu ?(A-t) n cjt (t {4 ) est la P-complétée de la
tribu o’{B‘1 ,Bt} . Ainsi; la classe des intégrands @ figurant
dans 1'énoncé de la proposition suivante est raisonnablement vaste .

[0,4] = ® x R __» IR
Proposition 2 : Soit f une

( 8 , X , ¥ ) — f(s,x,y)

fonction continue, telle que f'(s,x,y) soit définie et continue,
x
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Alors ¢
A A 4
AN A .
(7) f(4-s, Bgs B,) dBg = ~ £(s,BgsB,) aBg - as fx(s,Bs,B4)
(4] o [}

pémonstration @

- par régularisatﬁion on £, et passage 3 la limite en probabilité, 11
suffit de démontrer la formule (7) pour f e c® .

_sife C° ,om applique 12 formule d' Ito & 7 s,’és,go ) ,entre

0 et A ) ol F(SpX;Y) = f(""syu’Y) du
0

et ol 1lton considére (%S,go) comme une (,’;’s) A semi-martingale
4 valeurs dans m2 ( go est une semi-martingaig constante 1 ).

on falt de méme aveo G(s,BgsBy) s ontre 0 et 4

ot G(syX,¥y) = j’x £(s,u,y) du 1a filtration de référence étant
1e1 ( G g8 - °

- La formule (7) découle alors de la comparaison des deux formiles
ainsi obtenuses, et de ce que 3

A A AN
F(A 5B, sBo) = F(0,B,sBy) = 6(0,B,,8,) - G(4 sB B) -

Remargue 3 on peut égalament gorire 12 formale (7) sous 1a forme :
A 4

A A A
(") j £(4-8,BgsB,) dBs = _54.5 £(s,BgsBy) 9Bs
(¢}

ol le symbole €4~S désigne 1tintégrale de stratonoviteh, pour
laquelle on prend, dans une subdivision z = (0=1%< IREE '™ =4)
de [9,43 , non pas 1e pointage usuel de stratonoviteh i 7 %(t1+ti+4),
mals 8y = LT ( voir [441 pour toubes ces géfinitions, et 1es
résultats correspondants )

Notons encore que l'on auralt pu démontrer directement (7') en

approximant 1e membre de gauche par des sommes du type

n
AN A A
Z £f(4-54,B B ) (B - B
1=0 197540700 P44y s,) ?
ol 0 = 8, <8y, Love < 8= 4 , et en faisant le changement de

variables b4 = 4 -8y
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4.2. Le cas poissonnien,

Nous adoptons des notations semblables & celles du paragraphe 1.4:
‘5’ désigne la filtration naturelle du processus de Polsson (Nt,t; 0)

issu de 0, et pour tout t3y O, %t = n i(y‘w& N o (N, )} .
Egyo
~
On note encore N, = Nt -t 1la ?martingale compensée du processus

croissant (Nt) .
Le principal intérét du théoréme suivant réside sans doute dans
la comparaison des similitudes et des différences qu'il présente

avec son analogue brownlen, le théoréme 4 .

A
Théoréme 4! : Il existe une g martingale a4 variation finile (Vl g2t 0)

telle que :

nN Ar
(8) Nt = V‘t + o ( —,‘—_—s_— ) ds 9

|

formule gue l'on peut encore écrire :

~ tad N, - N +
(81) N, = 'lt + fO (T—_—S—)ds + (t =4) .

“ ~n
De plus, l'amplitude des sauts de f\ est 4 , mais rl n'est pas un
—_— === —

q, processus de Poisson, le processus croissant %Hrévisible attaché
~

& 1 étant identique &

" wow tAA N4-N +
(8") <1’1>t= ﬂ) (_4—--8—3)d3 + (t -4) o

Démonstration :
- la démonstration de la formule (8) est trés semblable & celle de
la formule (2), et repose essentiellement sur le résultat suivant :
81 0 s8¢ t£{4 , on a :

t-s

E(N, -NSI’}’SVO’(N‘) ) = E(N, - N_| N, -N) = o (N, -N) .



342

- La formule (8') découle immédiatement de (8),

- Il résulte de (8'), par exemple, que 3

PO Ao 3
[v‘ ,r\] = [N,N] = N , et donc, £ *\ ,"7 ost le acompensateur pré-
visible de N, soit,toujours d'aprés (8') :

tM N, - N
/ (2 Syas + (¢t -4)" .
0 4 -8

Le lecteur établira malntenant sans peine les corollaires du
théordme 4 ', analogues aux corollaires 4,4 et 4.2, apréds avoir

remarqué que (Ué = N1 n:(d) est un processus de Poisson,

- N
(4-%)-
Nous terminons ce paragraphe par une remarque lmportante t toute

G: martingale locale étant & variation finie, c'est également une

q, semi-martingale (i,e. l'hypothése (H') est vérifide ), Nous verrons

au chapitre 2 que, par contre, (H') n'est pas vérifiée dans le cas

brownien étudié en 4.4 .

2, Intégrales stochastiques et seml-martingales,

Dans tout ce second chapitre, nous nous placons dans le "cas
brownien" étudié au paragraphe 4.4 , dont nous reprenons les notations;
rappelons que (Sft) désigne la filtration naturelle du mouvement
brownien réel (By,ty 0) issu de 0, et pour tout t, on note :

Cj't - n {@’ms v o3, )} *

Eyo

2.4 . 3' martingales et 6 semli-martingales,

Conformément & ce que nous avons annoncé dans l'introduection, nous
caractérisons maintenant les @F martingales qul sont des g semi-

martingales,
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Théoréme 3 : Soit (Xt,t)/-O) une @'martingale locale, continue,

nulle en 0 . Il existe alors Y , processus s prévisible tel que :

t t
Ytyo, fo (fz(s) ds {+» P p.s., et Xt = fo ¢(s) dBg .

Les assertions sulvantes sont équivalentes

(1) X est une g semi-martingale.
! I, - Bg|
(11) / l&f(s)\ ; ds <o P p.s.
0 s

( )
(111) f i ds <w P p.s.

De plus, 81 ces conditions sont réalisées, la gdécomposition cano-

nique de X est donnée par

t tal B, - B
(8) Xy = fo qs) aBg +f gls) —2 as .

0 4 - s

Avant de démontrer le théoréme, nous en donnons deux conséquences

immédiates,

Corollaire 3,4 : L'hypothése (H') n'est pas vérifide pour le couple

(/}”,g ), 1.e.: 11 existe des 2 martingales ds carré intégrable qui

ne sont pas des q, semi-martingales,

Démonstration : \P désignant une fonction définie sur ]O,*i[ s posons

§(s) =Y (4-s) (se€JoA[ ), et ¢=0 sur (Jo,4[ .
Pour démontrer le corollaire, il suffit de construire \re L2 ['0,4] )

, ( Iyl
et vérifiant ds = .
0 {'é' .
Les fonctions Y(S) = s-% (-1085). A
(0< 8< 3)

conviennent, lorsque 1<xX <4 .



B (By - Bg)?
Corollaire 3,2 : (40) — du = ———% ds = ® P p.s,
0+ U’ (4 - s)

(s3]

[A]

Démonstration ¢ (BA - B(4 ),us'l ) 4tant un mouvement brownien
_—_ -u

réel issu de 0, i1 suffit de montrer :

X :
(B4 - By)®

) ds = P PeSe
(4 - s)

Or, d'aprés la démonstration du corollaire précédent, il existe une

fonction ¢ € Lg([O,".] ) telle que

1
'|B4 - Bs\
H’(s)l—-—_—_ ds ne solt pas P p.s. finie, En fait, d'aprds
4 -8

0

la 1ol 0-4 , cette derniére intégrale est P p.s. infinie,

-1
Done, P p.s,, la fonction s —»(B, - Bs)(oo ) (4 -3) n'appartient
pas & L2([0,4] ), d'od (40) .

2
Remarque: kn supposant que L—bﬁ dugol p.s, le lecteur obtiendra une
) ul

démonstration par 1’absurde, trés rapide, de (10), par application de
la formule d? Ito é(B% /Zt)sur 1’intervalle [E,% (0«€<a) , et en faisant
tendre £ vers O.

Début de la démonstration du théoréme 3

4) Si ¢ est borné, 1l'intégrale stochastique de { par rapport 4B

ne dépend pas de la filtration par rapport a laguelle B est une

semi-martingale. On peut donc écrire, d'aprés la formle (2)
ft taAl B, - By

*) X = o @ (s) d@s + {O ¢ (s) VI ds .

t

Si on suppose seulement que, pour tout t, f lfz(s) ds {60 P p.s.,

0
un passage & la limite ( portant sur ¢ , pour la convergence en

probabilité ) permet de remarquer que la forrule (¥) est encore vali-
de pour tout t {4 .



345

2) Montrons 1l'équivalence de (i) et (ii) :

si la condition (1i) est vérifiée, 1'égalité (%), valable pour

ct

<1 , se prolonge par continuité & t =4 , et donc & tout t e R,

>

est donc une g semi-martingale, qui vérifie (k) = (9) !

- inversement, si X est une q, semi-martingale, l'unique processus
9, adapté , continu, & variation finie, A tel que X - A soit une
q, martingale locale, vérifie, d'aprés (m)

B, -B

t S
Vt<4oAt z‘((; ‘-f(s) —4—-—8-— ds .

4 B, - B_|
On a donc :‘(]O 1,j\dAs| = [0 ds\(f(s)l‘—i——s— ds< o P p.,s, ,

c! est 4 dire (11) .

3) L'équivalence de (111) et (1ii) résulte en particulier de 1a

Proposition 4 :  Soit (p un processus @’_Lév1sible tel que
Viy o, f ?2(8) ds{w P p.s. Alors :

{[Ilf(s)l SSA s<oO}‘ {fo "é% ds(W} P p.s.

Remarque 4' : Il découle du point 4) de la démonstration du théord-

me 3 que, pour tout processus ¥ prévisible ¢ tel que

L ¢ (s) ds<+oo P pes. ,

t B" - Bs
1im gf(s) ds existe et est finie P p.s.
114 0 4 -8

La démonstration de la proposition 4 repose sur quelques lemmes

préliminaires, En particularisant beaucoup les résultats de

Lenglart [8] s on peut énoncer comme suit le premier de ces lemmes ¢

.
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Lemme 5 : Solent (Ht) et (Kt) deux processus positifs,
t30 70

s

nuls en 0, & trajectoires continues, adaptés & une filtration ?' »

et vérifiant :
1) ¥t , E(Hy + K ) <+
2) H - K est une £ martingale ,

Alors ( sgp Ht<o°) = (sngt {o) P pe.s.

Le lemme suivant, trés simple, établit un lien entre les projec=

tions optionnelle, et duale prévisible, d'un processus croissant

Lemme 6 : Soient @' une filtration , et A un processus croissant,

non nécessairement ¥ adapté, tel que V¥ t, E(Ay )o@ . Alors :

a) ©A - aP est une ¥ martingale .

b) (A,<*®) 2 (AI;,<°° ) P D.s.

Démonstration : a) pour tout couple (s,t) vérifiant: 0g s t, ona g

E(%y - °ag |5 =By -4 |F) =@l -2 |F)) .

b) Solent T 1les temps d'arrét prévisibles définis par

p)/n).

T = inf( t, At

n

’

WP 4o ) = \3 (T =+ ) ot Blay ) =E@P ) ¢ n

soit Am<+m sur U (P, =00 )

Enfin, dans le dernier lemme préliminaire, on présente 1l'inéga-
1ité de Hardy [5] sous une forme qui nous convient pour la suite. On
passe de la forme "classique" de 1'inégalité de Hardy & 1'énoncé

ci-dessous par un changement de variable élémentaire,

(1) voir aussi Rudin ( [12], p.72) .
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Lemme 7 : Soit f € Lg([o,ﬁ] ). Pour tout x€ [0,4[_ , On_pose :

X £(u)
f du . Alors :
0 4-u

F(x)

]

a) (4-x)% Fx)

0 _qu_LnQ =M.
b) [iF| 2

>
< “ 2([0 4])

12([0,4] )

Démonstration de la proposition 4 :

t
Quitte & arréter le processus f (ez(s) ds , nous pouvons
0

supposer que E(j '-fz(s) ds ) o , En conséquence, pour tout
0

t{4, ona:
t \B4 -BS‘ . t ds >
E([0 \\e(s)l P ds ) =¢ E(/O le(s)] = ) Lo0 (c= = ).

Nous prenons maintenant pour intervalle de temps T = [0,4[ et nous

allons utiliser les lemmes 5 et 6 avec la filtration ? ( on se

raméne de [O,co[ a [0,4[ par le changement de temps t — )e

4+ t

ft IB, - B\
Posons alors A, . lLf(s)\_T__ ds

- 8

Avec les notations du lemme 6, on a pour tout t ¢

t ds I(f(s)‘
4, = E(At|’§'t) = fo Y E(|B, - Bs\\’}'t)
° .
t (1B - B|) t o 1¢(s)
P —_  els = — = .
ot Ay -IO Iq(s)\ o ds cfo — ds

On peyt maintenant appliquer le lemme 5 & H = °A et K = AP , car K
est continu, ainsi que H, puisque H - K , martingale pour la filtra-
tion brownienne ('.Ft) , est continue,

t<4

I1 résulte alors du lemme 5 que

{s‘ép Ht<°°}' {f ‘Y(S)|<w} P p.s.

Le processus (Ht,t {4) étant continu, 11 nous suffit de démontrer que ¢
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M@D} P pes.

1
{lixtr;n ‘?zxp Ht<°°} =={ fo dslq(s)]

En falt, nous allons prouver ¢

1 B, - B
(4) lim sup B, f das \¢ (s)) Li__s_\ P Pes.
t‘n‘A 0 4 - s

ce qul terminera la démonstration gr&ce au lemme 6-=b) ,

Majorons d'abord Ht comme suit

H, ¢ [ {E(lB - Bt\l& ) + |B, - B |}
t  \gq(s) t le(s) \B - Bgl
(42) B, ¢ c -t I ds ——+ |B, - Bt\fo a3 ——+) gl 4——= —

f(s))
or, dlaprés le lemme 7-a), lim sup ¥A-t f&s (f = 0 .,
t (]

En outre, la fonction déterministe s —-)E(l(f(s)l ) appartient &

L2([0,4]) et done, le lemme 7-a) entraine ¢

t E
)—11msupc& t[ (W_(S)‘)ds=0.
-8 ‘t‘n‘ 0 4 -8

Nous allons montrer maintenant que

lilgﬁ\:p E(] B4 tl f

V(s
(B - B ) f ds ‘f ° converge P p.s, lorsque tﬂ4 .
- 8

Cette expression convergeant dans ! vers 0, elle converge donc
P p.s., vers O ., Posons & cet effet
t (s)]
§ (t) = f ds L
0 4-8
i1 vient d'aprés la formule d'Ito, pour tout t<{4

. t 5 (s))
5 (¢) = =~ fo ® (s) dBg’ +fo ds (BA-BS) H’ .

4 - s

L'intégrale de Riemann converge p.s. lorsque tTT4 d'aprés la remar-

que 4', D'autre part, d'aprés le lemme 7-b), r §2(s) ds {
0

t -
P p.s., et donc 1l'intégrale stochastique f P (9) dBg
0
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converge P p.,s, lorsque t’nJ vers f § (s) st . Finalement,
0

1'inégalité (44) découle de la majoration (42), et des résultats

établis i sa suite,

Lt'équivalence entre (1ii) et (1i1) [théoréme 3] suggére diver-

ses généralisations, dont celle-ci :

Proposition 8 ¢ Solt 'f’ un_processus ?Eévisible tel que :

44 \fz(s) 4-s) ds (oo P p.s. Alors :
{f ds N’(S)l(‘b} {f W(s)‘ - Bs)2<oo} P p.s.

La démonstration repose sur un résultat élémentaire d'intégra-

tion, & savoir :

Lemme 9 ¢ Soit g @ [0,4] — IR une fonction continue décroissante,

telle que g(4) = 0, Alors, pour toute f 70 vérifiant
1

t
Jof(u) g(u) au <oo , On a %'ﬁr; g(t) fo f(u) du = 0 .

Démonstration : g étant décroissante,

g(t) £(u) 4 (w) € fu) gl ,

fo,t]

et Yugd , g(t) f(u)4 (¢) f(u) —>0 3

fo,t] W e (t=4)

le résultat découle du théoréme de convergence dominée de Lebesgue,

Démonstration de la proposition 8 :

On peut évidemment supposer " 0,4 et, par localisation ,

renforcer l'hypothése initiale en E(Icf 2(s) (4 - s) ds )< @
o

On peut alors écrire, pour tout t {4
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t (s) t t
fo ds q;-s (B4 -Bs)2 = _fo q}(s)(B‘l -Bs)d(!s +fo (f(s)(B" 'Bs)st

[t /t ft [t
= =), =), -Bg)afl + (B,-By)} @ (s)dBg + | (9.B) B, + o wau ,

ft as 1 5 5 ) ft (8)d b

solt s B, -B - 8)ds = ag. + + 0

0 4-s 18 o T LI
t

ol a est la (3 martingale locale -fo (f (s;)(B4 -Bg) dps ’

t
b, 1la ¥ martingale locale fo (¢ «B)y dB,

t
et ¢, = (B“-Bt)fo ¢ (s) aBg .

Remarquons que (ag,tq4 ) et toy st {4) sont de carré intégrable,

puisque, pour tout t <41 ,

t t
E([a,a]y) = E(/o «{>2(=*)(B4 -Bs)gdS) = E(_(O @2(s)(4 -s) ds )
E(f4 2 4 d ° , ot
S ¢2@) (4-3) ds )0, e
t 2 t u
2oy = 5 (ga)l an) = w7 (" gParan) au)

t A
E(fo 92(s) (t-s) as ) ¢ E('g 9Z(s) (4 -8) ds ).
D'autre part, on a ¢

2 t 2 t o

= 4 -t E 4a = 4 -% ds’
E( ¢y ) ( ) (j; 9 (s)as) = ( )f; E( ¢ (s))

expression qui converge vers O quand t =4 d'aprés le lemme 9 .,

t (s) t
Par suite, le processus (f ds f (B4 —Bs)2 -/ ds Y(a) s t <4 )
0 0

1 ) 4
2
converge dans L° vers -‘é k'(s)(B‘ -Bs)d(is +~[O (((I.B)u aB,

d'ou la proposition 8 ,



351

2.2, Sur la convergence de certaines intégrales riemanniennes.

Nous avons essayé de généraliser la proposition 8 en étudiant

4
des intégrales du type j. ?(s) \Bq -lep ds ;3 nous n'avons obtenu
0

de résultats que dans le cas déterministe, résultats que nous pré-

sentons aprés avoir changé s en (4 =-s) !

4
Proposition40 : Soit f : ]0,4] —» R, telle dque f f(u)du  »
a

pour tout a > O . Notons B': = sup |Bgl, S; = sup B, et Ly le
s t st

N

temps local de B en 0, pris en t. Alors, pour tout p» O, les cing

intégrales sulvantes sont simultanément flnies, ou infinies P p.s. ¢

' 1
(1)_(O £(u) |Bu\2p du , (i1) fo f(u) 2P au ,

4 4 1
(111)g £(u) 12P au , (iv){ £(u) (B *Pau , (v)fo f(u) P au .

Démonstration s 4) notons encore Tt = sup ('Bs) s Ty S et L ont

- s¢
a * o L

méme lol et T (B, S{ B, |BlI{ B { T + S , En outre, d'aprés un
théoréme de Paul Lévy, S - B a m8me loil que [B| ; soit Cp une cons-

tante universelle telle que :

2p
(x+y) " < cp(x29+y2p) (x, y € IR, ) ; alors :

4

1 A
2 2p 2
]0 f(u) suP du € cpifo f(u) (8,-B,)"" au + jo f(u) B\ p du} .

(1), (11), (111) et (iv) convergent ( ou divergent ) donc simultané-

ment, De méme,
A . 4
B( fo £(u) 1B|%P au ) = (f £(u) vP au). E(|B,[2P)
- 0

et la convergence de (v) implique celle de (1) .
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2) Nous supposons mailntenant que (1) converge, (B, -B ,ug4d ) a
A4 " (4-u)

méme lol que (Buﬂ1<4) s par sulte, (1) et (iv) convergeant simul-
1 2
tanément, f £f-u) sup(IBA—le p,u\<s$1 ) du est P p,s, finile ;
0
en particuller, d'aprés le lemme 9 ,
ep (©
(43) 1im sup {'34'Bt\ Jr £(4-v) dv!
t 4. 0
2p t
£ 1lim sup {sup(|B ~Bg|"",t { s¢1) f(4-v) dvi= 0 .
A N PN
t1 0
t .
Particularisons encore : lB‘-BtIZP J' f(4-v) dv converge vers 0
0
en probabilité quand t tend vers 4 , d'od pour tout €y 0 ,

t
{m P(I1B, -B¢| %P |  fU-v)av Y € )
tih ol fo a7

1)
o
-

—_ t ' -4
_ 2p -t)P -
= P \BPPye [u-v) fo tU-v) av] )

ce qui nécessite :

4
—— t R

(44) 1im (4-t)pf fA-v) dv = 1lim tp[ f(v) dv = 0
tM 0 t>0 %

3) Supposant toujours que (1) converge, notons ( voir la démonstra-

tion de la proposition 4 ) ,

5 B
Ay =y £(4-v) |B,-By|™" av  ( E(Ay)<+o pour tout t<4) ,

K est continu, H - K est une martingale ( lemme 6-a) ) de la filtra=-

tion brownienne, donc est continue, Par suite ( lemme 5 ), 1 mHt
MM

est finl sil, et seulement si (v) converge,
Mals nous pouvons majorer ( volr la démonstration de la proposition 4 )

Ht par ¢
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2p ¢t
(42') cp(ll-t)pffﬂ-v)d" + of) |B4 -B| fo f4=-v) av

t
2 2
+ cp[o £(4-v) \B4-Bv‘ Pav ;
d'aprés (43) et (44), on a donc 3
{_[4 f(4-v) |B _Bv‘2p dv (oo} < {lim sup Hy <ﬂ} 3
0 4 51

la convergence de (1) implique donc celle de (v).

1 B2

—2 du = P p.so.

Exemples ¢

2) 81 fe Lloo(]""] ) »£7 0,

f(u)
—_ du <00 ’

u

o~

f f(u) |Bu‘du Lo si, et seulement si
0

2
B N
f flu) — du {® si, et seulement si f f(u) du <@ 3
0 u 0

on retrouve ainsil ( heureusement! ) les conclusions des propocsitions

4 et 8, dans le cas ol (f est déterministe,

Divers théorémes d'équivalence en lol nous permettent de déduire
de la proposition 40 , la convergence ou la divergence d'autres

intégrales riemanniennes,

Proposition 4 : 4) Soit (Bysty O) un mouvement brownien réel issu de O.

On note T, = inf( ty O, By =4) ., Alors, pour tout p tel que 4 p<2,

ds

fT4 ds < s {T4
on a —_— o P p.,s,, mais : -~ =00 P p,s.
o (4-B,)P = Jo (-8R

2) Soit (RB(t),t;O) un processus de Bessel d'ordre 3, issu de O ,

Alors, pour tout p tel que 4{p< 2, on a :

du du

{ ® P p.s.,, mais - = o P p,s,
0+ R:S(u)p 0+  Rz(u)
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Démonstration : soit p tel que 4{p< 2 .

T -
4) La convergence de l'intégrale f 4 as (4 -Bg) P édquivaut

0

ast. (T, -p
évidemment 3 celle de J = ds 4 (4 -B,) .
0 (Bgy 0)
si, pour tout ae€ IR, L% désigne le temps local en a de (By,t30) ,
4

pris au temps t = T, ( d'aprés le théoréme de Trotter, il existe une

version continue de: a —¥ L,% ) ,onaz
A 0 4
J = f da (4-a)”P 12
o b,

Or, d'aprés un théoréme de D, Ray EM] et F, Knight ['7] s le proces-
sus (L;;a,o < asoi ) a méme lol que le carré d'un processus de
Bessel d'ordre 2, 1issu de O,

Ainsi, si (X,Y) désigne un mouvément brownlen & valeurs dans IRZ, :

iasu de 0, la variable J a m8me loi que

1 1
-g)"™ 2 2 = -p 2 2
_g da (4-a)"P {x(‘_a)a, Y“_a)} [0 db b (x,b +Y5) .

Cette derniére intégrale est d'espérance finie si 4{p< 2, et on a

prouvé ci-dessus qu'elle est infinle P p.s. sl p=2 ,
2) Rappelons que: 1lim Rs(t) = P p.s,.
tae

Donec, si 1l'on note 7, = sup( t, Rz(t) =4 ), ona P(f<e0 ) =4,
Ainsi, la convergence de f du R;S(u)"p équivaut & celle de
O+
L7
aér,

K = ( du 4 R;,’(u)'p
0 (Rz(u)<4 )
1
= f da a-p e
]

ol, pour tout a » 0, ( e:,t)o) désigne le temps local en a de R

4
a = f da a’P ¢% ’
T4 o [

3

( & nouveau, il existe une version bicontinue en (a,t) de 8 ).

Un second théorédme dl & D. Ray et F, Knight affirme que le processus
( Qi ,a) 0) a pour loil celle du carré d'un processus de Bessel

d'ordre 2, d'ol le résultat cherché, d'aprés l'argument utilisé dans
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la démonstration précédente.

Remarque : Le premler auteur étudie, dans un prochain article [5] ’
1l'hypothése (H') relativement & la filtration naturelle 'g’ du mou-

vement brownien réel, et & définie par :
pour tout % = n ¥ v (T,) .
’ (}t £90 { t+€ 4 }

I1 montre, en particulier, que (Bt) est une isemi-martingale, ot

T ds
1'intégrale f 4 — joue alors un rdle analogue a celul
0 (4-B)
]

1 2
(By -Bg)
Jjoué par ( ~2 8

lnd
ds dans notre étude du grossissement de 5
0 (4-8)°

4 1l'aide de B4 .

3. Grossissement de flltration et théorédme de Girsanov,

On donne ici deux contre-exemples & (FA 2) ( pour la formula-

tion de cette assertion, se reporter & l'introduction ).

3.4 . Le cas discontinu.

g désigne lei la filtration naturelle d'un mouvement brownlen
réel, issu de 0, D'aprés Dudley et Gutmann [2] s 11 existe un pro-

cessus de Polsson (N s nul en 0, adapté & la filtration ﬁ .

)
%o
Notons (?t) ga filtration naturelle ,

Alors, si (ﬁt = Ne- t, £ 0) est la martingale compensée ( pour?)
de (Nt)’ N est un processus g prévisible 4 variation finile .,
Alnsi, (FA 2) n'est pas vérifide, puisque dﬁt n'est pas absolu-

ment continue par rapport a d<'ﬁ,ﬁ7t = dt ( le crochet est &videm=-

ment relatif & la filtration 5 ).
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Notons encore que, dans ce cas, l'hypothése (H') est vérifiéde,

pulsque toute ?martingale ( locale ) est & variation finie .

3.2, Le cas continu,

g.désigne encore la filtration naturelle d'un mouvement

brownlen réel B, issu de O . Pour tout t ) 0, on note St = sup B_,
st %

et Yt =2 St - Bt

de Bessel d'ordre 3. D'aprés ce résultat, si 1l'on désigne par (’Jyt)

« Jo Pitman [4(3 a montré que Y est un processus

la filtration naturelle de Y, il découle de Jeulin [4] que (?t) est

la filtration naturelle du mouvement brownien réel
(45) ? = Y - .f' A 4 .
0 YS

D'aprés (45), Q est une (é,semi-martingale telle que (3 - A soit
une gmartingale, sl 1'on note A = 28 - f _'1__ ds ,
0 Y4
Mais, (FA 2) n'est pas vérifiée, dA n'étant pas absolument conti-
nue par rapport & d<(a,§7s = ds ,
En effet, la propriété de densité de temps d'oceupation pour les

temps locaux d'une semi-martingale entraine que :

t
pour tout t, jr 4 as = 0 g
0 (5g=X4 = 0)
t t
par contre, f 4 dAg = 2] 4 dsy, =28, ¥ 0.
0 (S,-X_ = 0) 0 (¢ = X)

Pour 8tre complets, notons que contrairement & ce qui se passait
en 3.4 , la propriété (H') n'est pas vérifiée pour le couple ( F ,g, ).

En effet, une légére variante des arguments utilisés pour démontrer
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1'équivalence de (i) et (ii) au théoréme 3 montre que, pour que
(H') soit vérifide, 11 faudrait, en particulier, que pour toute

fe IE([O,d], ds) , 1'intégrale .jo f(s) \dAS\soit convergente,
+

Les mesures dS, et du é&tant étrangéres ( on vient de le remarquer ),
4
Y

ds

on a @ ldAsl = 2 dsg +
s

D'ol J; f(s) \dAs|<a: P p.s. = 1’O+ f(s) as, {® P p.s.
+

1 -
soit al (u) = u™® (-logu)® 4 (3< pg1)
o alors g(u) u gu) (0< ugd) 5 <

g(u)
. du .

u
g(u)
f(s) ds_ = S, —— du =@ ( Proposition 40 ) ;
0 s o+ Y

(H') n'est donc pas vérifiée .

3.5. Remarque finale,

Hormls les deux cas que nous venons d'étudier , de nombreux
exemples de grossissement de filtration gque nous avons rencontré

vérifient (FA 2) ; citons, par exemple :

- le grossissement d'une filtration 4 1l'aide d'une partition dénom-
brable d'ensembles Ggraesurables ( P.A. Meyer [9] ) s

- le grossissement d'une filtration ?’, pour faire d'une fin d'ensem-
ble ¥ optionnel un 3 temps d'arrdt ( M, Barlowﬁ] et Jeulin-Yor [6] y
par exemple )

- volr aussi le paragraphe A de [é]; ete...

Indiquons enfin que, si 1l'on tient encore, aprés les deux contre=-

exemples précédents, & rapprocher grossissement de filtration et
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changement de probabilités, via "le théordme de Girsanov", 11 faut
stautoriser & considérer des couples de probabilités P et Q quelecon-
ques ( 1,e, sans relation d'absolue continuité )., La variante du
théoréme de Girsanov obtenue dans ce cadre général ( Yoeurp-Yor BB] )

ne fait plus alors apparaltre de relation d'absolue continuité

entre mesures aléatoires, comme c'était le cas lorsque Q <§ P .
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