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FONCTION MAXIMALE ET VARIATION QUADRATIQUE DES MARTINGALES
EN PRESENCE D’UN POIDS

par A, BONAMI et D. LEPINGLE

§ 1. Introduction. Soit (@, &,(% t)t - P) un espace probabilisé
-nLrocuerion >0,
complet filtré, la filtration ( Q?t] étant continue & droite, contenant

les ensembles négligeables de & , et engendrant % . Pour toute martingale

uniformément intégrable X , on note
»
X = sup IXtI
t

la fonction maximale associée. Les inégalités de Doob affirment que si

p > 1, 11 existe une constante cp telle que
-
(. e[(xXHP] < o, ELXIPT .

Soit Z wune variable aléatoire strictement positive d'intégrale égale &

1, et soit Zt =E [Z] Q?tJ la martingale associée. On note P 1la
probabilité Z.P , et on s'intéresse & la question suivante : & quelle

condition sur 7 existe-t-il une constante Cp indépendante de X

telle que
1.2 E[dYP] < o E[Ix_|P] 2

Ce probléme a été entiérement résolu dans le cas des martingales dyadiques

(c'est-a-dire pour Q = ]0,11 , dP = dx , ?Fn la tribu engendrée par le:
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n, (k + 1) 2—n] , k= 0,1,...,2n—1) par Muckenhoupt ([8],

intervalles ]k 2
voir également [3]) . S'inspirant de ce cas particulier, Izumisawa et

Kazamaki ont dans [6] introduit la classe de poids (Ap] .

Définition 1. On dit que le poids Z. satisfait & la condition (Ap) ,

ol p > 1, s'il existe une constante Cp telle qu'’en dehors d'un

ensemble de probabilité nulle, pour tout t > o,

c B
p

N

]
- -1
7, (E[2” 57| tgt]lp

Ils ont montré que
si Z EE(AD ), 1'inégalité (1.2) a lieu pour tout p > Py et pour
L.}
toute martingale uniformément intégrable X . En méme temps, ils donnent

une condition assez technigue pour que, si Z € [Ap] , i1 existe € > 0

tel que Z € (A__ ) .
p-e

Le point de départ de ce travail était de montrer que
si Z€ (Ap] et s'il existe une constante C telle que

sup Z, /Z, & C, alors il existe € >0 tel que Z € (A )
t t-" 7t p-e

11 en résulte que dans ce cas 1l'inégalité (1-2) a lieu pour toute
martingale X uniformément intégrable.

Cette propriété des poids Z € EAp] tels que sup(Zt_/Zt] < o,
t

qui avait été signalée dans Eﬂ , a été également remarquée par

C. Doléans-Dade et P.A. Meyer (Eﬂ].
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Nous renvoyons donc le lecteur a leur excellente rédaction,
et nous nous contentons de montrer dans le § 3, & 1'aide d'un
contre-exemple déja donné dans D] , qu’il existe des poids Z € (Ap)

n'appartenant & aucune classe (Ap_e),e > 0 . Toutefois, dans le

contre-exemple étudié, 1'inégalité (1.2) a encore lieu. La question est
donc encore ouverte de savoir si la condition (Ap) entraine en toute

généralité 1'inégalité (1-2).

Dans le § 2, nous étudions les inégalités & poids pour la
variation quadratique. Rappelons que si X est une martingale locale,
sa variation quadratique [X] est le processus défini de la maniére

c d <

suivante : X admet une décomposition unique en X + X  , ol xC

est une
martingale locale continue, Xd une somme compensée de sauts nulle en

zéro ; on pose

[, = <%+ ) (AXS]Z ,

ou <Xc>t est 1'unique processus croissant continu adapté At tel que
(XCJZ— A soit une martingale locale nulle en zéro. Il est bien connu
[7] que si X est uniformément intégrable, [X]°° est fini p.s., et que

si p>1
(1.3) E[[X]:/Z] < e e[Ix_IP] .

Nous montrons que si Z vérifie la condition [Ap] et si

0<csg2Z /Z sC, 1l'inégalité a poids
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) B[P <o) EIX,IP]

a également lieu. Pour ce faire, nous établissons diverses inégalités a

-
poids entre [X]m et X gui généralisent celles de [B] .

Dans ce qui suit, lorsque p est pris > 1 , nous poserons

1
V=27 p-1 et Vt = EDM 7 t] . Nous supposerons avoir choisi des

s

versions continues & droite, pourvues de limites & gauche des processus

Zt et Vt , etsi Z € (Ap) , telles que 1l'inégalité

ait lieu pour tout t , en dehors d'un ensemble négligeable de Q .

Nous avons par ailleurs Zt th—1 > 1 comme conséquence de 1'inégalité
de HGlder appliquée a 1 = E[Z Vp-1| th]. Rappelons que sur
P
‘?t,%ﬁ-=2t,etque 1'on a

€ 5 elxl 9] el 5]

Citons enfin le lemme suivant ([4], § 8) :
Lemme (ou inégalité de HElder inverse) : S{ Z € (A,) et 4148 existe
une constante C Zelle que sup Z,_ /Zt <C , Lexiste §>0
et ' tels que, quel que s0it t.,

1+8 '
e IT ) coy,

§ 2. Fonction maximale et variation quadratigue

Izumisawa et Kazamaki ont également obtenu dans [5] des conditions
pour que les inégalités de Burkholder-Davis-Gundy qui relient fonction
maximale et variation quadratigue soient encore vérifiées pour la probabilité

P , mais ils se sont restreints aux martingales & trajectoires continues.
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Nous reprenons cette question par une méthode différente valable pour des

martingales quelconques.

Rappelons qu'une fonction ¢ sur R, est dite & croissance modérée

si 1 ¢(0) =0, ¢ est convexe et croissante , ¢(2X) < C ¢(A) pour

tout A >0 .

A c6té de la condition [Ap) (p > 1), 11 est naturel d'introduire

la condition (Ap) obtenue en permutant les réles de P et P . Nous

dirons que Z € (Ap] si en dehors d'un ensemble de probabilité nulle,

1
1 (Efy P 1 p-1
zt [E[Z | ‘fit]) < Cp pour tout t > 0 .

Remarquons qu'une forme équivalente de cette condition est

£ P
p-1 p-1
Efz 5] < o, 2,

Nous dirons de plus que Z € (Aw) s'1l existe un p > 1 tel que

Ze (A) .
P

’

Lemme. S{ ze(Ap).VAe'F , Mt o

El, 1§ 1P cc el | 5]

Preuve. D'aprés 1'inégalité de HSlder
= 2,1/ - = p-1 -1
Eh,z P | 10P <[,z s JERPT |8 0P

1
1 =2 p1 p-1
EDA l@t]'z—;(E[Z Igt]]

)

c, E[1A 15,0 .

Proposition 1. Soit M une martingale uniformément intégnable verifiant

IAMtI $ 5. pour tout t >0 , o0 S est un processus croissant adapte.

Supposons que 7 vérifie La condition tﬂp] . 1L existe alons deux
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constantes c, et c, ne dpendant pas de M tebles que s B> 1,

0<8§<B-1,r>0,

2
FUIL% > en, 1T vs < 8 g c1(7‘§—2—-)1/p GRS
g%-5°-1

§

2/p z,.%
2(6-6—1] P(M > )

Fm s ax L 1172 Vs, < o0 <o

Preuve. Bornons-nous & démontrer la premiére de ces inégalités de distribution,

a lzaide de la méthode habituelle [i] . Posons
. 2
T = inflt :|[M], > 2}

S = inf{t : ::5 ] vs, > e

M’ M 3

t = Meemins T Mras

M' est une martingale edaptée & la filtration (g}t = % t+T] , et sur

1'ensemble A = {[I"I]l/z >BA, S =},

W], - 0. - 0, - [, - o - [l > (68° - 82 - 12

et par conséquent

EDAI%o]fED{Wsz mz-sz—wlf}HaJ
) (], l%o)

®2-5%-112°

(zom )? [(%O)
2

(8%-8%-12

"

352
T

/N
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D’'aprés le lemme,

2
2 § 1/p
5(1 | Ca ) < (8 Cp =) .
p ’
A 0 82-62—1
1/2
comme {T < «} = {[M]m > A} é€ % o et que de plus Ac{T < »} ,

-~ 62
PLA) & ¢, g

) )P BT < .
g2-52-1

La seconde inégalité de distribution se démontre de maniére analogue.

et
Proposition 2. S& 7, /7, c, powr fout t >0 et s{ BYun processus
crodissant adapte, nul en zérno, de compensateuwr prévisible A , alons pour

fLoute fonction ¢ a crodssance modénée,

é[@;(Aw]] <c E[¢> (Bm)]
Preuve. D'aprés 1'inégalité de Neveu-Garsia ES,?] , 11 suffit de

démontrer que pour tout temps d'arrét T ,

E(a, - ATI(-?T] <cC é[BwI?T]

), A, =1 (A -A ], ol

et en fait (en posant B', = ’ID(Bt - t b t AT

t Btl\T

D ECF' T] il suffira de démontrer que é[AJ <C E[Bm] . Or

el - E[r 2 ) g e, E[r 2 ) = c, E[J: z ) = c Ef8) .

s]

Théorgme 1. S{ Z € (A)) et &d 2, /7, ¢, , alors pour toute fonction

¢ a4 crodssance modénde, iL existe deux constantes c et C felles que
e Elo0x™) < €[] < c Efsrx™)

pour Ztoute martingale uniformément intéarable X .

Preuve. Nous suivons la démarche de la décomposition de B. Davis (voir par

exemple [2]] en posant
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St = sup IAXS|
s<t

1
N, = ] ax_ 1

t s<t s {lAXsI > 2 Ss-}

2 P 1
N le compensateur prévisible de N
N = NII - N2
M=X-=N.

On vérifie qu’alors I | dn |t $2s5,&4X et ]AMt[ <4 St—
e}
I1 résulte alors de la proposition 1 ci-dessus et du lemme 7.1 de Eﬂ

que

E(C[L%) o Elom™) + c Efsts,))

/A

c E6x")) « c E[6tn))

c E(s0x™) + c é[¢(r )
o

/A

ol c¢ varie de place en place ; la proposition 2 montre que

E[qb(r lanl ) « ¢ E(ors)] < c Eforx™)]
(o]

ot comme [N]l/Z < [ |dN|S , nous avons la deuxiéme inégalité
o

E(DAYD) ¢ c Efex™)

la premiére se démontrant de fagon analogue.

Théoréme 2. S{L Z vérnifie La condition (Ap] et 8'4il existe deux
constantes c, et c, Zelles que o & c, § 2,77, ¢ C, pour tout
t >0, A existe alons deux constantes c et C zelles que pour toute

martingale uniformément intégrable X ,
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o e(1xIP) < e( 0P < c (I I°) -

Preuve. En utilisant le théoréme 1, nous obtenons le résultat
si Z vérifie (Ap] » (A) et si Zt- /Zt< c, Supposons maintenant
que Z vérifie (A) et Z /7, ¢ . . Alors, si p' est le
p t t- c1
. . 1 1 s . RN
conjugué de p (E- + E’T = 1) , on peut vérifier que V satisfait a
- =
LI
(Ap,] , et que Z =V pr-1 . Le lemme préliminaire du § 1 prouve que Z vérifie
1'inégalité de HOlder inverse, ce qui est équivalent au fait
que Z € [/300) .
§ 3. Etude d'un exemple. Nous avons dit que si Z appartient

a3 la classe [Ap) et si Zt- /Zt < C, il existe € >0 tel que Z

appartienne & la classe (Ap_el . La condition Zt- /Zt\< C est

évidemment satisfaite lorsque la martingale Zt est continue. Si

7€ [Ap) , elle est équivalente & la condition Vt/vt- < ¢ . En particulier,

soit (@n] une suite croissante de tribus atomiques pour lesquelles
Y
il existe une constante K telle que, si A est un atome dea;n et A

1'atome de(.rf' n contenant A , P(?\l) /P(A) ¢ K . Alors, si Vn est une

-1
martingale positive, Vn/vn—1 £ k puisgue sur 1l'atome A€ ‘S” n?

Vv S I V‘_| dP > Vrl E’—E—A—] . Dans ce cas (et c'est le cas des tribus
A

LRS! PR
dyadiques sur JO,1]), la condition supplémentaire Zn-‘l/zn < C est

conséquence du fait que Z € (Ap) .

Soient par contre Q = ]D,’l] ‘(};‘n la’ tribu engendrée par les
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: 1 1 B
intervalles ]TFTTT' , RTJ‘ k =1,...,n , P la mesure de Lebesgue.

Nous allons montrer qu'il existe un poids Z qui satisfait & la

condition (A,) sans satisfaire & la condition ( ) , et ceci

2 AZ-e

quel gque soit € > 0 . Comme (E; - est la tribu engendrée par les

1

o , k€ N’ , Z est entiérement défini par la

intervalles ]TK%TTF‘

. 1 1
suite zk de ses valeurs sur ][—kr‘l—)—' ) 'l?'_] Prenons
K -1 K 1 1
= 1 N - I (— = —————
z =b2 /kl , 00 b T2/ G T
1
1 1% k
Soit V=2 =0 z ki 2 1] 1 1 ] + On calcule que
! (k+ 13T " kI-

0
e(v')> % T 2R e s oy,
1

Donc, si € >0, Z¢ (AZ—e) .»Montrons cependant que Z € [A2) . I1

suffit de montrer que pour tout n ,

1/n! 1/n!
(n! I V dx) (n! f Zdx) L C.
o o

1/n! Kk n
-1 _ Kk 1 1 2 2
Mais b I Zdx = z 27 /k! (W W) < < 2

~ N
o k>n k>n [k!]2 En!)

2

De méme,

~

1/n!
b f vdxg § 2 f-2™
o k>n

D'ol 1'inégalité cherchée avec C = 4 .,

On peut néammoins montrer dans cet exemple que’quelle gue soit

la martingale uniformément intégrable X , 1l'inégalité
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@ e[ s E(xY)

est satisfaite. En effet, si X = xk sur ]——1——— ) 1—3 ,
(k+1)! k!

(k)2

Posons y, = x, 2k/k! . Alors, si Y = z Y 1]2—k—1 z—k]
’ ?
1 1/2
2[ X2 Z dx 2 I Y2 dx .
s

Soit (g} h) la famille de tribus sur JD,%- telle que (a_n soit

engendrée par les intervalles ]2_k-1 , 2_5] , k& n . Soit Y. la
fonction maximale associée & Y pour cette famille de tribus. Il
résulte du théoréme de Doob que

1/2 1/2
(4.2) f v % dx < C f v? dx .
(o] o]

Nous aurons démontré 1'inégalité (4.1) si nous montrons que sur

1 T . 5 A 1 o k. ¥
]T?TTTT P k] ,» X prend une valeur X, majoree par k! 2 Y+

ol y; désigne la valeur de v* sur ]2_k—1 B 2_5] . En effet, nous

aurons alors

2 k 2 172
« 2 . 2 * -k 2
[[X ¥ Zdx g} e o2 <] Y 2% I (Y ) dx

On conclut ensuite en utilisant (4.2) . Montrons donc que

» -k
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1/n!
X
Mais x, = sup {x, , sup n! f X dx} .
k
n<k o]

Or

et

1/n} -3 on =
n!fo defn!JZny.Z <2y .

Comme la suite n! 27" est croissante, on en déduit 1'inégalité cherchée.

k
Remarque. Plus généralement, si p > 1, si 1l'on choisit z = b(%T)p 1 ,

on peut montrer que Z € (A_) tandis que =z ¢ u (A ) , et que
P €50 p-€e

1'inégalité

E(x?) < c E(Ix.!9)

est satisfaite quelle que soit la martingale uniformément intégrable X .
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