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UN CRITERE PREVISIBLE POUR L'UNIFORME

INTEGRABILITE DES SEMIMARTINGALES EXPONENTIELLES

J. MEMIN et A.N. SHIRYAYEV

I - INTRODUCTION

Soit X une semimartingale et ¢(X) 1la semimartingale
exponentielle de C. Doléans-Dade [1] , solution de 1'équation dif-

férentielle stochastique

2, =1+ [5 2, dX

t S

Soit (a,B,v) le triplet des caractéristiques locales de
X supposée spéciale, et soit 1t = inf {t : E(X)t = 0} avec la con-

vention inf ¢ = =,

Nous montrons dans cet article le résultat suivant

I - 1. THEOREME

S'il existe une constante C telle que

2
X

Vlady + 6o 1+ x|
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(o V(a) désigne le processus 'variation de o)

alors la famille E(X)t , toe R" est uniformément intégrable.

Ce théoréme généralise un résultat de Kabanov-Litpzer-
Shiryayev [6] obtenu quand X est une martingale locale, £&(X)
€tant supposée positive ou nulle et un résultat analogue de Mémin [§]
ol cependant les hypoth&ses faites n'étaient pas traduites en termes
de caractéristiques locales de X ; par contre il n'y avait pas dans

~

ce dernier travail de condition de positivité imposée 3 £(X).

La méthode suivie consiste i se servir de certaines décom-
positions multiplicatives introduites dans [8] pour les semimartingales
exponentielles et & utiliser des crité@res d'uniforme intégrabilité de

€(X) lorsque X est soit une martingale de carré intégrable, soit

une martingale a variation intégrable, figurant dans [6] et dans [7].

II NOTATIONS ET RAPPELS

Soit (Qﬁ?ZCF;),P) un espace probabilisé filtré remplissant
les conditions habituelles ; tous les processus sont définis sur cet
espace et sont 3 valeurs réelles. Si X est un processus et T un

temps d'arrét on note ' le processus arrété 3 l'instant T . Si X

~

est continu & droite et admet des limites 3 gauche X est le proces-

sus défini par

AXt = X0 si t =20
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La notation X_ dé&signe la limite presque sure finie ou

infinie de Xt lorsque t tend vers 1'infini si cette limite existe.

On note JZloc 1'ensemble des martingales locales M ; v
est 1'ensemble des processus continus a droite, adaptés, nuls @ 1'ori-
+ 2 2
gine, 3 variation finie sur tout compact de R ; quand A est €lément

de V- , on note V(A) 1le processus "variation totale de A". Jﬁloc

est 1'ensemble des éléments A de 27 3 variation localement intégra-

ble ; on notera alors A le compensateur prévisible de A ; rappelons

que tout €lément prévisible de V- appartient 2 ngoc . On notera AS

la partie continue d'un élément de v, Quand M est élément de Jﬂﬁoc

2 o .
et M localement intégrable, on note <M,M> le processus croissant

prévisible unique tel que MF-<M,M> appartienne a /lloc.

Une semimartingale X est spéciale si X peut &tre décom-

posé en

(2.1) X=X.+M+A od Medh

0 , M0 =0, A e V- et est pré-

loc

visible, X étant une variable aléatoire P.p.s finie. Une telle dé-

0
composition est unique et constitue la décomposition canonique de X ;

c
on note X

la partie continue de la martingale locale entrant dans une
décomposition de type (2-1), malgré l'ambiguité de cette notation lors-

que X est élément de U .

Soit X et Y deux semimartingales, [X,X] est le proces-

~

sus variation quadratique de X égal a

[)(,)(]t = <XC,XC>t + 0: AXi et [X,Y] est défini par
<s<t

[X,Y] = 1/4 [X+Y,X+Y] - [X-Y,X-Y]) ; [X,X] et [X,Y] sont éléments
de V©. H étant un processus prévisible localement borné on peut dé-
finir 1'intégrale stochastique de H par rapport a3 X ; on notera

H. : . =
X le processus obtenu : H.X, I[O,t] H, dXg .
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On note enfin ¢(X) 1la semimartingale solution de 1'équa-
tion stochastique : Z = 1 + Z_ . X ; cette solution est unique et

donnée par la formule

— - - C C - 0
(2.2) £EX), = exp[xt Xg = 1/2 < X°,X >}t 0<g<t 1+ 8X,) exp( bX,), t<

L'expression (2.2) permet d'obtenir facilement la relation

(2.3) E(X) E(Y) = (X + Y + [X,Y])

Pour toutes les questions touchant les notions introduites
ci-dessus, martingales locales, semimartingales, intégrale stochastique,
on peut se reporter au cours sur l'intégrale stochastique de Meyer
([9] p-.245-400).

On note u 1la mesure aléatoire 3 valeurs entiéres associée

aux sauts d'une semimartingale X ; u peut &tre défini par la relation

(2.4) wlw,dt,dx) = § I e(dt,dx) » €. mesure de
0ss {aXg(w) # 0} (s,8X_(w)) a.

Dirac. u est une mesure de transition positive de (QS:) dans

[0,»[xE muni de 1a tribue[o’m[m € ot E=R- {0} et £ désigne la
tribu des boréliens de E . Si y est une fonction définie sur

@ x [0, x E, 3)&%[0,00[ ® ¢ mesurable, a valeurs positives, y . u

est le processus croissant 3 valeurs dans R+U « défini par
t
y . ut(m) = IO IE Y(w,s,x) u(w,ds,dx).

Soit & la tribu prévisible sur ¢ x R+ ; on note‘ v le
systéme de L&vy de X , c'est-ia-dire la mesure aldatoire unique telle
que : pour tout vy @@ £ mesurable positif, le processus y . v
est croissant prévisible et lorsque E[y . ut] < » pour tout t fini

~

on a: E[y. “t] = E[y . vt], ce qui revient a dire que le processus
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y . v est le compensateur prévisible de y . w . (v est encore ap-
pelée plus généralement la projection prévisible duale ou compensateur
de ).

Pour les questions touchant les mesures aléatoires et leurs
projections prévisibles duales on peut se reporter a Jacod [4] et a [6].

On appelle caractéristiques locales d'une semimartingale spé-
ciale X 1le triplet (o,8,v) unique ol

a est le processus prévisible é&lément de ngoc intervenant
dans la décomposition canonique (X = XO + M+ o)

g = <x,Xx%>

v systéme de Lévy de X - X

0
(voir [5] , ou les articles de Grigélionis [2], [3]).

III - DEMONSTRATION DU THEOREME

Soit X wune semimartingale spéciale de décomposition cano-
nique

X=X,+M+ a

0

Faisons une remarque préliminaire : ayant E(Xt) = 0 pour

t > 1, 1'uniforme intégrabilité de la famille E(X)t,t € R+ est équi-

~

valente 3 1'uniforme intégrabilité de la famille E(X)tAT , te R"
donc 3 celle de la famille E(XT)t , t e R+. I1 est facile de voir que

X' admet comme caractéristiques locales le triplet (a' B8' v') ol

T T P ALz T
o et B désignent les processus o et B arrétésen T , et v

le systéme de Lévy de X' 1ié a v par

v (w,[0,t] x F) = v(m,[O,tAr] x F) pour tout t fini et
F e £. On a donc & montrer l'uniforme intégrabilité des E(XT)t a

partir des hypothéses
T T xz
V(e ) + B_ + - Y
1+ x|

g8 ~

LA
(@]
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Dans la suite, pour ne pas alourdir les notations, on écrira
. T T T T
X, a, B, v au lieu de X ,a ,8 ,v .

La démonstration proprement dite est découpée en plusieurs

lemmes. On notera XO la semimartingale nulle en 0 définie par

X0 = X - X0 ; on a la relation

G- e, = exd),

Soit X1 la semimartingale définie par

-+ —

xi = 7 axP1 0 et soit Y=X"-X , ona
sst 5 (|aX[>1/2)

alors le lemme

ITIT - 1. LEMME

a) Y est une semimartingale spéciale de décomposition canonique

Y, =N +A_ o Ne M , N. = 0

loc 0

A est prévisible et appartient 3 ééioc

b) On a les majorations suivantes pour les sauts des processus
Y,N,A : Pour tout t <= [aY | < 1/2 ;5 |sA.| < 1/2 ;
|ANt[ < 1.

c) Sous 1'hypothése du théoréme 1I-1., on a

V(A)w < 3C et <N,N>_ < 6C
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Démonstration :
Comme pour tout t < =, il y a un nombre fini de sauts de

x0

d'amplitude supérieure ou égale 3 1/2, le processus X1 appar-
tient 3 U7 ; donc Y est une semimartingale ; mais par définition
on a IAYtI < 1/2 , et une semimartingale 3 sauts bornés est spéciale
([9] théoréme 32) ; on peut donc considérer la décompesition canonique

N+ A =Y.

Soit une suite (T )

' a .
) neN de temps d'arrét, localisante pour

N et A . En un temps d'arrét T totalement inacessible on a
Tn Tn Tn Tn
BALT =0 et ANgT =AY, et  [&Np | < 1/2

En un temps d'arrét T prévisible, on a
Th Th Ta Th
sAL" = BLaAM|Fp ] = E[aY MFr ] car E[aN"|F{ ] =0, de sorte

T T T T
que |AATn| < 1/2 et |aN P < |AATn! + IAYTn| <1 d'od le résul-

t
tat b) en faisant tendre n vers 1'infini.

0 X] + Y = X1 + N+ A=

X' =% s Mmea - ¥

Pour le ¢) on a X

(X désignant le compensateur prévisible de X1)

M
ainsi o = A + X

n
par conséquent V(A) < V(a) + V(X]).

N
1 4 .
X admet la représentation

%1
t X I{;xlz1/2} © v
t v, < |x| I 5 —x*
e y < | X LAV < LAY
t {|x]21/2} t 14| x| t
XZ

par conséquent V(A) < V(a) + 3
1+]x|
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d'olu la premiére majoration du «c).
Maintenant de N =Y - A on déduit

[N,N]

<N,N> < 2<YC, ¥ 4+ 2x?

2[Y,Y] + 2[A,A] et donc

1A

I{|X|<1/2} PO VIR ZV(A) N

d'ol la majoration de «c)

Le lemme suivant est un cas particulier de la proposition
II-1. de [7] ; étant donné sa simplicité nous le démontrons directe-

ment.

IIT - 2. LEMME

N
Soit V élément de aeloc et V son compensateur prévi-
N

sible avec AVt # -1 pour tout t fini, alors

E(v) = £(L) e(V) o L=——0r | (V-V

Démonstration

Comme AV # -1)——1 ~ est un processus prévisible localement
1 + AV

borné ([9] p.314) ; on peut donc considérer 1'intégrale stochastique

.1 N
L = v - (V-V) et
1 + AV
n v N
E(L) €(V) = g(L + V + [L,V]) d'aprés (2-3)
~ v 1 N N
Mais L, + V, + [L,V]t=—,\,. (V-V), +V, +

1 + AV
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et il est clair que ce processus, comme processus i variation finie,

a méme partie continue que V et mémes sauts

VE = V¢ et (—— . N - ve
en effet ( - 1+ A% .
1+ aV
n n 1 n n
enfin BV = — . (AV - AV) + AV + — 1 (AV - AV)AV
1+ AV 1+ aV

n N
L, *+ Vg * [L,V’]t est donc égal a V_, d'od le résultat.

IIT - 3. LEMME

Soit A élément de loc

sous 1'hypoth&se V(A)_ < K on a les inégalités :

A

E[Sup|&(A) |1 E[Sup €(V(A)) ] < exp(2K).
t t

Démonstration :

On peut écrire |£(A)t| = exp(Ai) | mo (1 + AAS)I ;  comme
s<t

exp(Ai) < exp(V(Ai)) et que V(A)t = V(AC)t ) IAAS| on obtient

sft

le() | < exp(VAS) ) (e laagh = e,

O~
Comme évidemment V(AC) < V(A), on déduit de 1'hypothése que

le(A) | < exp(K) g (1 + [sA_]).
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Maintenant 1T (1 + |AAS|) £() |AAS|)t ; d'aprés le lemme III-2
s<t S

P ———
£(L), e(y IAAS|)t ol
S

on a 1'égalité (] [sA_[)
s

.l ————
L - S (T laa ] - T [8AD
1+ a() IAAS|) s s
S

£€(L) est alors une martingale locale positive telle que E(L)O =1

car L, = 0 ; on a donc E[E(L)t] < E[e(L),] = 1.

0
M~
D'un autre cdté ) [AAS| < V(A) et
s

S —— ~—
£(] 1aA ), < €(V(A)), < exp (K) d'od

E[m (1 + IAASI)J < exp(K) , et par conséquent
s

E[le) I] < E[e(v(A)) ] < exp(2K)

d'ol le résultat puisque tw— E(V(A))t est croissant.

Comme corollaire de la proposition I-1. de [8] on peut ob-

tenir le lemme suivant que nous démontrons encore ici directement.

IIT - 4. LEMME

Soit Z wune semimartingale ayant une décomposition
Z=L+V ol L est élément de J%oc avec ALS # -1 pour tout

s fini, V étant &élément de T .

On a alors la décomposition

€(2) = e(L) e(W) o0 W =V, - ] —
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Démonstration

AL AV
Nous montrons d'abord que le processus ) —S5__3 st
s 1+ ALs

élément de U”. Comme pour tout s fini ALS # -1 et qu'il y a
un nombre fini de sauts de L tels que ALS e [-3/2, «1/2[, pour
se€]0,t] , t <« ona

AL AVS
I - _ < o P.p.s.
0ssst 1 + AL {ALS e ]-3/2, -1/2[}

D'autre part ,

AL _ AV
s s

—s s
0<s<t 1+ oL, (Og £1°3/2, 17200 <

<2 3 |aL_ av_| = 2 V([L,V]), < = P.p.s.
O<s<t s s t

- -

W est donc élément de U~ .

Montrons maintenant que Z = L + W + [L,W] ;
[ ] E ALS AVS X
W+ [L,W V. - § S s, AL AW
t t t st 1+ AL s<t s s

ALS AVS ALs AV
=V, - I ————=+ [ aLg Vg - - =
sst 1+ AL, sct sst 1+ AL

= Vt d'ol le résultat.

Reprenons la semimartingale X du début du paragraphe III,
et Y =N+ A du lemme III-1. Appliquant le lemme III-4. a
X0 =N+ A + X1 on a la décomposition E(XO) = ¢(N) £(B)

1
1 AN (8A_ + 2X()

s<t 1 + AN
- S
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comme dans le cadre de la démonstration du lemme III-3. on a

|£(B)t| < E(V(B))t et par conséquent on obtient

0
(3.2) leXD) | < e(V(B)), e(N), -

Rappelons que |ANS| < 1 pour tout s fini et que

<N,N>_ < 6C

Nous avons maintenant besoin du théoréme suivant que 1'on
peut tirer de [6] lemme 5 pour la partie a) ou de [7] théoréme II-2.

et proposition I-5.

III-S. THEOREME

Soit M é&lément de ‘ﬂz'loc

a) Si M est de carré intégrable et si <M,M>_ est borné, alors
£(M)_ est de carré intégrable. De plus si AMS > -1 pour tout

s fini, ona &¢M)_ >0 P.p.s

b) Si M est 3 variation intégrable et si le compensateur prévisi-

ble de ] |aM_| est borné, alors E(M) est & variation intégra-

s
ble.
D'aprés ce qui précéde on peut appliquer la partie a) de
ce théoréme 3 la martingale locale N ; comme N, = 0 on a donc

0
E[e(N)_] = 1 et on peut définir sur (2,%) une probabilité P'

équivalent 3 P par

o

Pl

- EN,
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On a alors le
III - 6. LEMME

Le P'-compensateur prévisible de V(B) est égal au

P-compensateur prévisible de V(A + X1).

Démonstration :

Comme B = (A + X)C et que V(BC) = (V(B))C , Ce processus

continu étant prévisible, on a seulement a montrer que le P'-compensateur
prévisible de |ABS| est égal au P-compensateur prévisible de
1..8

z (1aAg + 8X_]).

Soit C 1le compensateur prévisible de (IAAS + AX;|). Soit
s

H un processus prévisible positif tel que

A
8

Epn[fo Hs dCS] (EP, désignant 1'espérance relative a P')

Ep, [Jg Hy dC] = E[fg e(N)_ H_ dC.] = E[fj e(N) _ H_ dC_]

= E[[; He e (N) d(z |AAu + AXL[)S]= E[g E(N)__ H, |ABS] (1 + ANS)] =

= E[) E(N) H ]ABS|] =E[tN)_ () H [ABS[)] = Ep, [1] H |aB 1]
S S S

d'ot le résultat.
—~—Pp: /\—/] P
Notons D = V(B) = V(A + X))

(—P' désignant le P'-compensateur prévisible), on a la majoration

D_ < 6C

© -

En effet, Doo < V(A)co + gz;T)E et d'aprés le lemme III-1.
V(A)_ < 3C ; mais V(X') = |x| x| > 172 - Yo
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1,P :
donc V(X') = |x]| I{le > 1/2} 7 Ve

On peut maintenant terminer la démonstration du théoréme.

D'aprés le lemme III-2. on a la décomposition

(3.3)  e(V(B)), = £(U), €(D),

ot U est une P'-martingale locale, 3 variation localement intégrable
définie par U = — . (V(B) - D) ; £({U) est alors une martingale
1 + aD

locale positive ; de plus U satisfait aux hypothéses de la partie

b) du théoréme III-5. ; en effet

1
L1su ] =] - lav(B), - aD_]
s s 1 + aD
s
< ¥ AV(B)S + D
s
P|

et J |aU_|" <2D_<12¢C

s - =] -

S

=

£(U) est donc une P'-martingale a variation intégrable ;
on en déduit que &(N) £(U) est une P-martingale uniformément inté-

grable. D'aprés (3-2) et (3-3) on a donc
lex®y | < eN) . £(U), £(D)
t! - t t ‘t
et comme E(D)t < exp(D)t on en déduit

lex®) | < ), (D), exp(12 C)

mais &(N) £(D) est une P-martingale uniformément intégrable ; on a

donc le résultat voulu.
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