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GROSSISSEMENT D'UNE FILTRATION ET SEMI-MARTINGALES :

FORMULES EXPLICITES.

par J. JEULIN et M. YOR

1) Introduction.

Rappelons le cadre d'une partie de l1l'étude faite en [7) H
(L A ) est un espace probabilisé complet, (gt)t >0 une fil-
tration croissante de sous-tribus de F , vérifiant les conditions
. =
habituelles, et L : N ——"E{+ une variable aléatoire que 1l'on suppose

honntte, i.e. L est la fin d'un ensemble (ft)—optionnel.

On note E.an la tribu engendrée par __l:,, et L , et pour tout t,

>
m
t=m

¢ et A = iAtn(t<L)§ U?A;n(Lgt)})
( attention, en [7) , cette filtration était notés (gt) ).

On a montré en [7] que, si X est une (gt)—sami-martingale, c'est
encore une (gt)—s-mi~martingals. X étant une (gt)-martingalo locale,
on va donner ici la décomposition canonique de la (gt)-semi—martingale
spéciale X, comme somme d'une (Et)-martingala locale et d'un processus

a

(Et)-prévisible a variation bornée.

Précisons, de plus, que l'étude faite ici est indépendante de cells
faite en [7] , et constitue, en particulier, une nouvelle démonstra-

tion du résultat de [7] mentionné ci-dessus.
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L'origine du présent travail a été la lecture de l'article [2]
de M. BARLOW , qui construit explicitement, & partir d'une famille de
(ft)-martingalcs sngendrant l'sspace des (gt)-martingalos de carré in-
tégrable, une famille de (Et)-martingalls engendrant l'espace des

(gt)-martingalls de carré intégrable.

2) Rappels et préliminaires.

On ne fait pour l'instant aucune hypothése sur L. On note 7

" fo.L3

( resp. Z ) la projection fi-optionnells de ( resp.

1 [[O,L.[[ ).

est une surmartingale forte réguliére; comme en [7] , on note

N N

= M - A la décomposition canonique de la surmartingale continue
a4 droite Z :

A est le processus croissant (Et)-prévisible intégrable engendrant Z,
M, = £ (A lE) -

Remarquons que E+ = Z, 2_ = 7 = PZ H

( on note PH la projection (Et)-prévisible du processus H ; Pz sera
notée 2 ).

En outre, on a les relations

(1) 2-2 = Am (2)  zZ + DA = Z_ .
On notera encore T« resp. L~ ) la fin de l'ensemble optionnel
( resp. prévisible ) ( 7 =1) ( resp. ( Z_=1) ), et on dira

qu'un ensemble aléatoire H c:flﬂf\+ est & gauche de L si H est inclus
dans HU,L] .

* Voir aussi la remarque 3), en fin du paragraphe 4, pour de nouveaux

résultats de M. BARLOW, trés voisins de ceux présentés ici.



On a alors la :

Proposition 1 : on_a toujours L~ < T £L et

@) L est la fip d'un ensemble optionnel si, et seulement si,'t =L p.s.

( ce qui est aussi éguivalent a iL =1 ).

b) L est la fin d'un _ensemble (Et)-grévisiblc si, et seulement si,

L =L p.s. ( ce qui est encore égquivalent & (Z_)L =1 ).

Démonstration: l'inégalité Lf'g L et le point b) ont été démontrés
en [1] par AZEMA.

En particulier, l'ensemble ( Z_ =1 ) est & gauche de L , d'odl

1 £ 7 et z_ =1 ) est inclus dans 7 =1 )
(z_=1)
- ~ ~
On a alors facilement L { L et Zt =1 .

Considérons alors la mesure m sur fl*'{+ définie par

m(H) = E ( %~) ( °H : projection (Et)-optionnello de H ),
et le processus croissant (ft)~adapté B associé. Le support du proces-
sus croissant B contient le graphe de t , par définition de la mesure m;
de plus
m (o) = e =1
B ne croit donc plus aprés L , d'ou t £L.

On en déduit alors facilement que ( 2 = 1 ) est le plus grand fermé

optionnel a gauche de L ; en particulier, 2% vaut 1 , d'od l'équiva-
lence des conditions t = L et f =1, et le point a) .

L

Remarques :

a) d'aprés (2), ( Z, =1 ) est gga1 a (z,_=1)0 (AA =0).
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2
Or E(AA ) = E( ZS(AAs’ ) .

P ( iL =1 ) =1 veut donc dire : L est fin d'un ensemble (ft)-prévi-

sible et la surmartingale Z est réguliére.

b) ona 0 € Z-2 = ©°(1 ) d'od

o1 1 ) = 1 (Z-2) =0.
(z, =1 [.] (z = 1)

En outre, les ensembles (Z # Z_) et (Z # Z) étant optionnels minces,

=7 =1).

(ZL = 1) est inclus dans ( Z._=1 L

En particulier, si P (ZL =1) =1, L est fin d'un ensemble (ft)-pré-

visible et les conclusions du a) s'appliquent.

c) si on ne fait aucune hypoth&se sur L, on introduit la filtration

(Et) définie par :

e BN(tgL) = B, N (t< L))

Lemme 1 : soit H un processus (5;)-grévisible. Il existe un processus
(Ft)-grévisible J tel que :
=

H 1 = J 1 .
e Yot gL)
Démonstration: la tribu (E;)-prévisible est engendrée par

fo}xa (heg; =F)et Jt,@f x A (AeB; ) etil suffit
d'établir le résultat pour ces générateurs.

Si A € G; , il existe B dans F, tel que A Nt L) =BN(tg L).
= =

Si H =1 , il suffit de prendre J = 1 .
Ax Jt,ef Bx]t,o[

d) si L est la fin d'un ensemble (ft)-optionnel, la filtration (Et)
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définie dans l'introduction est croissante et continue a droite. De
plus, on a la représentation suivante des processus (Et)-prévisibles,
obtenue par DELLACHERIE et MEYER en [3] » avec une démonstration

différente:

Lemme 1': soit H un processus (gt)-gré!isible. 1l existe deux processus
(F,)-prévisibles J et K tels gue :

H = J, 1 + Kt 1 .
(L<t)
Démonstration: comme pour le lemme 1, il suffit de démontrer le résul-

tat pour H de la forme H = 1 » avec A ¢ G H
A x ]t9 ”[ =t

il existe B et C dans ff tels que :
A s{Bf\(t<L)}U{Cn(Lgt)}.
Notons Tt le (:t)-temps d'arrét Tt =inf (v > t, ?; = 1 ) et

.l’s le processus (ft)—prévisible ( adapté et continu a gauche )

xs‘ sup ( v <s,?v=‘l).

I1 suffit alors de prendre J = 1 et

B 1lt. el

K = 1 1 + 1 1 1
B ]Tt,wl[ C Jt,~f (2 gt -

e) de la représentation des ensembles (G;)-prévisibles sur [b,L]
=

on déduit facilement que

~ pour tout (Q:)-temps d'arrét T, il existe un (ft)-temps d'arrét S

tel que TAL = SAL

- les processus (5;)—optionnels nuls sur [L,+¢N sont les processus

u 1[0.1_[

Par suite, on a :

pour U (ft)-optionnel.
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Lemme 2 : soit L fin d'un _ensemble (:t)-ogtiunnel;

a) soit X une (gt)-martingale locale arrétée en L ; alors X est une

(Q;)-martingale locale.

b) soit Y une (Ez)-martingale locale, arrgtée en L. On _suppose gque

YL est §L-mesurable. Alors Y est une (Et)-martingale locale.

Démonstration:

a) on peut supposer, par arrét, que X est une (Et)-martingale unifor-

mément intégrable. Soient alors A ¢ G

’
=8

As € Fs tels que
AN(s¢ L) = A N (s<L) et soit t ) s.

AN (s ¢ L) est dans G_, tandis que sur (L g 8), X, vaut X d'ol

L'
E(X 5 A) = E(X 3 AN(s¢L)) + E (X 5 AN (L g5s))

’E(xsoA)o

b) d'aprés les remarques précédentes, Y est (:Gzt)-optionnel.gt étant
inclus dans E; pour tout t, le résultat est acquis si Y est uniformé-
ment intégrable. Sinon, soit (Tn) une suite de (g;)-temps d'arrét,
croissant vers + o , st réduisant Y .

Soit T! un (ft)-temps d'arrt tel que LA T = L A T; et soit

S, =Ty sur (T} <L L), S, = toe sinon .

La suite de (Et)-temps d'arrét (Sn) a les mé@mes propriétés que la

suite (Tn).

Des lemmes 1, 1', et 2, on déduit la

Proposition 2 : soit H un processus (G, )-prévisible borné . Alors
tAal

L - S dA,
(Lgt) 0 z
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est une (Q;)-martingale ( et une (gt)-martingale si L est fin d'un

ensemble (;t)-ogtionnel ).

Démonstration: il suffit de le démontrer pour H = 1 . Soit alors
© un processus (5;)-prévisible borné et J (ft)-prévisible tel que

8, 1 = J, 1 .
Yt g Yot gu)

On a vu en [7] , que P (ZL_ =0)=0; dA est donc portée par

(Z_ #0) , ce qui permet d'écrire :

bt L
J
E(eL)—E(JL)-E(SondAs)=E( s dA_ )
0 Zs_
L
=E(S ®s  da_ )
0oz
d'ol les résultats annoncés.
talL 1
On notera A' le processus (3) A = dA_ |
o Z 5
S

d'aprés la proposition 2, A' est la projection duale (E;)-préviaible

( et (§t)-prévisible si L est fin d'optionnel ) de 1 et on
= (L < t)

peut donner une nouvelle caractérisation des fins d'ensembles (ft)-pré-

visibles :

Propasition 3 : les assertions suivantes sont égquivalentes :
a) L est fin d'un_ensemble (ft)-grévisiblc ;

b) ZL- = 1 S+ 3}

..

c) dA est portée par (Z_ = 1)

d) Ay = AL

e) 1 - A, est_une (E;)-martingale ;
(L t) =

f) A=A,
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Remargue : on ne suppose pas, dans l'énoncé de la proposition 3, que
L est fin d'un ensemble (ft)-optionnel. Mais, s8i 1l'on fait cette hypo-
thése, l'assertion

e') 1 - A, est une (Et)-martingale

(L gt)

équivaut & chacune des assertions 8)yeeee,f) &

Démonstration: l'équivalence des points a),b),c) et d) a été établie

par AZEMA en [1] . En outre, la formule (3) montre a) = f) =>d) ;

la proposition 2 donne l'équivalence de e) et f).

Nous aurons encore besoin des résultats suivants:

Lemme 3 :

1) 2© désignant la partie martingale locale continue de Z, gon a, pour

tout x de R :

S 1 dz® = 0 .
-

o (Z, = x)

2) Les_intégrales ] 1 dA et 1 dZz
o (z,_=0) ° o (Zg_ =0) °F

sont nulles.

Démonstration:

1) Pour tout t de ﬂ§+ , Oon a

k
1 d ¢ 25,2% = L? da =0 ,
SO (Zs = x) 8 {x} t

L® désignant le temps local en a de la semi-martingale Z. Ceci entrai-

ne la premiére assertion.

2) On procéde en plusieurs étapes :
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a) la semi-martingale 1 dZs est continue, car le processus
Jo (Z,_=0)

de ses sauts, & savoir 1 Az

est identiquement nul,
(z, = 0) t
t-

d'aprés les propriétés de l'annulation d'une surmartingale positive

( ici: Z ).

b) On a vu dans la démonstration de la Proposition 2 ( comme conséquen-
ce de [7] ), que dA  est portée par (Z_ # 0) . L'intégrale

1 dAS est donc nulle .
z = Q)
o (

8=

c) Utilisant la décomposition Z =M - A , on sait, d'aprés b), que

S 1 dZs est une martingale locale, continue d'aprés a).
0 (Zs- = 0)
Elle est donc égale a 1 dZ® , qui est nulle d'aprés 1).

0 (Zs =0) S

Nous allons maintenant étudier les propriétés du (2;)-temps

d'arrét L :

Proposition 4 : a) L est un (Q;)-temgs d'arr8t prévisible si, et
seulement si L est un (Et)-temgs d'arrét prévisible.

H

b) soient L1 = L sur ( & AL =0), L, = + ® su

1 —

( A AL > 0)

(2
(o4
H

Ly =L ____(AAL>0), L2=+wﬂ£(AAL=0);
L1 ( zesp. L2 ) est la partie totalement inaccessible ( resp. acces-
sible ) du (E;)-temgs d'arrét L.
En particulier L est totalement inaccessible si,et seulement si, pour

tout (ft)-temgs d'arr&t prévisible T, P (L =T) =0 .

c) Si L est fin d'un ensemble (ft)-ogtionnel, on peut remplacer la
filtration (E;) par (Et) dans les points a) et b).
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Démonstration:

a) Si L est un (G;)-temps d'arrét prévisible, soit (Tn) une suite de
X

(E;)-temps d'arrét annongant L . Tn est en fait un (ft)-temps d'arrét.

b) Les sauts de A sont (ft)-prévisibles; le graphe de L, est inclus
dans l'ensemble prévisible pour (Et)' et donc pour (E:), mince ,
( AA 2 0) ; L, est donc un (g;)-temps d'arrét accessible.

Par contre, si T est un (§;)—temps d'arrét prévisible,

P(L1=T<+w) = P (L=T; AAL=0)

L
= E( _l_ 1 dA ) ( Proposition 2 )
0 Z,. (u=T)N(bA, =0 "

xE(_ DA )50-

1
(TELN( bA; =0)

J) Les formules de décomposition avant L.

On ne fait pas ici d'hypothése sur L ( hormis que c'est une varia-
ble aléatoire a valeurs dans ]D,+¢n£ ), et on travaille donc avec la
filtration (E;). Rappelons que l'on a montré en [Z] que, si X est une

(F,)-martingale locale, X est une (G, )-semi-martingale ( spéciale);
=t st

tAal

le théoréme suivant permet d'expliciter la décomposition de XtA L

( relativement a (E;) ).

Théoréme 1 : soit X une (Et)-martingale locale. On note B la projec-

tion duale (Et)-grévisible de AXL 1 et C=<<X,M> + B.
(Lgt)

Alors les processus :

t AL 1
(4) X, = x, 1 + (X dA_ - d <X,M»_ ) et
t t (t¢L) jo Z_sj S- s s
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sont deux (E:)—martingales locales.
I1 existe de plus,une constante universelle a, telle que

I Xty s lixl .

H'(g7) HU(E )

En outre, la décomposition canonigue de la (E;)-semi-martingale spécia-
le x" est donnée par Xt o+ (XL - x5 , c'est & dire: X° est une
(§;)-martingale locale et (XL - RL) est un processus (E;)—grévisible

a variation bornée.

Démonstration:

1) D'aprés le lemme 3, les intégrales qui figurent dans la formule (4)
ont bien un sens. Par localisation, on peut supposer:

X appartient a H1(f ) .

- ~ ~

Montrons que, pour H € ES et s {t, on a E ( Xt - Xs ;s H) =0.
Par définition de E;, il existe H_ € F_ , tel que

HN(s <L) = Hg N (s <L)
On a :

N (o d c ~ ~
E(Xt-Xs;H)=~(Xt-Xs;Hn(s<L))

= E ( Xt - XS H HS ) .
D'autre part, on a :
E ( Xt - XS H HS ) = E ( tht - sts + _j:_é_t) dDu H HS )
A Zu_
avec D = X_°A - < X,M> . Soit :

E (X, -=X_;H )= E( tht - sts + Dt -~ DS ; Hs )
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= 0 , par une simple application de la formule d'Ito .

2) Remarquons maintenant que

-L tal
Xg o= X1 + X1 -
(t <L) (L £t) 0
~ tAal
= X, o+ (X - Xe-
(L € t)
0 s-
tal 1
+( Ax1 1

L

Se

Z

1

S=-

- (
(Lgt) 0 z (z, < 1)

1 dl:\s
(2, < 1)

st -1
(z,_=1)

d<X,M>.))

La proposition 2, le lemme 4 ci-dessous et la premiére partie de la

démonstration, montrent que l'on vient de décomposer_)zL en la somme

de trois (G;)-martingales locales.
=

3) La constante universelle ¢ qui figure ci-dessous varie de place en

place.
©0

XL )

E ( 1 fdac 1) = E ( 1
z

0 “s- (z_<1) s 0

o0

) dCsl )

(z &1)

est majoré par E ( S |d<X,M>Sl ) + E ( IAXL\ ) , donc par
0

E (IAXLI ) + ¢ Ixll

Hl(F
car on sait que “Mll est majoré par 2 {3
BMO
L 1
N
(XL) étant majoré par Pl 7
0

le théoréme 1 est démontré.

Voici le lemme auxiliaire utilisé:

1
s- (2_< 1)

< im < x|
) I"BMD c" |H1(F)

( cf. [5] p.334 ).

jac,| »



t AL 1
Lemme 4 : a) AX 1 - dB
Lo gt) Zg. s
0
est une (G;)-martingale locale.
b) 1 ¢« B =~ 1 e LX,M> .

(Z_=1) (Z_= 1)

Démonstration: par localisation, on peut supposer : X € H1(: ) .

a) On procéde comme pour la proposition 2 .

b) Soit (Tn) une suite de (£t)-temps d'arrét épuisant les sauts de X .
Si H est un processus (:t)-prévisible borné, on a :

E(H AX ;Z_=1)= ZE(HT BXp 5L =T ,2; =1)
n n n n

= Z E(HT AXT ;ZT -=1'L\<Tn) ( Proposition 1 )
n n n n

= ZE(H AX (1-2;),20 = 1) ((Z=1) e (Z=1))
n n n n n

o0
== E( | H 1 )d[X,Z]u).

u

0 (Zu_= 1
Or, [X,Z] = [X,M] - [X,A] ; A étant prévisible, [X,A] est une
martingale locale ( YOEURP ) et la projection duale (ft)-prévisible

de [x,Z] est <x,m» .

Remarque 1 : la formule (5) fournit une nouvelle démonstration des
inégalités obtenues par DELLACHERIE et MEYER en Eﬂ . En effet, il
est montré en [5] qu'il existe une constante universelle d telle que,
pour toute (:t)-semi-martingale X, on ait

(%) | x- § d X .
I “H‘](g?) A u “H1( )

[ 3]

On remarque aisément que, pour démontrer (%), il suffit de se restrein-

dre aux martingales X de H1(F ). On a
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L sL L sL
Il x “H1( < “x\|H1(_) + lIxt - x4 m(g_)

67)

Hwoo

Or, dans 1'énoncé du théoréme 1, figure une constante universelle a
telle que “'RL“ 1 § a |lX“ 1 ; de plus, dans la dé-
H'(GT) H'(F )

. S .

ue

monstration du théoréme 1 ( partie 3)), on a montré l'existence d'une

< b x|
Wheem) l 'H1(F

constante universelle b, telle que " XL —‘&L“

Finalement, on a montré (#).

4) Les formules de décomposition.

On suppose,dans ce paragraphe, que L est fin d'un ensemble
(ft)-optionnel. On conserve les notations du théoréme 1 ; on peut alors

énoncer le

Théoréme 2 : soit X une (ft)-martingale locale. Alors le processus

t tAL 1
< 1
(6) X, = X, + 1 dC - 1 dC
t t s Z s
o (<=l T o s- (Z,<1)

est _une (Et)-martingalc locale. De plus, il existe une constante

universelle a telle que :

[ PR EU :

H (§ ) H (F
En outre, la décomposition canonigue de la (Qt)—semi-martingale spécia-
le X est _donnée par X +(x=-X), c'est 3 dire: X est une (gt)—mar-

tingale locale et X - X un_processus (Et)—grévisible a variation

bornée.
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Démonstration:

1) Par localisation, on peut supposer: X € H1(F )

2) L'intégrale

t 1 1
(1 1 s— o+ 1 — )]dC_| =K
&0 (s ¢ L) (Z,_<1) %e- (a2 1) 1 -2, el = K

est bien définie: E (K ) = 2 E ( 1 fdac_ 1)
(z_<1) 8

est majoré par c n X“ , OU c est une constante univer-

HU(F )

selle ( voir la démonstration du théoréme 1, point 3)).

11 existe donc une constante universelle a telle que a ||X|| 1
H (F )

-
majore E ( X ) .

11 nous reste donc & démontrer que X est une (gt)-martingale locale.

3) Soient alors s <t et A € fs . Calculons U = E ( it - ;s i A

t 1
U= E (1 1 dc )
A ds (L<u) 1 -2z ¢

t 1
-E (1 & 1 dc
Ads (Z, <N (ugL) 2 Y

( C commute avec la projection (ft)-prévisible ).

4) Par une nouvelle localisation, on peut supposer que la martingale
locale Z_°*X + X_+*M est une martingale uniformément intégrable.

Compte tenu de 3), il nous suffit de montrer maintenant que

vV o= E(Rt-is;An(Lss))estnul.UrV=v1+v , ob

Vi=E (Xg =X 3 AN (L g8)) ==-E (X, =X, 5 AN (s< L))

t 1
vV, = E ( 1 1 dC s L gs) .
2 A XS (L<u) 1 -2 u )
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Notons Taainf(v7s,'zv=1 ) s

~
sur (T8 < +ow), ZTS =1 .

SiudPs, (Lgs)=(L<u)N Ty u) tandis que
(s<Lgt)=(Lgt)N(T t); dlod

&Tsht 1
V., = E (1 1 —_— dC )
2 u
A s (L u) 1-Zu_
T At
= E (1 1 dc, )
A s (Zu_<1)
= E ( CTAt-Cs;A) ( d'aprés le lemme 4 ) .

Si 1'on remarque que (s < L ¢ TSAt) = (L = Ts § t) , on peut écrire,

v, = E( <X.M>T8At-<X.M>S;A)+E(AXL;L=Ts(t;A)(7)

=V, =E (X5 AN (t<L)) = E (X, 5 AN (s<L)) + B ( X3 A;sgLgt)

=E (X2, -XZ 3 A)+ ECX (1 -2)35AN0T, ¢¢)).

La formule d'Ito permet d'écrire :
t t k

X2, = X2 + S z, dx, + qu_dnu - qu_dAu « [x.4), - [x.2], .
S S S

On peut donc écrire V1 sous la forme :
t

V1= E(1A qu_dAu) - E(<X,M7t-<xl"7s;A)
S
t

Ts(1 -Zp ) s AN (T g t)) - B j—rxu-dAu P AT ¢ t))

S

- E (X
s

+ E(<CX,My, - <X,My o ;Aﬂ(Tsst)). soit :
s



&TsAt XTSAt
V, = E (1 X dA ) - E (1 d < X,M> )
1 A s u- u A s u

SE (X (2 =Z;) 5 AN (T < t))
8 8 s

Vi= BEUX_ s AN (s<LgT At)) - ECX 5 AN(L=T ¢t))

- <X,M>_ 5 A) . (B)

"E( <X'M>T At
8

En comparant (7) et (8),on obtient V = V1 + V2 =0, ce qui termine la

démonstration du théoréme 2 .

Remarques
1) si L est fin d'un ensemble (ft)-prévisible, Z _=1p.s.;

1 B est donc nul et on peut remplacer C par < X,M)> dans la
(Zz_¢1)

formule (6) .

2) La formule (6) fournit une nouvelle démonstration des inégalités
obtenues en [3] par DELLACHERIE et MEYER ( voir la remarque 1 du

paragraphe 3 ).

3) Dans son travail ( [2] ), M. BARLOW suppose, outre le fait que

L est fin d'un ensemble (ft)-optionnel, que

toute (:t)-martingale est continue ;
- pour tout (ft)-temps d'arrét T, P (L =T) =10 .

L est alors en fait fin d'un ensemble (ft)—prévisible et l'expression

de X est
t 1
- d <X,M>
(6') X, = X, + ( -1 —) WM

1
o (L<s) 1 -2 (sgL,2_<1) Z

1

4) Une fois cet artiele achevé, nous avons regu un nouveau travail

de M. BARLOW, intitulé :
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Study of a filtration expanded to include an honest time,

ol l'auteur obtient, entre autres résultats, l'analogue de notire théo-
reme 2, pour les (it)-martingales de carré intégrable. Ceci est une
légére restriction par rapport & notre énoncé, valable pour les martin-

gales locales, mais M. Barlow obtient le résultat supplémentaire :

EC®Z) € E(xL)
montrant ainsi que l'application linéaire : X —» X est continue de
HZ(E.) dans HZ(E.)
Nous allons tirer de la confrontation de ce résultat et du ndtre,
par interpollation, d'autres inégalités :

dans la suite, on identifie une martingale uniformément intégrable a

la variable terminale. Notons T l'application :

Mige € _, Myge(e)

x|

p—
X —_
D'aprés notre théoréme 2, il existe une constante universelle a telle

pour toute (gt)-martingale X de H1(f ), on ait

“ TX“ L1(g’) é nTxn H1 < a “X" H1

(g )

=,

(£ )

D'aprés les inégalités de H8lder et de Doob, on a , pour tout &€» 0 :

N

ai " X“ L1+‘ (F ) *

AN (Go) fo

D'autre part, d'aprés le résultat de BARLOW, on a

I L%(6.) ¢ Il LF)

=® o

Soit 0 € Jo,1i[ , et €y 0 .

Posons L = 1 -8 +1 , et _1....=(1 -0)+.i .
p.(8) 1 + & 2 q(e) 2

[3
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Lorsque © décrit l'intervalle ]D,1[ , q( ©) décrit 1l'intervalle
]1,2[ . Fixons O € ]0,1[ . Lorsque € décrit ]0,1[ , pe(9 )

décrit 1l'intervalle Jq(®),2[ .

D'aprés les deux derniéresinégalités écrites, et le théoreme d'inter-
polation de RIESZ-THORIN ( cf, par exemple, [B] , p.261 ), on a , pour
tout 9© de 30,1[ , et & €]0,1[ :

Tl §c il
L g, Y b LPef® ) )
avec C° e constante universelle.

’
D'apres les remarques faites sur les intervalles de variation de

q(9) et pg( ), on a, pour tout couple (p,q) tel que 1 < g<p <2 :

x| g Il xy ou encore
q S Tpsq p !
L9(g,,) ' LP(F,)
N R B
Hq(§ ) Y Tpeq Hp(f )
”n
avec C' et C des constantes universelles.
P»q P»q

La question naturelle qui se pose alors est : T est-elle continue de
Hp(f ) dans Hp(§ ) , pour 1 < p< 2 ? En général, nous ne savons

pas y répondxe.
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