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UNIVERSITE DE STRASBOURG
SEMINAIRE DE PROBABILITES 1977/76

Ensembles & coupes dénambrables

et capacités daminées par une mesure

par  Gabniel MOKOBODZKI

Introduction et position du probléme.

Soient X et Y deux espaces conpacts métrisables, F un ensenble
analytique de X xY , p une mesure de Radon = 0 sur Y . On désigne

par PX B PY respectivement les projections sur X et Y .

* .
Si u désigne la mesure extérieure associée & u , on définit une fonction

d'ensenble % = eu sur X en posant

€@ =@, @0 ptm)

Pour tout y € Y , on appelle coupe de F au-dessus de y paralléled X,
1'ensenble Cy(F) =({y¥} x X) N F . Les problémes suivants ont été posés

par Horowitz et m'ont été transmis par Dellacherie.

Probléme 1. On suppose qu'il existe une mesure A = 0 sur X
telle que © soit dominge par A , i.e. que, pour K ocampact de X ,
onait ©GK =0 si A(K) = 0. Peut-on affimmer que, pour u-presque

tout y € Y, la coupe Cy(F) est dénombrable ?

Probléme 2. On suppose qu'il existe une mesure A = 0 sur X
telle que ¥ soit absolument continue par rapport & A , i.e. que, pour
tout € >0, il existe utn a > 0 tel que, pour K compact de X , on
ait B(K) <e si A(K) <a . Peut-on affimmer que, pour u-presque tout

y €Y , la coupe Cy(F) est finie ?
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Le présent travail fournira une réponse positive a ces questions.
On trouvera, en appendice, des cammentaires de Dellacherie sur 1'histoire

de ces problémes, qui peuvent étre lus dés maintenant.

Voici la forme sous laquelle nous allons attaquer ces problémes. Désignons
par G(u,F) 1l'ensemble des mesures o > 0 sur X x Y , portées par F ,
dont la projection PY(o) sur Y est majorée par u . Nous verrons bientSt
que, pour tout compact A de X (et, plus généralement, pour toute partie
analytique A de X), on a alors

@ = s o)

o € G(u,F)

Par conséquent, B est dominée par A si, pour tout o € G(u,F), Px(o)
est absolument continue par rapport & A , et © est absolurent continue
par rapport & A ssi 1l'absolue continuité des Px(o) est wiforme en o .
On remarquera que, si F , analytique a toutes ses coupes paralléles & X
dénambrables, alors, d'aprés un théoré&me de Lusin , il existe une suite
(fn) de fonctions boréliemmes de Y dans X telle que F soit contenu
dans la réunion des graphes des fn . Dans ces conditions, il est facile
d voir que, si onpose A=) 20 £ (W , alor les P (o), pour
o € G(u,F), sont absolument continues par rapport & X et que cette
absolue continuité est uniforme si les coupes de F sont finies. On se

propose donc, ici, d'étudier la réciproque.

Enfin, lorsque F est un fermé de X x Y , la fonction d'ensemble ‘G est
we capacité de Choquet, alternée d'ordre infini, et la réponse positive

au probléme 1 permet de préciser le théoréme de représentation des capacités
alternées d'ordre infini (cf. [2]).

Ce travail est divisé en quatre parties. Aprés avoir rappelé ou montré des
résultats de théorie de la mesure dans la premiére, nous résolvons un cas

particulier du probléme 1 dans la seconde et le cas général dans la troisiéme.

Le probléme 2 est résolu dans la dexniére.
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§ 1. Quelques résultats de la théorie de la mesure

Toutes les fonctions considérées sont réelles.
Soient X et Y des espaces compacts métrisables. On appelle bi-
mesure sur X x Y une application bilindaire b de £ (X) x £ ()

qui est positive sur €t x€ ) .

Proposition 1.
Soit b une bi-mesure sun X x Y . 1 existe une mesure de Radon

0 et une seule sun X x ¥  telle que L'on ait f h(x) £(y) ds(x,y) = b(h,£)

pour tout (h,q) € E® x € (v).

Démonstration. L'unicité de © résulte de la densité de G(x) @ G(y)
dans B (X x Y) muni de la convergence uniforme - cf. Bourbaki
[ 4 ]. Considérons l'ensenble K des bi-mesures sur X x Y telles que
b(1,1) =1 . En mmissant K de la topologie de la convergence simple
sur Lﬂ ) x €(Y) , K devient un ensenble convexe compact.

On vérifie facilement que pour tout point extrémal b de K il existe

un couple (X,y) € X x Y et un seul tel que
b(h,f) =h(x) £(y) pour tows (h,f) € € x €W .
Désignons par ‘¢ (K) 1'ensenble des points extrémaux de K . On a une
application canonique J :(M:l (X x ¥y > K définie par
Jw) (h,f) = J h(x) £(y) dn(x,y) .

L'application J est continue, affine et j est un homEamorphisme de

S (X x V) sur G® .

D'aprés le théoréme de représentation intégrale de Choquet [ ] tout
point b de K est barycentre d'une mesure de probabilité My portée
par ‘6 (K) , par suite J est une surjection de M!(X x Y) sur K , ce
qui démontre le théoréme. [ 1'idée de cette démonstration est due d Chogquet]
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Définition.

Soit © une mesure de Radon sur X x Y . On appelle désintégration
de © relativement d La projection Py
Y Y >MIX x ¥) vérifiant Les conditions swivantes :

sun Y , une application

a) vy est une application v-mesurable de Y dans M1(X x Y)

muni de La topolLogie vague, ol v = PY(e)
b) pourn toute £ €Xx YY) ona

f £d = f (£ (x,y) dey(x)) dv (y)

et 84 f=g°PY0a ge €, ona

g(y) = j (g ° PY(x,y)dey(X) Vv presque partout sur Y .
Comme € (¥) est separable, on en déduit que poun u-presque tout y ,
ey est pontée par {y} x X .

De méme, 84 La mesure © est portée par un ensemble E analytique

dans X x Y, ona

f ICE de =0 = j(flEE(x,y) dey(x))dv(y)

de sonte que pour v-presque tout y €Y , e'y est portée par E .

(Pour toutes ces questions voir Bourbaki. Théorie de la mesure).

On se place maintenant sur X ocampact métrisable et K, (X) désigne
1'espace des compacts de X muni de la topologie de Haussdorf. La topologie
de H (X) peut étre définie de la fagon suivante
Soit £€ €(X) . Pour K€ % (X) , on pose

TR = swp £(x) .
X €K

La topologie de Haussdorf sur X (X) est alors la moins fine rendant continue
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toutes les applications £ , f parcourant ¥ (X) ou f parcourant
une partie dénonbrable dense de ¢ (X) , puisque € (X) est séparable.

Soit % un espace topologique. Une application ¢ : 2 - % (X) est

semi-continue inférieurement (resp. supérieurement) si pour tout

fe € , £ o ¢ est semi-continue inférieurement (resp supérieurement).
(Ces définitions coincident avec celles domnées habituellement pour les

fonctions multivoques voir par exemple Berge [ 1 1) .

Lemme
L'application S : o -+ Sa qui a une mesure = 0 sur X fait
connespondne son support , est semi-continue infénieurement de Al (X)

muni de La topologie vague dans K (X) muni de La topologie de Haussdonrf.

La démonstration est laissée au lecteur.

Lerme

Soit Z un espace compact, ¢ une application semi-continue supé-
rieunement de 2 dans M (X). L'ensemble 9(2) = \U ¢(z) est alons
compact dans X z€12
Définition.

Nous dirons qu'une mesure 6 € MT (X x Y) possede une désintégration
néguliene (nelativement a PY) 4'4L existe une désintégration y :y t— ey
possédant Les propriétés sulvantes

a) Si zZ= P, (S 6) alons Yz est continue de %2 dans MI(X x Y).
b) pourn tout y€z , S ey est portée par S N ({y} x X)
c) L'application yi— Sey est continue de 7z dans

MExy) et y@) = U se,, = S0
zZ €17
S48 possede une désintégration régulicre, celle-ci est définie de fagon

unique sur Z = Pg(S6) .
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Théorame 2.

Soit X , Y des espaces compacts métrisables, 6 une mesure = 0
swn X x Y. lamesure o est somme d'une suite (o) CMTx xY)
chaque o, possgdant une désintéghation héguliehe par rapport a La

projection sun Y .

Démonstration. Soit y sy +— e-y une désintégration de 6
vérifiant la condition b) de la définition ci-dessus. En utilisant la
propriété de mesurabilité au sens de Lusin pour les applications vy : y i= ey
et yt— S(ey), on peut trouver une suite (Hn) de campacts deux 3 deux
disjoints & Z =Sv oll v = pY(e) telle que sur chaque Hn les ap-
plications y t+= e‘y et yr s(ey) soient continues avec v( 11;'1l Hn) = v(Y)

Les mesures 6, = f ey dv(y) répondent aux conditions cherchées.
H

n

(utiliser les lemmes 2 et 3).

Les mesures possédant une désintégration réguliére jouissent d'une impor—
tante propriété de densité.
Soient seM @ x v) , =p,(6) , E=S5

On définit G(u,E) = {0 € M (E) I‘PY(G) <y},

B(6,u,E) = {g.6 | g€ L1(6) , 9.0 € G(u,E)}

Proposition 3.
Si 6 possede une désintégration rnégulithe par happort a La projection

sun Y, alorns B(6,u,E) est dense dans G(u,E) pour La topologie vague.

Démonstration. Soit o un élément extr@mal de G(u,E). Il existe
alors (woir [ 3 ]) une application mesurable f de PY(So) dans E qui
est une section de P, , et une mesure ' < u, u' =0 telles que

o = £(u'). L3 encore on peut se ramener au cas ol l'application f est
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continue, c'est-d-dire quand ¢ posséde une désintégration réguliére.
Posons Z = PY(So)‘ Soit d wune distance sur X x Y compatible avec la
topologie de X x Y. Pour tout € > 0 , considérons le "voisinage tubulaire"

du graphe de f

v, = ygz Be(f(y)) nCY ol B€(¢)

désigne la boule fermée de rayon e centrée en un point. On remarque que

G)y(B€ (£(y)) est strictement positif pour tout y € Z , puisque £(y) € sey.

Posons 0 = 0, (B ()"

€
Y : Y|B€(f(y))

e€=fesd'
et v w (y)

La mesure 6° est évidemment portée par Ve qui est fermé dans 2 x X ,

PY(ee) = PY(o) =u' et come f est continuesur Z , o = £(u') = lim ot

L'ensenble des éléments extrémaux de G(u,E) possédant une désinté-
gration réguliére est dense dans l'ensemble des points extrémaux de G(u,E)
par suite on a bien

G(U'E) = B(elU'E) .

Soient maintenant ¢ unemesure =2 0 suwr XxY , y b——>9'y une

désintégration de ¢ par rapport 3 la projection sur Y , et v = PY(c) .

Définition.
On dira que o est d coupes diffuses 54 pour v-presque tout y , La
mesuwie e‘y est diffuse. Cette notion ne dépend pas de La désintégration

Yy +— ey considénie.

Les propositions et corollaire suivants sont extraits de Probabilité et

potentiel, Nouvelle é&dition, par P.A. Meyer et C. Dellacherie.
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Proposition 4.

Sodient u une mesure sur Y , F un ensemble analytique de X x Y
dont La profection P (F) porte u . Si L'ensemble B={y €Y icy(F)
non dénombrable} n'est pas u-négligeable, il existe une mesure non nulle

o € G(u,F) a coupes diffuses, telle que PY(cr) <y

Démonstration. Il revient au méme de dire qu'un ensenble analytique
B de X est non dénombrable ou de dire qu'il porte une mesure diffuse
non nulle.

Soit Z un campact métrisable.

L'ensemble D! (Z) CM!(Z) des mesures diffuses sur Z est borélien dans

Ml (Z) muni de la topologie vague

Dans Y xM1(X) considérons 1'enserble D(F) des couples (y,a) tels
que o est diffuse et o est portée par Cy(F). On vérifie sans peine
que D(F) est analytique dans Y x M!(Y) ; 1'hypothdse faite dans la
proposition signifie que 1l'ensemble analytique PY (D(F)) n'est pas

u-négligeable.

sur Y xM!(X) , considérons la capacité U définie par U(R) = " ®,@).
L'ensemble D(F) est capacitable, il existe donc une suite (Kn) de

compacts de D(F) telle que PY( U Kn) soit de u-mesure positive.
n
Posons H= U PY (Kn) . Il existe alors une section boréliemne y de PY
n
définie sur H et 3 valeurs dans U Kn'
n
En résumé, il existe un borélien HC Y , avec u(H) > 0 , une application

borélieme y : y >a, de ¥ dans M, 1 (X) telle que pour tout y € H,

oy est une mesure diffuse portée par Cy(F).

La mesure o = f F’y ® ay du(y) répond aux conditions cherchées.
H
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Corollaire 5.

Soit F un ensemble analytique dans X x Y .
a) L'ensemble B(F) ={y€Y | Cy(F) est non denombrable} est

analytique

b) pour que B(F) so0it u-négligeable, il faut et iL sufgit que

pouwr tout compact K C F , B(K) 4s0it u-négligeable.

Démonstration. Pour la partie a) se rapporter a la démonstration
pPrécédente.

Démontrons b) Supposons que u(B(F)) > 0 . Il existe alors une mesure
non nulle o & coupes diffuses, o € G(u,F). Soit K un compact de F
tel que o(K) > 0 . La mesure GIK est encore & coupes diffuses, par

suite u(B(K)) > 0 .

Nous terminons cette premiére partie en fixant notre cadre pour toute la
suite. X et Y sont des espaces compacts métrisables, F une partie ana-
lytique de X x Y, et p memesure =0 sur Y telleque u(l) =1
(pour fixer les idées). Si v est memesure =0 sur Y, et si E est
une partie analytique de X x Y , nous désignerons par G(v,E) l'ensenble
des mesures 0> 0 sur X x Y , portées par E , dont la projection PY(o)
est majorée par v . On @&finit enfin wne fonction d'ensenble @ sur X

en posant, pour toute partie A de X xY,

_* -1
€@ =u (B,(FNP - (A)

Proposition 6.
Pour toute partie analytique A de X , on a

Em = so o)
g € G(u,F)
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Démonstration. Soient o € G(u,F) et 6 une dsintégration de o
par rapport a PY. On a alors, pour A analytique dans X ,

-1
o (B @) < f o

ol Py w00 < €@

Soient d'autre part A analytique dans X et g une application
w-mesurable de Y dans X telle que, pour tout y € Py(F N P;(l (), on
ait (g(y),y) €FN P;(](A) (c£. [31). Si o est la restriction i

1

FN P;( (A) de 1'image de y var 1'application y & (g(y),y), on a alors

o€ GuE) et B® = o, @).
Finalemant, on suppose que € est dominde par une mesure, i.e. que

I1 existe me mesure A > 0 sur X telle que pour toute o € G(yu,F),

Py(0) soit absolument continue par rapport & A .

§ 2. Solution du probléme dans un cas particulier

On fait dans ce paragraphe, 1'hypothése plus forte suivante

(Hl) I1 existe une mesure X > 0 sur X telle que pour toute

o € GwF) , Pylo) <2

On supposera de plus que F est un enserble fermé.

Théoréme 7.

12 existe une mesure 6 sur X x Y qui majore toutes Les mesures

o €G(y,F).
Démonstration. On définit un opérateur de €7 (¥Y) dans MT® en
posant T(f) = sup{P, (o) | ¢ € G(f.u,F)}

Cet opérateur est positivement homogéne et vérifie

+
T + £)) <T(f) +T(E) pour tous £, , £, € ETw .

Montrons que T est en fait additif.
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Soient 03,07 s, opG G(fl.u,F), Ny reeer nq € G(fz.u,F).

Posons a; = PX(oi) ’ Bj = Px(nj) . Camme dans tout espace vectoriel
réticulé, on a l'identite,

sup(a,) + sup(B ) = sup (e, + 8 ) , ce qui montre que
it Y Y iy * Y

T(fl) + T(fZ) < T(f1+f2)
On prolonge alors l'opérateur T par lindarité & € (Y) tout entier.

A l'aide de T , on définit naturellement une bi-mesure b sur

€@ x X) enposant pour £€ €(¥Y) , g€ £ X
b(f,9) = < T(f),9 > .

On sait qu'il existe alors unemesure 620 sur X x Y et une seule
telle que

b(f,9) = f fy)g(x) do(x,y) pour (£,9) € E® x €@ .

On a toujours T(l) < A etsi v= PY(e) , vV est absolument continue

par rapport & u .

Corollaire.8.,
Soit £ une densité de v = PY(e) par napport @& u et 404t n un
entien majorant A(1). ALors pour y-presque tout y €Y ,

card (C,(F) < n.£(y).

Démonstration. Considérons une désintégration de 6 par rapport a

la projection sur Y 6 = ]‘ ey dv(y) telle que pour tout y € PY(F) ’ ey

soit portée par CY(F) .

Pour tout p € N , 1l'ensemble EP des campacts de X ayant au plus p
points est une partie fermée de l'espace M (X) des campacts de X .
L'application y Pl Cy(F)] est borélienne de Y dans X (X). Il en
résulte que pour tout p € N ,

Y, = {y Icardcy(F) > ptl} est analytique dans Y .
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Plagcons-nous dans un compact KC Y tel que nf(y) <p pour tout
yE€EK,avec u(K > 0.
On a alors

' € p. G(u,F)

=9
lel (K)
Supposons que p(Yp N K) > 0 . On peut alors trouver un ensemble borélien

Z C K , portant uIY ng et (p+l) applications boréliennes f1 gy fp&-l
p

de Z dans F qui soient des sections de PY qui donnent des images de

Z deux 3 deux disjointes dans F .

Par hypothése ey(l) =1, pour tout y € 2 , il existe au moins un indice

. 1 - .
k < ptl tel que ey({fk(y)}) <p_+T . Les applications Vi Y — ey({fk(y)})

sont p-mesurables, il en résulte, si u(Yp NK) >0, que 1'un au moins
1

des ensenbles A = {Yk < )

} est de u-mesure positive. Supposons que
u(Al) >0 et posons o= fl(uIAl). Par construction ¢ € G(u,F), on doit
donc awir o % 6 . Considérons la mesure 6' = J ey du(y) . Comme on a

nf < p sur K, ona el < po6' , d'old 1l'on tire o <p.o' .

-1
P, (K)

P

La relation o < p6' équivaut alors a

<
efl(y) P ey B presque partout sur Al '

c'est-3-dire ey({fl(y)}) > %u.p.p sur Al en contradiction avec

1'hypothése faite sur A, . On doit donc supposer que u(Yp NK) =0,

1
autrement dit card(Cy(F)) <p u.p.p sur K. En faisant varier p et K

on obtient la démonstration du théorame.

§ 3. Solution du probléme dans le cas général.

On suppose que F C X x Y est fermé et que € est dominée par A .
On ne fait plus 1'hypothése (Hl) , mais on va montrer que toute mesure

o € G(u,F) est portée par la réunion d'une suite (Kn) de campacts de F
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telle que pour chaque Kn , le systéme (X,Y,u,Kn) vérifie 1'hypothése

(Hl) . Il s'ensuit que G(u,F) ne contient aucune mesure 3 coupes diffuses
et en vertu du théoréme de section n® 4 , § 1 , ceci implique que p-presque

toute coupe Cy(F) est dénambrable.

Pour une mesure de Radon GE:/‘U(X x Y) on a défini un ensenble de mesures

B(6,v,E) ol v = PY(e) E =S, en posant

8

B(6,v,E) = {g.0 | g€ L}(8), 9.6 € G(v,E)}
Pour une mesure 6 € 'M,+ (X x ¥Y) , nous définissons une nouvelle condition
(HZ) I]1 existe une mesure o = 0 sur X tel que pour toute o € B(6,v,E) ,
Px(c) < a.

Théorame 9.
Soit 0 € G(u,F), 0 #0 . La mesure o est alors somme d'une suite

de mesure o, verniflant La condition (Hz) .

Démonstration. Il revient au méme de démontrer que pour toute
0 € G(u,F), 0 #0 , il existe o' # 0 vérifiant (HZ) avec 0<go'<oc .

Un artifice classique permet alors de démontrer le théoréme.
Supposons pour simplifier que PY(o) =y etque u(l) =1 . Fixons un entier

PEN.Soit 0'<o, 0'#0.8Si o' ne vérifie pas (H2) , 11 existe un

campact KC X , avec A(K) > 0 et une mesure o" € B(o',PY(o') , So')

telle que Px(o") > p.AlK . La mesure Px(c") étant absolument continue
par rapport & A ceci implique d'ailleurs A(K) # 0 .

Notons plus simplement B(c') au lieu de B(o',PY(c') , So') . Faisons
provisoirement 1'hypothése qu'aucune mesure o' # 0 , o' € B(o), ne
vérifie (H2) .

Considérons alors des familles = ((0,,K,)), ol 9 € B (o)

i"i''i €I
ci#o » Ky est un compact de X portant Px(oi) et



a) KiﬂKj=ﬂ si i#3.
b) PX(Gi) = P.)\lKi

c) 2 PY(Gi) <yu.

L'ensemble ‘6 de ces familles n'est pas vide. Ordonnons ‘t de la

facon suivante :

3 oM _ O _ ] 212
si J= ((Gi,Ki))iE ; ¢ I = ((aJ! , Kj))j e g sont des éléments

e & , on dira que T est plus grand que P ' s'il existe wme application
inj i = K! .\ = ol
injective ¢ de J dans I telle que K«P G) Kj et % &) 0]
L'ensemble “% ainsi ordonné est inductif. Pour tout &lément de % , et

en particulier tout élément maximal 5) = (cn,Kn)) e ¢ , 1l'ensemble

n€l

d'indices I est au plus déncmbrable.
Montrons que u = ] Py(o) . Posons v = u-ZPY(on)

La mesure v s'écrit v=g.u avec 0<g<1l . Posons 6=(goPY).o.
la famille P &tant maximale P (0) est portée par A=UK . Soit
n

N v
en la restriction de 6 & Kn x Y et posons o on+ en .

La famille 5’- = ((0;1 ' Kn))ne T majore .(P, donc lui est égale, par

suite 6 =0 et u=ZPY(cn) .
Montrons alors que A( U Kn) <% .
n

En effet soit o' = E o, i par hypothése Px(on) > p.AlK pour tout n ,
n

par suite pour A=UKn ’ Px(o') > p.AlA et coome o'(1l) = u(l) =1
n
1
on a bien A(a) < 1. pour q assez grand , 2 o (1) =2 o(1) -=.
P n<gq n p
Nous avons ainsi démontré le lemme suivant :
Lemme 10. Soit c€Gu,F) , 0#0 .S{ toute o' €B(o) , o' #0

ne vérnifie pas (Hz) alons A& existe un compact KC X , A& existe o'E B(o)

tels que o'(1) > o(1) —%,c' est portée par K x Y et A(K) <%.
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Sous les hypothéses du lemme ci-dessus, nous pourrions alors construire

par récurrence une suite ((on,Kn)) telle que
a) o € B(o) , Kn est un conmpact de X portant Px(cn)
1 -n
b) Gn(l) > 5 et A(Kn) < 4

c
c) Kn+1 Kn pour tout n .

Rappelons que pour la capacité Z associée au schéma (X,Y,F,u), on a pour
wn campact K de X

Ew = so  o@®®)
o € G(u,F)

En particulier, on a ‘ﬁ(Kn)>% pour tout n . Prenons alors K=N Kn;
n

on aurait A(K) = 0 et ‘é(K) > % ce qui est en contradiction avec
les hypothéses faites. On doit donc en conclure que pour toute o € G(u,F) ,
o #0 , il existe c'#0,0<c'<o,vérifiant(ﬂz)cequidémntrele

théoreme.

Proposition 11.
Soient o€ MTX x¥) , v=Pylo) , E=So . SiLamsute o verifie

La condition (HZ) et s34 o possede une désintigration néguliere alons Le

systeme  (X,Y,E,v) vinifie L'hypothese (H,).

Démonstration. lLorsque o posséde une désintégration réguliére,

1'ensenmble B(o,u,E) = {g.olg € L1 + (0) , g.0 € G(v,E)} est dense dans G(v,E).

Sous 1'hypothése (Hz) , il existe me mesure o > 0 sur X qui majore
toutes les projections sur X d'éléments de B(o,u,E) , par suite o majore

Px(G(\),E)) .

En rapprochant les théorémes 2 , § 1 , le corollaire 8 , § 2 , le théoréme

9 et la proposition 11 , ci-dessus, on peut énoncer le
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Théoréme 12. Soit o € G(u,F). 1L existe une suite (Fn) de compacts

de F , dont La réunion porte o , et telle que pour tout n ,

sup cand C (F) est fink.
VYEY ¥ n

En tenant compte de la proposition 4 et du corollaire 5 , § 1 , on en
déduit le corollaire suivant :
Corollaire 13. Soit F un ensemble analytique dans X x Y telle que
La fonction d'ensemble € sun X associze au systeme (X,Y,F,u) par La
nelation € @) = ].1* (PY(P;(1 (A) NF)) s0it dominée par une mesure A Sur X.
Alons pour y-presque tout y € Y , La coupe Cy(F) est dénombrable.

e

§ 4. Solution du 2 probléme d'Horowitz.

Soit F une partie analytique de X x Y ; on suppose maintenant que

le systéme (X,Y,F,u,A) vérifie la condition

(H3) Pour tout € > 0 , il existe o > 0 tel que , pour A compact de X ,

0@ <o = (Ea <o.

Proposition 14.
Lonsque La condition (H3) est vénifdiee, alons pour u-phesque tout

y €Y, La coupe Cy(F) est ginde.

Démonstration. La méthode consiste a utiliser le théorame 7 , § 2 .
Pour cela, on va montrer que ma mesure u est somme d'une suite (un) '
chaque L vérifiant 1'hypothése (Hl) : I1 existe une mesure >‘n = 0
sur X telle que pour tout o € G(un,F) , on ait Px(a) < )‘n .

On reprend la méthode utilisée dans la démonstration du théoréme 9, § 3 .

On suppose que u(l) =1 et l'onsedome € >0, € <1, et un entier p
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tel que pour A compact de X ,
am <y > (@ <o
Considérons les familles P = (oi,Ki)i e O o, € G(u,F). K, estun
compact de X portant Px(ci) et
a) les Ki sont disjoints

> p.
b) P lo,) p >\|Ki et o, # 0
c) ) P, (0,) < u
ier Y1
Pour une telle famille §°, l'ensemble d'indices I est dénonbrable. Deux cas
peuvent se présenter. Ou bien 1'ensenble % des familles g) vérifiant
les conditions ci-dessus est vide et alors le systéme (u,F) vérifie (Hl)

ou bien % n'est pas vide. Dans ce dernier cas, on ordonne "8 de la fagon

suivante :

si _(P= (0, ,K,) et ® = (0%,K2) sont des &léments de ‘%
i"i'i €I j"j'jeg

on dira que 7 est plus grande que ® s'il existe une application injectiwve

¢ de J dans I telle que
K ,.. =K/ et . = of
X6 I % (3) %

L'ensemble 6 ainsi ordonné est inductif. Soit .(P un

= (on'Kn)n €N

&lément maximal de & . Posons =7 PY(on) ; on vérifie facilement que
n

inf (u=p',u') =0 .

Posons u" = py- u' ; pour tout o € G(",F) ona Px(c) < 2p.\ puisque L

est maximal. Montrons que l'on a toujours u" # 0 .

Posons A =
n

K_ . On a les inégalités
r r

n

na

1 =1 . 1
A @) <§ MK ) <§ Z;or(l) =5 ¥ (1) <p

Ceci entraine que 8§ (An) < ¢ pour tout n . D'autre part on a toujours
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é o) < @) <e etparsuite w'(D)<e,w(D)>1-.
x n

En résumé, on a démontré le lemme suivant :

Lemme. Soit peMt(®) , u#0, tel que (w,F,\) vérifie £ hypothese

(HS)' 1L existe alorns u' #0 , 0<u'<yu Zzel que (u',F) virnigie (H,).

I1 résulte classiquement de ce lemme que u = 2 W, ¢ @vec pour tout

n, (un,F) vérifiant (Hl).

I1 nous faut maintenant adapter le corollaire 8 , § 2 aucasodl F est
analytique pour pouvoir temminer la démonstration. Il suffit pour cela de
montrer que pour tout p , l'ensemble

Yp={y€Y | card.Cy(F) >2p} est analytique dans Y .
Posons Z =X x Y ; 1'ensemble F* est analytique dans ZF . Considérons
dans 7P 1'ensemble Gp de p-uplets z = (z1 Peeors zp) tels que
ziiéz:.| si i#3j . L'ensarble G_ est ouvert dans 7P |

PY:ZP > Y¥ et soient A la
1

W =g

Désignons par ¢ 1'application
diagonale de Yp, et J 1'injection canonique de A dans Y .

On a alors Yp=J(¢(GpﬂFp) N A) ce qui montre bien que Yp est analytique.
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