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COMPORTEMENT "NON-TANGENTIEL" ET

COMPORTEMENT "BROWNIEN" DES FONCTIONS
HARMONIQUES DANS UN DEMI-ESPACE. DEMONSTRATION
PROBABILISTE D'UN THEOREME DE CALDERON ET STEIN,

par Jean BROSSARD

En 1950 Calderon ([1] et [2]) et en 1961 Stein ([1]) démontraient
que pour une fonction u harmonique dans un demi-espace I = ]R\)x ]R: ,
les trois conditions suivantes étaient équivalentes en presque tout point

9 de la frontiére :
® u admet une limite "non-tangentielle" en ¢
B u est bornée "non-tangentiellement" au voisinage de ¢

m le gradient de u , vu , est de carré intégrable "non-
tangentiellement" au voisinage de & , pour la mesure
yl-vdxdy (o0 dx désigne la mesure de Lebesgue de R
et dy celle de R: .

Mon but est ici, de montrer ce théoréme par des méthodes proba-
bilistes. Pour cela, je vais m'appuyer sur le résultat suivant : si Xt
désigne la position de la particule brownienne a l'instant t , les pro-

priétés suivantes sont presque slrement équivalentes :

] u(Xt) admet une limite quand t tend vers T (temps de

sortie de 1)
» u(Xt) est bornée sur [0, 1]

. J‘;HVU(Xt)HZdt est fini,



379

Dans le cas v =1 , c'est-a-dire dans le cas du demi-plan, il
est connu (Brelot et Doob [1], Doob [1]) que l'existence d'une limite
non-tangentielle pour u équivaut presque partout & l'existence d'une li-
mite sur les trajectoires browniennes. Cependant, ce résultat n'est plus
valable dés que la dimension de l'espace est supérieure & 2 (v>1) ,
comme l'a montré un contre-exemple de Burkholder et Gundy (1D : on
peut trouver dans RZ X R: une fonction harmonique ayant presque-sidre-
ment des limites sur les trajectoires browniennes, mais n'ayant nulle part
de limite non-tangentielle. Malgré cela, je vais montrer que le théoréme
de Calderson et Stein sur le "comportement non-tangentiel de u (th.I)
peut se déduire du théoréme analogue sur le "comportement brownien" de
u  (th, 1%).

1. LE THEOREME DE CALDERON ET STEIN ET SON ANALOGUE PROBABILISTE.

Introduisons tout d'abord quelques notations. Quand on notera un

#*
point de I = vaR+ sous la forme (x,y) , x représentera la coordon-

née dans R’

R’ (identifié & la frontidre de 1 ), et a un nombre strictement positif,

et y la coordonnée dans RI . Si 9 est un point de

on notera ra(o) le c6bne tronqué défini par :

r, = {(x,y) €n|||x-d)| <ay<a}l .
A la fonction u , on peut associer les deux fonctions de R’ définies
par :
Na(d) = sup |u(z)|
z€l, ()

1/2

2. 1-v
A_(9) [j'ra(‘,)\\vu(x,v)\\ y dxdy}

On appelle £a l'ensemble des points ¢ de R pour lesquels u(z)
admet une limite quand 2z tend vers ¢ dans ra(o) . On appelle na
(resp. Oa) 1'ensemble des points ol Na (resp. Aa) est finie. Avec

ces notations, le théoréme de Calderon et Stein s'énonce :



380

THEOREME I. - Les ensembles 'ta' '/za , aa ne_ différent que

par des ensembles de mesure de Lebesgue nulle et sont indé-

pendants de a (3 des ensembles de mesure nulle prés).

Introduisons maintenant des notations analogues a celles d'ana-
lyse pour énoncer le théoréme probabiliste analogue au théoréme de
Calderon et Stein.

Si Xt est la position de la particule brownienne & un instant t
strictement inférieur & T (temps de sortie de I ), on peut considérer les

deux variables aléatoires

*

N* = sup u(X)
telo,r[ °
ot A* = ']‘:)\\Vu(xt)\lzdt .

Il est connu que [u(xt)]t<'r est un mouvement brownien stoppé

a l'instant A% et changé de temps. Les trois événements

o = {u(Xt) admet une limite finie quand t tend vers 71 } ,
= (N*<e)
a** _ {A* <o)

ne différent donc que par des événements Pz—négligeables (o P?  dé-

v+1

signe la loi de probabilité du mouvement brownien dans R issu d'un

point z de 1 ). [Ce résultat est aussi montré dans Brossard [1]].

C'est en fait la "forme conditionnée" de ce résultat que je vais

0Pz , probabilité du mou-

utiliser (théoréme I¥). Pour cela, considérons
vement brownien issu de 2z et conditionné par sa sortie de I en & .
Autrement dit, considérons le h-processus tel qu'il est défini par Doob
dans (1], h étant la fonction minimale associée au point ¢ , c'est-

a-dire :

+1
y 1‘(\)—2—)
po(x,y) =c, o1 avec ¢ = ST
2 2

(lx-9112+v%) m
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Identifions les événements "naturels" du h-processus aux événements
"naturels" du mouvement brownien tué & l'instant 7 . Les propriétés

suivantes découlent alors de l'article de Doob 11 :

i) si A est un événement "naturel”, 0»"?2(1\) est_une

fonction borélienne dont la composée avec XT est éqale &
2
Elalx 1 .

ii) Si o est un temps d'arrét pour la famille naturelle de tri-
bus rendue continue & droite, et si A est dans la tribu du
passé de o , alors :

9.2 1 z
E°[A; o<t] = —=E'lA;p (X ) ;o<
[A; o<7] 5, (@ [ pyX ) i 0 7]
* *

iii) Les fonctions ¢ -——"PZ(S* ), o -——"Pz(n ., s »0Pz(0**)
prennent pour valeur 0 ou 1, indépendamment de 2z et
sont donc les fonctions caractéristiques de trois boréliens

s, 7(* , a* de R’ . St de plus ¢ est dans o* , la
J

variable aléatoire lim u(Xt) est Pz—presque sdrement cons-

t-T
tante.

Ces propriétés et les remarques faites plus haut nous permettent d'énoncer
le théoreme I* :

THEOREME I*. - Les ensembles £* , n* , a* ne différent que

par des ensembles de mesure de Lebesgue nulle.

2. DEMONSTRATION DE LA PREMIERE PARTIE DU THEOREME 1
(COMPARAISON DES ENSEMBLES £a et 7Ny ).

Dans ce paragraphe, je vais montrer que :'a et 'na ne diffe-

rent que par un ensemble de mesure nulle et sont indépendants de a , a

des ensembles de mesure nulle prés.
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Appelons & (resp. M) l'intersection des .\‘,a (resp. '/za) quand
a parcourt lR: . Les inclusions de & dans £a et de .\'.a dans 7
étant évidentes, il ne reste plus qu'a montrer "l'inclusion” de '/za dans
£ . (On écrira désormais "inclusion" (ou "égalité") entre guillemets & la

place de : inclusion (ou égalité) & un ensemble de mesure nulle prés).

Soit E_ = (s€RY |Na(0) < n} . Comme M, est la réunion des
Erl , il suffit de montrer "l'inclusion" de En dans £ . Je vais d'abord
montrer (sans faire appel & la théorie du potentiel) que En est inclus
dans 71* . Comme N* est majoré par n pour les trajectoires qui res-

tent dans Qp = U T _(9) , et comme "PZ[N*< ] wvaut 0 ou 1
a
n 06En

(propriété i), §1), c'est une conséquence immédiate de la proposition sui-

vante :

PROPOSITION 1. - Soit E un borélien de R® , Q. = U T.(9
= - E  9€E 2

et o le temps de sortie de Q

e
Pour presque tout point & de E et tout z dans ra(o) '

9p2[5=1] est strictement positif.

Cette proposition sera démontrée au paragraphe 4. Achevons de
montrer "l'inclusion" de En dans &£ . Presque tout point ¢ de En
est dans 72* d'aprés ce qu'on vient de voir, donc dans £* d'apres le
théoréme I*, Et donc quand t tend vers T , u(Xt) admet une limite
"Pz-presque-sﬂrement constante de valeur notée u(d) . La proposition 1

implique : |u(®)| s n .

Soit v la fonction harmonique bornée dans I définie par :
—_ p2 .
v(z) = E°[u(X,) : X_€E,] .

Je vais montrer que pour presque tout ¢ de En , pour tout nombre b
strictement positif, u(z)-v(z) tend vers 0 quand 2z tend vers 3¢
dans rb(o) . Ceci montrera que pour presque tout ¢ de E n et tout
b>0, u(z) admet une limite finie quand z tend vers ¢ dans

I‘b(o) , puisque tel est le cas de v(z) . Ceci achévera donc de montrer
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"1l'inclusion" de En dans & .

Soit o le temps de sortie de QE . Comme En est fermé, si
n
o=, X‘J est dans Bn et donc :

u(z) - v(z) = Ez[u(Xo) -V(Xo)] = Ez[u(xo)-V(Xo) ;0#7]

puisque u et v ont méme valeur sur En . Et donc si z est dans

Q :
E,

lu(z) -v(z)| = 2nP?lo#7] .

11 suffit maintenant de montrer que Pz[o#'r] tend vers 0 quand 2z tend
vers ¢ dans l‘b(#) (cela montrera en effet, que si z est suffisamment
proche de ¢ dans rb(o) , i1 est dans QE et donc que la majoration de

n
|u(z) -v(z)| est valable). Reprenons ici une idée de Calderon : posons
A= {("'Y)en‘ﬂznl y<i} et A, = {(x,y)€0-0p ly=1} .

Alors :

Pilo#1] = pz[xoeAll + Pz[xoe/\zl )

Le deuxiéme terme tend vers 0 , car il est majoré par la pZ-
probabilité que la particule sorte de la bande {(x,y)€l|0<y<1} par
I'hyperplan y =1 et que cette probabilité est égale & l'ordonnée de =z .
Pour majorer le premier terme, utilisons le fait que si z' = (x',y') est
un point de I , et Bz, la boule de R’ de centre x' et de rayon
ay' , alors Pz'[XTGBz,] est une constante C indépendante de z' .
Si de plus 2z' est dans A1 , Bz‘ est incluse dans Ei et donc
PZI[XTiEn] > C . La propriété de Markov forte, permet d'écrire :

X
Z z . lo}
PYIX €E ] = P [xc,el\1 ; P [xTzEn]]
z
z C.P[x en] .
Pour presque tout ¢ de En et tout b > 0 , le membre de gauche tend

vers 0 quand 2z tend vers ¢ dans I‘b(o) . I1 en est donc de méme de

Pz[xoe,l\l] , ce qui achéve la démonstration.
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En conclusion, nous avons montré dans ce paragraphe (en admet-
tant provisoirement la proposition 1) que les ensembles .\‘,a , 'Iza , £
étaient "égaux". Ceci montre bien la partie (due & Calderon) du théoréme I

relative aux ensembles £a et 'Iza .

3. DEMONSTRATION DE LA DEUXIEME PARTIE DU THEOREME I ("EGALITE"
DE 7 ET @, ).

Pour achever la démonstration du théoréme I, il ne reste plus
qu'd montrer que aa et 72a ne différent que par un ensemble de me-
sure nulle., Comme on a vu que 'Ila ne dépendait pas de a , & un en-
semble de mesure nulle prés (§2), il suffit de montrer les "inclusions" de
aa dans 72% et de nZa dans aa (propositions 2 et 3).

PROPOSITION 2. - A un ensemble de mesure nulle prés, aa est

inclus dans na .
2

Pour démontrer cette proposition, nous allons d'abord montrer
"l'inclusion" de aa dans @% . Cela s'appuie sur le lemme simple

suivant :

LEMME 1. - Soit E un borélien de R’ et Q. = U T, (9 .
S€EE

Alors :

j‘EAz(r’)dd = kvav ‘[IQEYCPE(X,Y) Hvu(x,y)llzdxdy

ol cpE(x,y) désigne la movenne de la fonction caractéristique de

E sur la boule Bx ay de centre x et de rayon ay , et k|
'] v

le volume de la boule unité de Rv .

Je ne démontrerai pas ce lemme qui est une simple application du
théoréme de Fubini (cf. Stein [1]).
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Considérons maintenant Ep = {9€R" | ||9]| <p ; Ai(.’)s p} et

_ 1 i .
Ep,n = %JGEP | vys— ., chp(x'Y)Z_Z.i (od cpEp est la fonction définie

dans le lemme 1). Presque tout point ¢ de Ep est point de densité de

Ep , c'est-d-dire que o (9,y) tend vers 1 quand y tend vers O .
P

E - U E est donc un ensemble de mesure nulle, Il suffit donc de
p neEN P.D
*

montrer que pour tout couple (p,n) , Ep n est "inclus" dans Q@ .

.
Remarquons que Ep,n est compact. Notons QEp = o&pra(o) et défi-
nissons Qp de fagon identique. Soit o le temps de sortie de Q‘E
pln pln

z
8 Majorons E o[A;] pour z = (xo,yo) fixé dans I (on pose
% _ O 2

A% = [Olux|ar )

Ez°[A;] - nz°[ y: loate)lPae] < g © [ 7ux )1 x x Jas] .

Og

p.n
Cette demiére quantité est (& une constante multiplicative prés) la valeur
en z_ du potentiel de Green de la fonction ||Vu“2xQE , C'est-a-dire :

(o]
Jo. by ¥llvulx,y) |2ax ay o
o

P.n
ol hz(z') désigne la fonction de Green de 1 . (cf. par exemple Dynkin

[1] vol. 10).

Cette intégrale se décompose en la somme de l'intégrale sur

A= x,y)€ o |ysmin(l,229-) et de l'intégrale sur Qp -\ .
p,n n p.n
Cette derniére est finie car QE - A est relativement compact et la

p,n
fonction & intégrer localement int'égrable. D'autre part, comme :

2

log = si v=1
Ty
h (z) = 1 1
%o ST Ty st v
1 T2

(o0 n et T désignent les distances de 2z & z et au symétrique
de z par rapport & la frontiére de 1 ), il est facile de voir que sur

A, hy (x,y) est majoré par une fonction du type ky . Et donc & une
o

constante multiplicative prés, J'Ahz (x,y)"vu(x,y)“zdxdy est majoré par :
o
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f\yNVU(x,y)llzdx dy

et donc par :

2
ZJ“Q yop_ (x,v)||lvu(x, y) || “dx dy
E p
p
puisque sur A , % (x,v) 2% et que A est inclus dans Qp . Cette
p
derniére intégrale est finie d'aprés le lemme 1 et la définition de Ep

P
Ceci achéve de montrer que E O[A;] est fini pour tout z, de I .

® De ce qui précéde, on peut déduire que A; est fini Pz—presque
s@rement pour tout z de 1 , et donc en "conditionnant" ce résultat,
que pour presque tout § de E n’ pour tout z & coordonnées ration-
nelles, A* est fini "Pz—presqgé slrement. En utilisant la proposition 1,
et le fait que "PZ[A: <w] vaut 0 ou 1 indépendamment de z , on
en déduit que presque tout point de Bp n est dans a*

.

donc de montrer "l'inclusion" de aa dans a* .

. Ceci achéve

Avant de terminer la démonstration de la proposition 2, montrons

le lemme suivant (dd@ & Stein).

LEMME 2. - Soit T () = {x,v)€n||x-oll<Zy<$) . 1
2

existe une constante C telle que pour tout ¢

sup  yllvulx,y)|| < CA_(®) .
(x, y) €Ty ()
2

Démonstration : soit (x,y) un point de Ty (9) et B la boule

de centre (x,y) tangente 3 la frontiére de I‘a(z?) .2 Si (x',y') est dans
B, etsi r estlerayonde B, y' ,y et r sont des grandeurs com-
parables (leurs rapports deux & deux sont majorés par une constante ne
dépendant que de a ). Cette remarque jointe & la sous-harmonicité de
||VUHZ conduit & :
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v lloutx, )% < 2 ﬁ Janmx'.y-)\\de-dy-
B

< C j‘By‘ 1—\’“\m(x' . y')Hde'dy'
2
< CAa(o)

ce qui est le résultat cherché,

Démonstration de la proposition 2 :

Comme O.a est "inclus" dans @* (et donc dans '/z* , d'aprés
le théoréme I“), il suffit de montrer que tout point ¢ de aa nn* est

dans 7N, . Soit donc ¢ un tel point et z, le point (¢,1) . Soit, pour

2

y strictement inférieur a Sy l'ensemble des points de 1'"3(0) d'or-

1

2 ’
2

donnée vy . D'aprés le lemme 2, pour tout couple (21’22) de points de

S
y

lu(z)) -u(z,)| = diam(Sy%zsggy lvu(z) ||

Mais d'autre part, si T désigne le temps de sortie de

Y
Ily = {(x',y)€N|y' >y} , on a:
z z
Jd, O 1 o
P°[x es ]=——c¢ p(X );x es]
[ Ty y] Py(zo) [" Tyl Ty Y
1-
-~ py(x',y) S dx’
p‘,(zo) B ay ¥ v+l
0, &Y 2 2,72
2 [(1-y)“+|x*-51|"]
ol désigne la boule de R’ de centre ¢ et de rayon 322

B

1
En tenant compte du fait que y est dans ]O,=

2] . et que 2z = (9,1)
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p O[XT €S ] > E-f p (x',y) dx
b3
Y v+l
D 4 [ a yz} 2
2 1+ 7)
v+l
1[ 1 172 , ,
2 7 2 J’B ay p', (x IY)dX
1+— -2
16 )

Cette derniére intégrale vaut -I.B po(x',l)dx' et ne dépend donc que de
0,7}
a . 0P O[XT € Sy] est donc minorée indépendamment de y par une
Y

constante C(a) strictement positive.

Comme ¢ est dans '/z* , on peut trouver un nombre M tel que :
S C(a)
2
1

et donc tel que pour tout y = 7

z
o
P [u:zM] <

1920

P [‘u(xTy)l <M et X esy] > _cg_a)

y

1
Pour tout y < 7 +On peut donc trouver un point 2, dans Sy tel que

lu(zl)| < M . Et donc puisque sur Sy l'oscillation de u est majorée

par C;-Aa(o) , pour tout z de I"aw) on a :
2
a
|uz)] s M + 7 CA ) .

Ceci montre que § est dans '/za

2

PROPOSITION 3. - A un ensemble de mesure nulle prés, 7226 est

inclus dans aa

Démonstration : soit E = [0|NZa(0) <n} et QEn = "é}EnI‘Za(oﬂ‘)

Notons ¢ le temps de sortie de Qp . Comme nous l'avons déja remar-
n
qué dans le paragraphe 1, u(XO) a un sens (presque-sdrement). De plus,

on doit avoir pour tout z de QE
n
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uz(z) = Ez[uz(X )—A*] .
o] o}
D'ou :
Z. % z, 2 2
E[A"] s E[u"(X)] sn” .
o [¢;
On en déduit que pour presque tout ¢ , "EZ[A;] est fini pour tout 2z

a coordonnées rationnelles.

Mais d'autre part, d'aprés le théoréme de Fubini et la définition

de l,Pz , comme ¢ est inférieur ou égal & z :

BPat = y;"’ PE%(ouix )| ; s<olds

= j+° %7 “vu()(s)\\2 ; S<T; s<olds
0

e E “vu(xs)\\zp"(xs) ; s<glds
0

1
po(Z)j‘
1

p"(z)

2
| jg p X lvuk )| "ds]

k
__V 2
= p—',@j‘n gz(x,y)p',(x,y)\\vu(x,y)\\ dxdy

Eq

ol gz(z') désigne la fonction de Green de QEn [cf. par exemple Dynkin [1] vol. 1l.

Et donc, pour presque tout § de E et tout z 4 coordonnées

rationnelles, dans Q’E
n

2
‘f g x,y)p (x,¥)||vulx,y)||"dxdy < += .
T (9 % v

Mais si (x,y) est dans ra(o)

x,y) = va > C\’ 1
PyiXs¥ NES| v v
5 ¥

(y24x-9|21 2 (1+ad)

Et donc,
g, 'Y)

jr (o)“-—yl_v\\vu(x,y)\\zdxdy < +w .
a 4
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Pour achever la démonstration, il suffit de montrer que pour presque tout

g,(x,y)
# , pour tout 2z dans I“a(&) ' —7—— admet une limite strictement po-

sitive quand (x,y) tend vers (#,0) dans ra(o) . C'est l'objet de la

proposition suivante :

PROPOSITION 4. - Soit E un fermé de R’ et Gp= UT, (9).
J€E
Si gz(z') désigne la fonction de Green de Qp , pour presque
9z, )
tout & de E , pour tout z, dans I‘a(é) A admet
une limite strictement positive quand (x,y) tend vers (#,0)

dans I‘a(z?)

Cette proposition est une conséquence de la proposition 1 et elle

sera démontrée dans le paragraphe suivant.

4, DEMONSTRATION DES PROPOSITIONS 1 ET 4.

Démonstrons d'abord la proposition 1, Soit E un borélien de
R’ , QE = U I‘a(z?) et o le temps de sortie de QE . On veut montrer
J€E
que pour presque tout ¢ de E et tout z dans l“a(o) , "Pz[o=”-]

est strictement positif. Pour cela, considérons la fonction
z — 9(z) = p"(z) "Pz[c=7]
D'aprés la propriété ii) du mouvement brownien conditionné (rappe-
lée au paragraphe 1), ©(z) vaut :
- 52 = _ g2 .
o(z) = po(z) (1— P [0<T]) = p’,(z) E [po(Xo) to<t]
® est donc harmonique et positive dans QE donc dans I‘a(d) . Si elle

s'annule en un point zO de I‘a(d) , elle est nulle pour tout 2z dans

Z‘a(o)) . Il suffit donc de démontrer la proposition suivante :
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PROPOSITION 5. - Sous les mémes hypotheses que la proposition 1,

Pour presque tout ¢ de K , quel que soit le nombre b stricte-

ment_positif, "Pz[o<'r] tend vers 0 gquand z tend vers (9,0)
dans I‘b(d) .

Démonstration : soit B la boule de R" centrée en ¢ , de

.

rayon r et B' la boule centrée en ¢ de rayon % Notons 0% la
partie de la frontiére de QB située dans 1 au-dessus de B' et 3

une hauteur strictement inférieure & 1 , c'est-a-dire :

A, = {by) €N [ x€B et y=§d(x,E)<1] ,

Notons .-\2 l'ensemble 0 N (bﬂE - Al) . Si z est un point d'adhérence

de QE dans 1, on a:

D 1 z . 1
P[0 <] p"(z)E [pyXy) s o<1l

1 z . 1 z A .
WE [po(Xo) ,xoez\ll + WE [p‘,(xo) ,xce“z]

Le deuxiéme terme tend vers 0 quand 2z tend vers (&#,0) dans

rb(o) car p"(z) devient infini et pg est bornée sur /\2 .

Majorons maintenant le premier terme. Soit (x,y) un point de

A} . soit x' un point tel que Ix-x']| < EZX et soit y' = —;*d(x‘,E) .

Comme vy = —al-d(x,E) , on doit avoir :
Y 3y , 1 3
zsy s et x-9f = lx-9ll +5dx,E) < S -9 .

D'ol l'on déduit :

2 g ¥t
e AN Lo s 2 IR PR
PV | e ol 4y e

Si 1'on appelle w,’ la fonction définie dans R - {#} par
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1
=d(x',E)
"o , 1 , _ a
c£>1,(X) = p’,(x cgdx ,B)) = o
(bt 2%+ e-01?)
on obtient :
1,2 v+l
@ (x)p, (x, V)dx' 2 S(5)7 [ p,.(x,y)dx'
x| <G2 0 23 e B ¥

Cette derniére intégrale a une valeur C(a) ne dépendant que de a

puisqu'elle vaut :

,(0, 1)dx’
T2

D'autre part, comme x est dans B' et que y = %d(x,E) est inférieur

s 1 . 1
a& =llx-9 donc & =r, la boule de centre x et de rayon 2Y  est in-
a' a 2

cluse dans B . En combinant ces résultats, nous obtenons donc :

(x ')p (%, y)dx'

v+1
ﬁmmn <2 i

p,,(x,y) < =7 C(Za) (—

Sc(z)% j‘w(x)p Jx,y)dx'
ce qui peut s'écrire :
3,v+l (x y) .
Pyx,y) < C(a)(Z) loyx) ; X, €8]

(inégalité valable pour tout point (x,y) de ./\1 ).

Appliquons ce résultat, et la propriété de Markov forte pour majorer le

premier terme de l'expression de 0PZ[0< 7]

1
BﬂT)E[p(X) XEI\]S

3,v+l 1

s P, "

V4 XO
[E {cpg(XT) ;xTeB]}

(3 )v+1 1
C(a) p'}(Z)

Ez[w',(XT) i X_€B]

3)vH | Pe(®)
py(2)

< m(f) o (x')

B ¢

Mais si z = (xo,yo) est dans I‘b(.?)
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v+l v+l
pe@  [lxgool®+2 15 [ xal®]?
@ - 2, .2 s |l+—— | < ()7 .
“xo‘x'“ +Y° yo
Et donc :
v+l
1 gz . 3,vHl, 272 N
(*) b, (@) ElpyXy) s X €0 ] < 515 )( ) (1+b%) J‘Bcpo(x )dx

(inégalité valable si z est dans I‘b(é) et dans QEUAI)

Supposons que ¢ a été choisi de telle sorte que cpo soit lo-

calement intégrable, Si z est dans A le premier membre de l'inégalité

1 ’
(*) vaut 1 . Si B a été choisie assez petite pour que le deuxiéme mem-
bre soit strictement inférieur &8 1 , nous en dé&duisons que I‘b(o) nA

est vide et donc que l'intersection de rb(o) avec un voisinage convena-

ble de (9,0) est entidrement incluse dans QE . L'inégalité écrite ci-

dessus est donc valable pour tout point z de I‘b(.)) suffisamment proche
de (9,0) .

En tenant compte du fait que le deuxiéme terme de l'expression de
"Pz[c<1'] tend vers 0 , nous obtenons donc que, si ¢ a été choisi
dans E de telle sorte que cp’, soit localement intégrable, on a pour

tout b V1

\)+1(1+b2) 2 J‘Bw"(xu)dxl

l1m sup PP%lo<r) <
z-(9, 0{3

z€ I‘b(d)

c()()

et donc :

]
o

lim "Pz[o<'r]
z-9
zél'b(ﬁ)
puisque j' cp‘,(x')dx' peut é&tre rendu arbitrairement petit par un choix conve-
B

nable de B .

Il ne reste plus qu'a montrer que pour presque tout ¢ de E ,

© est localement intégfable. 11 suffit pour cela de montrer que, si Bn

est la boule de Rv de rayon n , pour tout entier n , pour presque tout



9 de E
(x)dx < +&
[.%
ou encore

[ _ekdx < +e
Bp-E °

(puisque sur E (adhérence de E ),
théoréme de Fubini :

J’E (‘[.Bn-f o) Q(X) dx) de = ‘I‘Bn—f (IEcp o(x)dz?) dx .

9y est nulle). Mais d'aprés le

Mais si x est dans Bn-E , fzmo(x)do est la valeur au point (x,d(x,E))
de la fonction harmonique bornée dans [I ayant pour valeurs au bord 1

B -E .
n

sur E et 0 sur RY-E et donc J‘Ecpo(x)dosl pour tout x de

Donc :

-9 (x)dx|d® = dx < +e ,
JQE UBn'E i ] an
Ceci achéve la démonstration de la proposition 5 et donc aussi

celle de la proposition 1,
Passons maintenant d& la démonstration de la proposition 4.

Soit E un borélien de R’ et Q = ($) . Notons = le

0EE 2a

temps de sortie de QE . Si hz(z) désigne la fonction de Green de I ,

la fonction de Green de QE gz(z') a pour expression :

9,(2) = (=) - E*[ny (2]

Plagons nous uniquement dans le cas v > 1 (le cas v =1 se traite de

fagon analogue).

Soit z, = (xl,yl) et z = (x,y) deux points de T . Notons
r, = l\z-zlll et r, = Hz-EIH ol El désigne le symétrique de z ,

par rapport & la frontiére de I . Avec ces notations :
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-1
1 1,2 2. 1 Y 1
l.lzl(z') N r\)-1 r\)-1 (rZ rl) rl-l-r2 i=1 rir\;-i
1 2 12
v-1
1 1
= 4y y[ Z
+ -
1 [l'l rz i=1 rjir\z)i

z, étant fixé, quand =z tend vers (8$,0) , r, et r, tendent vers

\\zl—(o,O)\\ et donc :

h_ (z) 2Y1(v—1)

lim

z"(i’r 0) —
[y?+ix,-o%) 2

De ce résultat et de l'expression de g, (z) , sous réserve de légitimité
[o)

du passage & la limite, nous déduisons :

gZ (Z) 2( _1) z
lim o =2 ip(z)-E °[p (X)]
z-(9,0) Y cv v ° ¢ 0
zEra(o) ,
- Z_S’:_llpé(zo)u-"p %(6<1)]
AY)
zZ
= 2 p (e Olo=1)
v

expression qui est strictement positive pour presque tout ¢ de E et

tout  z_ dans l“a(:)) d'aprés la proposition 1,

11 ne reste donc plus qu'a légitimer le passage & la limite sous
l'espérance. Soit z, = (xl,yl) dans le complémentaire de I‘Za(ﬂ) et z

dans l‘a(o) d'ordonnée inférieure a % . I1 existe alors une constante k
ne dépendant que de a telle que \\zl—z\\ 2 k\\zl-(.s,O)“ . En effet, cela

est évident si Yy est supérieur ou égal & 1 (car l'ordonnée de =z est

inférieure & —;— ) et si Y, < 1 ,o0na:
“zl -Z“ 2 “Zl -(0,0)“511‘10.
ol o désigne l'angle entre [zl-(o,O)] et [z-(s,0)] . Comme z

est dans l‘a(o) et z, hors de I‘za(o) et d'ordonnée inférieure & 1 ,

a est minoré par Arctg 2a - Arctg a .
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En reprenant les notations antérieures, cela s'écrit ry 2 k\\zl—(é,o)n

et comme r2 2 rl , on a la majoration :

h (z) -
21 B 2(\) l)yl < 2(\)_1) yl _ 2(\)_1) . (Z )
v+l +1 +1 +
Y ry k" llzl—(a,O)\l" c kvt o1
v
h
Xo 2(v-1 -

—— tend donc vers Llp (X ) en étant majoré par ______Z(v ) p.X)
y C $ 0 v+l "9 g
2 v Cvk

qui est P °—intégrable, ce qui justifie le passage a la limite.
Remarque : On a vu dans la démonstration de la proposition 5

que pour presque tout ¢ de E , quel que soit b > 0 , l'intersection
de Fb(zﬂ) avec un voisinage convenable de (#,0) est entidrement inclu-

se dans QE . Cette observation et une trés légére modification de la dé-

monstration de la proposition 4 permettent de montrer que pour presque tout
g, (x,y)
9 de E , pour tout b , —Oy— tend vers une limite strictement po-

sitive quand (x,y) tend vers (9,0) dans I‘b(r))
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