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Université de Strasbourg
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DECCMPOSITIONS MULTIPLICATIVES
DE SEMIMARTINGALES EXRONENTIELLES ET APPLICATIONS

Jean MEMIN

Etant donné deux semimartingales X et Y,Yor a montré la
formule:

(1): B B(Y) = EQi+Y+ [X,Y])
oi €(x) désigne la semimartingale exponentielle définie par
C.voléans [2] .

Nous considérons le probléme réciproque suivant:étant don-
né deux semimartingales 31 et ba,trouver les semimartingales X
telles que:

(@) eEst) - 6.

Nous montrons facilement (prop:I-1) que ce probléme a une
solution lorsque ASéI # =71 pour tout t<e ,et cette solusion
est unique.

La factorisation (2) permet de résoudre des problémes de
décomposition multiplicative intéressants;c'est l'objet des pa~
ragraphes II et III,le paragraphe L étant consacré aux notations
et rappels,et & l'établissement de (2).

Dans le paragraphe II nous retrouvons dans le cadre parti-—
culier des semimartingales exponentielles les résultats de Yoeurp
(9] ,veyer et Yoeurp [v),Yoeurp et ior [IU),de décomposition
multiplicative canonique des surmartingales positives,des sous-
martingales positives,enfin des semimartingales positives.De plus
ce cadre nous permet d'obtenir des résultats supplémentaires;
ainsi un corollaire immédiat de la proposition I-1 (Remarque II-2)
fournit une décomposition multiplicative canonique pour g(X)
dés que X est une sousmartingale quelquonque,( ¥€(X) n'est pas
alors nécessairement positive),ou encore la proposition II-5 don-
ne unrésultat de décomposition pour &(X) lorsque E(X)Z0 et
non supposée strictement positive comme dans [10].
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Dans le paragraphe III en appliquant (2) une nouvelle
fois,on montre que pour toute martingale locale M on a la dé-
composition:

(3) &) =B®) gwd)
ou %(Ma) est une martingale locale positive,localement de car-
ré intégrable et E(Ma) f' est une martingale locale;ce résul-
tat a des rapports avec le théoréme de Girsanov et permet d'ob-
tenir un critére d'uniforme intégrabilité de &(M) (non sup-
posée positive) complétant le théoréme II-2 de [5] et généra-
lisant la proposition 5-2 de [4].

I- PRELIMINAIRES ET DPROPOSITION FONDAMENTALE

Les notations et définitions que nous ubilisons ici sont
en général celles du cours sur l'intégrale stochastique de Me-
yer [6] .Tous les processus utilisés sont définis sur une base
stochastique @1;7,(3%),P) et 4 valeurs réelles;la filtration
(7¥)teR+ posséde les propriétés habituelles: la famille (3%)
est continue a droite et chaque ?¥ contient les ensembles de
P-mesure nulle de F.

On note M 1'ensemble des martingales continues a droi-
te,uniformément intégrables , M,0c 1'ensemble des martingales
locales , gloc(P) quand on voudra préciser la probabilité de
référence ; V est l'ensemble des processus continus & droite,
adaptés,nuls a 1l'origine,a variation finie sur tout compact.,

Une semimartingale est un. processus X pouvant &tre re-
présenté sous la forme:

(=) X = X +M+A ol MeM M =0

=loc. ?* "o ,Ae!

Une semimartingale est spéciale s'il existe une décomposition
(1-1) de X pour laquelle le processus A est prévisible;une
telle décomposition est alors unique et constitue la décomposi-
tion canonique de X.Si X est une semimartingale spéciale X-Xo
est localement intégrable.
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obtenir
P — . .. s .

En général on peut‘plusieurs décompositions (1-i) pour une
semimartingale quelquonque,mais la partie continue de la martin-
gale M entrant dans une telle décomposition est,elle,unique.On
note X° cette martingale locale continue.

Soit Metl, . et localement de carré intégrable,on note
<M,M> 1le processus croissant prévisible (nul en O) associé a
(c'est & dire tel que e -<M,M> € Yo )
Soit X wune semimartingale ,on note [X,X] le proces-
sus élément. de V défini par:

Ix,a, - <x®x°> (ox )2

+ 2
t  o<sst
Si. Mél‘__’lloc et localement de carré intégrable, <M,M> est le
compensateur prévisible de [M,M] .

X étant c.a.d.lea.g, X_ est le processus défini par:
(X)) = Xy =s!s‘i’x§ X, p Xo.=0.
X, désigne lim Xy lorsque cette limite existe.

t—ree
Etant donné X wune semimartingale,H un processus prévi-

sible localement borné,on peut définir 1l'intégrale stochastique
de H par rapport & X ;nous noterons H.X 1le processus obte-

nu H.X = H dx °
. ¢ j;°"@s ° I
Si T est un temps d'arrét, X désigne la semimartinga-
le arrétée en T ( XE = XtAT pour t <oo ),

On note E(X) la semimartingale solution de 1'équation:
Z =1+ Z_.X
Cette solution est unique et donnée explicitement ( [2], [6]p.304)
par la formule :
(1=2) ), = exp(X ~%<X%,X° >

t)o<sst (1+ AX Jexp(- AXs)

pour t<oo; AXS représentant le saut de X en s .
Soit X et Y des semimartingales,l'expression donnant E(X)
et &(Y) permet d'obtenir facilement 1'égalité (voir:[11]):
(1-3) 8(X) B(Y) = &X+¥+ [X,Y] ).

Nous pouvons maintenant donner la proposition fondamentale.

I-1 PROPOSITION
Etant donné S’ et 82 deux semimartingales nulles en O tel-
les que ,pour tout t fini AS: # =1,il existe une semimartin-

1
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gale X nulle en O et une seule telle que:

(i=4) gx) gsT) = &(s9).
X est défini par 1l'égalité: 2 1 1
(1-5) X, = (8°8T) - <(s®sM)S(s)% -2 A5 a5
= = t 2" T Add
t ocust 1+ ASu
Démonstration:

Si X est solution de 1l'équation (1-4) on a:
X+ B, =828
ceci implique l'unicité d'un tel X :en effet si XlI et X2 sont
deux solutions
x? x + [s x1x2] -
on en déduit (X )° (X )c d'ou:
(s",x"-x2] - o% as] a’x?)
X1—X2 est alors un processus purement discontinu;l'hypothése
Z&S& £ =1 P.ps montre que X; = Xi pour tout u fini,.
Pour 1l'existence %e § on cgnsidére (1=5) ;montrons que
S oae=sh,es,

oduc<e 1+ AS1 =
u

En effet, AS # —1 et i1 y a un nombre fini de sauts de s’
pour lesquels as) 6]-— y- —[ pour ue Jo,t] ,et donc

ZA(b S)AS

ocu<t 1 + ASu ‘ iAS Q]- é g[g

enfin A(S S) AS1
¢ gélt — |1 {asl g]- 2 2[ 3

< 2 Z\A(s2 s )uAsa‘ <2 [sa-s",s‘]t

e<us<t

o Ppour t fini;

La relation (1=5) définit donc une semimartingale X;il est
immédiat de vérifier alors,a partir du second membre de (1=5),
que l'on a L+ @1,X] = Sd-Sq, ce qui donne le résultat.
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II- DECOMPOSITIONS MULTIPLICATIVES DE SEMIMARTINGALES.

X étant une semimartingale spéciale, T désignant le temps d'ar-
rét T = inf{t: E(X)t = Oi nous considérons dans ce paragra-—
phe le probléme de la décomposition multiplicative canonique de la
semimartingale E(X) ,c'est & dire de la factorisation :

(2=1) EX) =2V
ou V est élément de V et prévisible,oli 2 est une martingale lo=
cale sur l'intervalle [O,T[ (ce qui désignera ici la propriété
suivante: il existe une suite (Tn), avec. Tn,ﬂ T P.ps et telle

Tn
que Z € Moo )

Un a aussi T = inf§ t: E(X),_=03 1
est facile alors de démontrer qu'une telle décomposition,si elle
existe est unique sur l'intervalle [O,T[: (voir par ex: [5] e

Comme dans la proposition I-1 ,nous supposerons que les se-
mimartingales S ,dont nous utilisons les exponentielles %(S) sont
nulles en O jceci ne restreint d'ailleurs pas la généralité des ré-
sultats,

II-1 LEMME ([5) Prop II-1)
Soit S wune semimartingale spéciale nulle en U,de décomposi-
tioncanonique S = M+A ,telle que pour tout u fini on ait AAu#-ﬂ;
on a alors la décomposition multiplicative canonique:
(2-2) B (s) = E(DEW)

ou M= M

1+ OA°

Démonstration.
La relation (2-2) est obtenue en appliquant la proposition
I-1 2 82 a Set S'=a 31l suffit alors pour avoir le résultat an-

noncé de vérifier que S R .M est défini et égal a
PRS-V S PN

o<us 1+ AAu
Or le processus ( 1 )ueR+ est localement borné (voir

1+ AAu

A
par exemple [6] p.314) sle processus V = 8

(Tﬁr)ueR‘F B.U.SSi;
u
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AN DA
on peut donc définir —’Iﬁ_— .M .Maintenant E —__u
o<uce 1+ AAu

= [M,V] ; comme V est prévisible et appartient a v, E’l,ﬂégloc
{4 ;i1 est alors immédiat de vérifier que TlE.K M et

Aﬂu Au
o<uge I+ OA

M - sont deux martingales locales ayant m&mes sauts

et méme partie continue.

II-2 REMARQUE

Lorsque X est une sousmartingale de décomposition de Doob-
Meyer X = M+A ,on a Aauzo pour tout u fini,le lemme précédent
peut donc s'appliquer,on a ainsi la décomposition multiplicative
canonique de ‘€(X) alors que £(X) n'est pas nécessairement po-
sitive.

La décomposition obtenue en 1I-1 et la remarque II-2 sont
appliquées dans [5] pour obtenir le théoréme suivant que nous uti-
liserons au paragraphe III.

II-3 THEOREME ([5) théoréme II-2)

Soit MeM;

a) Si M est de carré intégrable et si <M,M> est borné,alors
E(M) est de carré intégrable.De plus si AMS>-’I pour s fini
on a %(M)‘,}O P.pse.

b) Si M est & variation intégrable et si le compensateur pré-
visible de ; |AMSI est borné ,alors ¥(M) est i variation in-
tégrable.

Cn considére maintenant une semimartingale spéciale X (nul-
le en O ) telle que AXS>,-’I pour tout s fini,et on définit les
temps d'arrét : U= inf§t: DX, = =13

' = i R e
T* = inf{ t: DAy 13

II-4 LEMME

Les temps d'arr8t U , T* définis ci-dessus possédent les
propriétés suivantes:

a) U=1"7=inf{ t: E(X), = 0} = inf§ t: &(X),_ =03

b) T' est prévisible et ona T'2>2T P.ps.

¢) Il existe une suite (Tn) de temps d'arrét avec Tnz b\
P.ps et telle que pour tout t < Tn . A.A.t) -1
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Démonstration.
Il est clair que T £ U ; pour avoir U<«T il suffit de re-
marquer que pour P-presque tout w ,pour tout t<U(w) on a:

exp(Xt—}/z< Xc,Xc s‘ ‘t‘ 1+ AXS)exp(- AXS) > 0.
(£n effet pour P-presque tout w , pour tout t fini,il y a un nombre

fini de sauts de X tels que |AXS| >% avec O«<s<t; ainsi

sst<U(w)(‘]+ AXs‘)exp(- Axs) 1i |Axs' > }éz >0

D'un autre coté on a les inégalités:

| |E1+ &X )exp( DX ) 1
set<U(w)

[: 2( %,
lax e » <E<U(w) UAXsl <%
>0
b) T* est prévisible comme début de 1l'ensemble i(t,w): AAt(w)=-1}
qui est prévisible et a ses coupes fermées (voir [1) ).

Si R est un temps prévisible on a sur l'ensemble {R< oo}
E [.AXR| %—] = AAR par conséquent:

S (AXT, + AP = J (Abg + AP = O

(T {T1<e}

donc AXg, = =1 sur l'ensemble {T'<°°3 ,d'ou T £T' P.ps.

¢) On considére (Sn) une suite de temps d'arr&t annongant T',

et on pose Tn = Sn,\T , (Tn) a alors les propriétés indiquées.,

II-5 PROPOSITIUN.

Soit X une semimartingale spéciale de décomposition
X = M+A (Xo = O0et AX > -1 pour s fini).
Alors &(X) admet la décomposition multiplicative canonique

(2-3) €(X) = 2 €(A)
ol Z est une martingale locale sur [O,T[ s (précisément si (Tn)
est la suite de temps d'arr8t définie au II-4 ¢) on a

zTa o (__J.__)Tn.m ) et Z, =0 si 3T,

1+ DA
Démonstration.

D'aprés les propriétés de la suite (T ) ,on obtient pour cha-

oot - € (1= o wy gy B

que n la décomposition 3
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d'ou le résultat,puisque Tn/'ll‘ P.ps et que pour t>T E(X)t =0,

II-6 REMARQUE
Lorsque 1l'on a T'>T P.ps sur l'ensemble §T'<<} ,le proces-

sus Z intervenant dans la relation (2-3) est une martingale lo-
cale sur [p,T] sautrement dit ZTe Eloc «C'est notamment le cas
lorsque l'on considére la surmartingale positive E?(M) ol 0O<X<]
et Mel, . avec AMSZ -1 pour s finij;on peut montrer (voir [5] )
que BAM) = E(X) oi X est une surmartingale de décomposition
canonique X = N+A jalors T = inf {t: Axt = =13 = inf {t: AMt = -’l}.
Mais O = E [AMT.’L{T.“OJ = E [AMT.iikT.(“ﬂ +E [AMT.nde.mﬂ .
La derniere espérance est nulle car 1'T<T'<°°} est qﬁnl -mesura-
ble,on en déduit: que P[{T':‘I} r\{']l'<oo}] = 0 et donc T'>T P.ps
sur {T'¢w3} .

II-7 REMARQUE

Le résultat de la proposition II-5 contient ceux de Yoeurp et
Yor [10] pour les semimartingales et de Meyer et Yoeurp [8] pour
les sousmartingales,puisque n'importe quelle semimartingale Y telle
que Y >0 et Y->0 P.ps peut s'écrire Y = Y° €(X) ;cependant
on ne peut déduire de II-5 le résultat de Yoeurp [9] sur les sur-
martingales positives.

II-8 REMARQUE

La projection prévisible des semimartingales (décomposables
multiplicativement) jouant un r8le essentiel dans les résultats d'e-
xistence des décompositions de [Y], (8], [10],[3],on peut trouver
surprenant de ne pas la voir apparaitre icijen fait (en notant p Z(X)
la projection prévisible de ‘€(X) on a la relation:

PEX) = EX)_(1+D4) ol X = M+A.

Comme T = inf§+t:AX, = -13 = inf{t:&(X),_= 0§ on a:

inf § t: Pew, = 03 =TAT =T si DX 3 -1 (s¢eo),
S'il n'y a pas d'hypothése sur l'amplitude des sauts de X
on voit qu'on n'obtiendra de décomposition multiplicative avec notre
méthode que sur l'intervalle [O,T',\T [,e'est & dire sur le plus
grand intervalle stochastique sur lequel P‘g_(x) est localement borné,
ce qui est en accord avec les études générales faites [3] .
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III- DECOMPOSITIONS MULTIPLICATIVES
DE MARTINGALES LOCALES

M oe «Soit M1 la martingale locale compen-
sée du processus localement intégrable Z‘;AM 1 {_IAN |>V2} et

On considére Me M

M =M M’ 3 M est alors une martingale locale a variation lo-
calement intégrable, M2 est une martingale locale,localement de
carré intégrable avec ‘Ami|< 1 pour tout u fini; (une adaptation
immédiate de la démonstration de [7] montre ce résultat),

ITI-1 PROPOSITION

Soit M e l:lloc et M = M/l+M2 la décomposition de M dé-
finie ci-dessus ( Mo = 0),

a) (M) admet la décomposition :

(3-1) E(H) = ‘&<M2>e<‘ﬁ> 0}

(3-2) M’\ - AMH ANJII: t ¢ oo .
o¢uct

b) €M) ¥ en

=loc ~
¢) Si AMu>-1 alors AM1>-1 pour tout u fini.

Démonstration.
Le ;% est simplement la proposition I-1 appliquée a SZ=M
A

et S = Y

- ~ -. A 2
wais [20H) ] o 7 god) Al
+
et on obtient: o i
o) - Eed)_ '+ WL 0

d'olu le résultat.
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L 2 .

e ¢) est immédiat en remarquant que E(M)17 et e (M )t stricte~
ment positifs impliquent g(M )t >0 et AM -Te

Le corollaire suivant donne une précision intéressante sur le
théoréme de Girsanov (version [6] p.377).

III-2 COROLLAIRE

Soit Me“loc avec AM > =1 pour tout s fini,et tel que
fxml” soit uniformément 1ntegrable.801t P' la probabilité définie
par 4 . Bm), -

ap >

Soit M une martingale locale & variation localement intégra-
ble et notons M' 1la r-semimartingale définie par:
1
Woow oY Aty
oc<use I+ AMu
alors, L est une P'-martingale locale,a variation localement in-

tégrable;de plus le P'=compensateur prévisible de E IA ]

O<uc<e
égal au P-compensateur de Z \AA1‘
o< <o

Démonstration
En procédant comme dans la proposition III-1,ilest clair que
~.
EE(M)M € Mloc(P) donc M e gloc(P'); il reste a montrer la der-
niere assertion.Soit Y wun processus prévisible positif tel que
EE.[J:§SdA;}<oo ,oU A désigne le pP-compensateur prévisible de

Y 1 ’ . \ -
o<uf.|AM5| ,et ou Eps désigne l'espérance relative a P',

Eps [(ﬁfsus] =E[.€”E(M) YdA] = E [_{'”Y B, dA]
= E [f”y B, d(ZI\AMH) ] [g EM), Y, |AM (1+ AM )\\

Oo<u <.

- E e, v lanll] - E[ €M), ( 25 Y, lAM \)]
= Eps [; Is M:‘]

Ceci montre en particulier que ﬁq est a4 variation P'-locale-
ment intégrable puisque Jc; E(M)s_dAs est P-localement intégrable.

III-3 THEOREME
Soit Pdegloc et telle que le compensateur prévisible du pro-
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cessus @ <M, MC> + 2 |AM3| + 2

(br2)2
o<Uu<. Ocu<. u
soit borné ( M et M° constituant la décomposition additive de
1 .
A
M avec M compensée du processus : Muii IAMu|33é} ) alors

°<u_<o
E(M) est uniformément intégrable.

Démonstration.
L'hypothése faite implique que <M*2,M2> est borné;d'aprés
le théoréme 1I-3 a) on en déduit que E(MZ) est de carré intégra-

ble j;on peut donc définir une probabilité FP' par: Zi‘ = %(Ma)w

de plus comme €(M2)”> O P.ps, P' est équivalente & P .
En appliquant le corollaire III-2
~ T A
M = il - E —AﬂuAJ“? est une P'-martingale locale a va-
O<U<e 1+ AMu
riation localement intégrable.Comme le P-compensateur prévisible

de %. |AM;| est borné,il en est de m&me pour le P'-compensa-

teur prévisible de 2&:‘. |Aﬁg| ,et ‘8('{41) est P'-uniformément
intégrable d'aprés II-3 a). ‘E(Fﬁq)o“ est alors défini et fini P'.
ps donc P.ps jon peut définir €(M), = E(u) e \‘é(M)“\
est r-intégrable puisque E U‘g(m) \] = “P' [l"E(M oo | | ’F’
Maintenant E ?(M ) i L \e(“)"“ £ (H)en t]
g . %] el FJ
et donc E(M)t e’ g S(M‘?)t = E [E(M)m| ,E:-]

d'ou le résultat.
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