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DEMONSTRATION ELEMENTAIRE D'UN THEOREME DE NOVIKOV.
—_— e e e o UV RN

par G. MOKOBODZKI

Dans son article d'exposition|[ 2] sur les théorémes de séparation

d'ensembles projectifs, C.DELLACHERIE se déclare convaincu que l'on peut
Hecond.

démontrer sans recourir au/théoréme de séparation le théoréme ci-aprés :

THEOREME 1 : Sott (En) une suite finie ou infinie de parties analytiques
d'wn espace métrisable compact F. St l'on a N En = ¢, alors il existe

une suite (Bn) de Foréliens de F telle que Bn contienne E, pour tout

n et que l'on ait an =g .

Je propose ici une démonstration de ce résultat qui s'inspire de celle
du premier théoréme de séparation et qui justifie la ténacité exprimée
dans [2] .

Disons qu'une suite (An) de parties de F est emboitable s 'il existe une
suite (Bn) de boréliens de F telle que An C Bn pour tout n et
N A = N Bn .On dira aussi que la suite (Bn) emboite la suite (An). On

n

a alors le lemme fondamental suivant :

LEMME 2 : Sotent (Dn) > (Cn) deux sutites de parties de F et soit
4
p =U Dp . St pour tout p, la suite (Dp, (Cn)) est emboitable, alors la

p o
sutte (D, (Cn)) est embotitable.

4. On mote aimsi ba, suite D, ,C, C, -
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Démonstration : Soient (Bz) N (B:l) des suites de boréliens de F
m= 1
telle que Bg >p_, Bll; 2 Cn et telles que pour tout p

P
D (n cJ = n 8P
p 7 n>0 "

-« 0 P =y BP
Posons alors Bm p>1 BIn , pour m 21, Bo ¥ B et

Baan,
m >1

= P N
Pour tout p , on a encore Dpn (2 Cn) Bo B
. - ns.
et par suite D n(g Cn) Bo B
On en conclut que la suite (Bm)m >0 emboite la suite (D,(Cn)) .

Rappelons quelques notations nécessaires 3 1'emploi des schémas de
Souslin.

S = ensemble de suites ordonnées finies d'éléments de N .

y = ensemble des suites ordonnées infinies d'éléments de IN .

Pour s€ S, n €N (s,n) désigne la suite obtenue en adjoignant n
i la droite de la suite finie s .
Pour s € S, |sl désigne la longueur, ou le nombre d'éléments de s .
Pour s € S e}: o€z (resp. s'€ S) la notation s —f o signifie que
8 est une section commengante de Z.

Pour g € I, (o|p) désignera la suite finie obtenue en prenant les p.

premiers &léments de g .

Un schéma de Souslin sur un ensemble F est une application & de S
dans 1'ensemble g)(F).
On dit que A est régulier si A(s,n)C A(s), Vses, new .

Le noyau du schéma A est 1'ensemhle

A(D = U (n A(s))
gE X \s—0O
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Tout ensemble analytique de F est alors le noyau d'un schéma régulier
O 3 valeurs dans les parties compactes de F.
Soit A un schéma de Souslin et soit t € S . Le sous—ensemble

S5, = {ses | t—s} est isomorphe 3 S et permet de définir un nouveau

echéma de Souslin 3 1'aide de A .

Posons alors I, = {oez |s—o} pour s € S .
et a ) = u A A (t)
g€, \t—o

On a la régle simple de calcul :

pour tout s €N , A(Es) = %J A(E(s n))

Soit alors (En) une suite infinie de parties analytiques de F, (An)
une suite de schémas de Souslin réguliers 3 valeurs dans les parties compactes
de F telle que

An(E) = E pour tout n.

Le lemme suivant est une conséquence directe du lemme 2 .

LEMME 3 : 5i la suite (M(Z)) n'est pas emboitable,
1°) il existe k €N telle que la suite &'z, '), 5,
ne soit pas emboitable

2°) il existe une suite (on) C I telle que pour tout p la suite
1 D r
A(z(cl | p))’ s B (z(op'p)) , (A (z))p > pt1

ne soit pas emboitable

Démonstration :
° . . € P SUAP )
1°) il suffit de rappeler que pour tout s € S A (Zs) 2 é%s,n)

et d'appliquer le lemme 2.

Pour

2°) on construit les suites (on) pas 3 pas, c'est 3 dire par exemple
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pour cl , en construisant par récurrence une suite (sn) C S telle que

s ': ~
n'—’sn+l pour tout n de sorte que $ s'interpréte comme (UIIP) .

Démonstration du théoréme 1 :

Supposons que la suite (En) = (An(E)) ne soit pas emboitable et soit
(On) C £ une suite infinie vérifiant les conditions du lemme 3 .

Rappelons qu'on a toujours AP(ZS) c Ap(s) puisque 1l'on a supposé les
AP réguliers.

Si la suite \

1 P r
. (E(ollp))""’ 4 (%(op]p)) s GTE) L5y

n'est pas emboitable, il en résulte en particulier que Kp = n Ak(dklp)
k <

est un compact non vide pour tout p . On vérifie aisément que la suite (KP)

est décroissante et que K =N Kp est contenu dans g En . Autrement dit

si la suite (En) n'est pas emboitable n'En # 0.

Par négation, on obtient le théoréme 1 .
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