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Séminaire de Probabilités

DECOMPOSITIONS DES MARTINGALES LOCALES

ET FORMULES EXPONENTIELLES

par

Ch, YOEURP

Nous présentons ici quelques résultats nouveaux sur les intégrales
stochastiques, Nous faisons souvent référence au "cours sur les intégrales sto-

chastiques" de P.A. Meyer ([4]) pour éviter de reprendre certains résultats.

Au § 1, aprés avoir précisé la décomposition orthogonale d'une
martingale locale en partie continue, partie somme compensée de sauts accessibles
et partie somme compensée de sauts totalement inaccessibles, nous examinerons,
sous certaines conditions, des relations liant les martingales locales et les
intégrales stochastiques avec les processus & variation finie. Pour deux martin-
gales locales M = (Mt) et N = (Nt) , nous définissons également le crochet

<M,N> , et nous donnons une condition nécessaire et suffisante pour qu'il existe.

Au § 2, comme application de la formule exponentielle de C. Doléans-
Dade, nous donnons un théoréme, connu sous le nom de théoréme de Girsanov gé-
néralisé, sur la transformation de martingale locale par un changement de loi
de probabilité, la nouvelle loi n'étant pas absolument continue par rapport a

la loi initiale, mais seulement "localement" absolument continue.

Au § 3, nous introduisons une nouvelle notion d'exponentielle défi-
nie sur la classe jP des semi-martingales spéciales, Elle est en général

distincte de celle de C. Doléans-Dade et coincide avec elle sur les martingales
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locales, C'est cette deuxieme exponentielle qui nous permet d'obtenir trés fa-
cilement la décomposition multiplicative des surmartingales positives dans le

cas le plus général.

Définitions et notations

soit (0,%,P) un espace probabilisé complet, muni d'une famille
croissante de sous-tribus (Et) « On suppose que (st) vérifie les conditions
habituelles.

On adopte les notations suivantes :

mp (1<p<+®) désigne l'ensemble des martingales nulles en t = O ,

bornées dans LP , c'est-a-dire Sup E(IMtlp) <+w,
. t

Moo = M= M)/ IT tee tels que (M, . )en’].
n

?l‘+ est 1l'ensemble des processus adaptés, A trajectoires croissantes,
continues & droite et nulles en t = 0 , Un élément de ’I/+ sera appelé processus
croissant.

v =% -7 est 1'ensemble des processus 3 variation finie sur tout

compact.
A* - (A= (a)er"/ 1imE(A ) <+=}. Un &lément de A sera ap-
t com Ot

pelé un processus croissant intégrable.

479’ =lﬂ+ -‘ﬁ* ¢ ensemble des processus & variation intégrable.

tAT .
o%oc ={V=(V)er/I T t+= tels que (J‘o Mlav_hed)

ensemble des processus a variation localement intégrable.

£ : ensemble des martingales locales nulles pour t = 0 .
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§ 1. RESULTATS COMPLEMENTAIRES

SUR _LES MARTINGALES LOCALES.

DEFINITION (1-1)e- Un_t.a.R réduit la martingale locale M = (Mt)E.t , sile

processus (Mt/\R) est une martingale uniformément intégrable.

Il réduit fortement M , si de plus la martingale E{[MRI/Gt}
est bornée sur [o,r[[ .

Il résulte aussitdt du théoreéme d'arrét de Doob que si R réduit
(resp. réduit fortement) M , alors tout t.a.S tel que S<R , réduit (resp.
réduit fortement) M .

Le lemme suivant est fondamental dans la suite, Pour sa démonstration,

nous renvoyons a P,A. Meyer ([4] IV 7).

LEMME FONDAMENTAL (1-2).- Soit M = (Mt)é.ﬁ . Alors, il existe des t.a. finis

Rn1+°° réduisant fortement M .

La proposition suivante constitue une amélioration du théoreme 8,

v [4].

PROPOSITION (1-3).- Soient M = (Mt)é.c et R un t.a. fini réduisant forte-

ment M , Alors, la martingale arrétée (M ) peut s'écrire sous la forme

tAR

suivante :

Mt/\R = Ht+vt+wt

o H= (Ht) est une martingale dans MF (1<sp<+w) et od V = (Vt) et

W= (wt) sont dans 7R1ﬂo‘l, et V (resp. W) n'a que des sauts accessibles

(resp. totalement inaccibles).

Démonstration : Désignons par S et T la partie totalement inaccessible et

la partie accessible de R , Comme R est fini, on peut écrire :

MR = MS 1{S<+w}+MT 1[T<+¢o}'
’
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Donc :

(1 Meag = E0RIT Y = BMg 1 ) ojIB 3+ BMp 100 o 03,0

a) On va d'abord faire la décomposition de la martingale

EMg g <+w}13t}.
. : : s + +
Considérons la martingale positive Nt = E(MS 1{S <+m},3‘t] ’

+ + +
od Mg = Sup(O,MS) » et posons Y, = N 1{t<S} .

Puisque S est un t.,a. totalement inaccessible, la surmartin-

gale (Y';) est régulisre, Elle est de plus bornée, en effet :

+ + +
Yo = N Ye<r}*Me "rst<s) (rR<S)
= E(MY 1 |% 31 +E{ME 1 1 1%}
s '{s<+=}/9t’ "{t <R} 5 {S<+w} {(Rst<s}%t!"

Au second membre de 1'égalité, le premier terme est borné, car R
réduit fortement M ; le deuxitme terme est nul car sur {s <+ eo} , on doit

avoir R=S ,

(Y:) est donc bornée et admet une décomposition de Doob :
: + + .+
(2) Yy = X} -4}

ol (K:) est une martingale dans MP (1sp<+w), et (A:) est un processus

croissant continu tel que E((A:)p)<+°°(1 sp<+w), ([5] VII N° 59),

On considere de méme la martingale N = E{M_1 3.} on

{8 <+ =}

M; = Sup(O,-MS) et on pose Y; = N:1 . On montre de méme que (Y:)

{t<s}
est unme surmartingale réguligre bornée, elle admet donc une décomposition de
Doob :

(3) Yo = K - A7
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ol (K;) est une martingale dans 7P (1sp<+®) et (A:) est un processus

croissant continu tel que E((A;)p) <+o(1sp<+=>),
En retranchant membre 2 membre (2) et (3), on a :
+ - + -
Ii:{Ms1{s <+D}'3t}1{t <s}” (Kt"Kt)'(At"At) *
Posons alors : K kP -xT et A, =ar-a7
TR T T t T STt
On peut écrire successivement :

E{Ms 1{s<+m}’3t}= 1ct'A'c"E{Ms 1{3 <+ m}'st} 1{5 <t}

= Kt—At+MS1{SSt} (MS1{SSt} est J_-mesurable) .
Donc finalement :

(4) E{Mg s <+m}’3t}"‘ X, + (Mg 1{Sst}-At)

: P
ol (Kt) est une martingale dans M (1<p<+o) et (MS 1{Sst}—At) est
une martingale dans Jg’ ayant un seul saut en S .

b) On reprend la méme démonstration pour la martingale

E{Mp 7 <s w}lst} et on obtient :

(5) E{MT 1{T <+ a}liit] = Lt+ (MT 1{T5t} -Bt)

ol (Lt) est une martingale dans MP (1sp<+®) et (M -Bt) est une

7! {T<t}
martingale dans tﬂ- et a sauts accessibles,

Ajoutons membre 2 membre (4) et (5), nous obtenons en vertu de
(1) :

Mear = (Kt”’t)"(Ms1{Sst}‘At)+(MT1{Tst}‘Bt) .
Il suffit alors de poser :
H =K. +L , V = MT1{TSt}'Bt et W = MS1{SSt}-At

C ‘QOF oDo D
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Nous en déduisons un théor2me de décomposition orthogonale d'une
martingale locale. On dira que deux martingales locales nulles en O sont ortho-

gonales si leur produit est une martingale locale,

THEOREME (1-4).- Soit M = (Ht) un élément de £ . Alors M peut s'écrire

d'une maniére unique, sous la forme :

M o= M +MP 4 w3

dp

ou M° , M et qu sont des éléments de £ et ou MC est a trajectoires

continues, Mdp n'a que des sauts accessibles et est orthogonale 3 toute martin-

gale locale n'ayant que des sauts totalement inaccessibles et Mdp n'a que des

sauts totalement inaccessibles et est orthogonale 2 toute martingale locale

n'ayant que des sauts accessibles,

Notation :

On désigne par £ ,

e ap et qu les sous-espaces de £ définis

par cette décomposition, On dit que ¥° est 1la partie continue de M , que
g (resp. qu) est la somme compensée de sauts accessibles (resp, totalement

inaccessibles) de M , et que u%P 4 ydd

est la somme cqompensée de sauts de M .
Le sous-espace de £ , constitué par les sommes compensées de sauts est noté

Lq °

Démonstration du théoréme :

a) Unicité :
Supposons qu'il existe deux décompositions du méme type de M :

M= P ude o 3y yde

Alors :

M€ -nS = (v oM?Py 4 (v - 49y



438

*
ce qui montre que MC -N® est orthogonale a elle-méme, elle est donc nulle,( )

et 1'on a :
M =N
NP _ydP _ yda_yda ,

dp

ce qui montre & nouveau que N dp

-M est orthogonale 2 elle-méme, elle est

donc nulle et 1'on obtient finalement :
M = 1S, %P o NP o wda . pde,

b) Existence :

D'aprés l'unicité de la décomposition, on peut procéder par recol-
lement, Donc, d'aprgs le lemme (1-2), il suffit de montrer le théorame pour
la martingale (Mt/\R) od R est un t.a., fini réduisant fortement M .
La proposition (1-3) permet d'écrire :

MtAR = Ht+vt+wt

ol H= (Ht) est dans M° , V= (Vt) est dans m1ﬂ A et a sauts accessibles,

et W= (wt) est dans 77(1 na@ et & sauts totalement inaccessibles.

Mais, selon le théorame 4[2],H peut s'écrire en H = 1 + g9 4 g9 .

donc @

. c d d
(6) Mopp = Ht+(ntp+vt)+(ﬁtq+wt) .

On pose alors :

o] o] dp
MtAR’“ M

dp dq dq
e Mear V, et M =H

=H +V, tAR = He + Ve o

I1 nous reste & vérifier la propriété d'orthogonalité.

(*) Cela est bien connu pour les martingales de carré intégrable et s'étend aux

martingales locales M par arrét 2 des temps d'arrét réduisant M2
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dp)

AR est orthogonale a toute martingale

i) On va montrer que (M
locale continue N = (Nt) . Par arrét, on peut supposer que N est bornée.

On a :

dp
NtMtAR‘ NtH

dp

t PNV .

dp . 2 (*) dp
Or NH est une martingale puisque N est dans mc et H
est dans mgp « D'autre part, NV est aussi une martingale, en effet, pour

s<t, on a ([5] VII 15) :

E(N.V -N_V |3} = E[f]s t]Nuqu!3s}
’
=0 ([4] I Théo. 12).
Donc (N wdP ) est une martingale, et (Mdp ) est orthogonale
t tAR ! tAR

On démontre de méme 1'orthogonalité de (MSER) avec N .

dp

ii) Montrons que (Mt/\R

) est orthogonale 2 toute martingale locale
N = (Nt) n'ayant que des sauts totalement inaccessibles. On peut choisir R de
telle fagon qu'il réduise fortement & la fois M et N , On a alors la décompo-
sition de (Nt/\R) analogue a (6) :

c dq
NoAg = 1<t+(1<t +Ut)

ot X est élément de m:,qu élément de ngq et U élément de 77(1009’
et & sauts totalement inaccessibles,

On a

dp

dp c . dp dq .dp  .dq
N M X_M +XCHTHK SV #UH

tAR tAR™ “tiear TR Pt +U V.

Au second membre de 1'égalité, le premier terme est une martingale

(*) 77((2: ’ mgp et mgq désignent les sous-espaces de 7)22 définis par la dé-

dp . ,dq

composition orthogonale M = MC+M +M .
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(démonstration faite dans 1i)), le deuxieme terme aussi (orthogonalité de mip
et m<21q) , les autres termes sont produits de deux processus sans discontinuité
commune, dont 1'un au moins est dans 7)(1 ﬂ«”?’. Ils sont aussi des martingales :

faisons la démonstration pour UV par exemple.

Comme U et V sont sans discontinuité commune, 1l'intégrale de
t t

Stieljes I Us st est bien définie et est égale a I US_st . Donc, pour
o o

s<t , on a ([5], VII 15) :

EQU .V, -UV |3} B{[ ]Uu av_ |3}

Js,t

1]

U av |3
E{J‘]S,t] u- u' S}

o ([4], I, théo. 12).

[}

D'ol l'orthogonalité désirée,

dq)

On démontre de la méme facon que (Mt AR

est orthogonale a toute

martingale locale n'ayant que des sauts accessibles,
]

Rappelons que 'Vd désigne 1l'ensemble des processus & variation
finie purement discontinus et que 77((21 désigne l'ensemble des martingales de

carré intégrable sommes compensées de sauts. On a le lemme suivant :

LEMME (1-5).-

1. Toute M

(Mt)Emcz1 vérifiant T IAM5|<+°° PsS. pour tout t ,
sst

appartient & 7.

2, Toute M = (Mt)em(zip vérifiant T !AMS! <+® p,s, pour tout
sst
t , appartient & 7fd , autrement dit, on a :
Mt = Z AMS ,

la série étant absolument convergente.

Démonstration : Rappelons d'abord que pour tout processus A = (At) 6(7?, il

existe un processus prévisible unique appartenant 3 o, noté A = ('Kt) tel
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que A-7 soit une martingale (cf. [1] pour le cas ot A appartient a 7@*’ .

L'extension au cas o A appartient a J/i' est immédiate).

1. Considérons d'abord les t.,a. suivants :
s =inf{t/ £ |amM_|2n}.
n s’
s<t

Les Sn tendent en croissant vers +o, du fait que z IAMSI
s<t

est finie pour tout t fini, par hypothése, On peut écrire :

o] = T lam |+ famg |

s<S§ s<$§ n
n n

Sn+lAMsl.
n

Mais, M appartient a 77(2 , donc IAMS | est de carré intégrable.
n

: 2
Par conséquent, T !AMsl appartient a L .
s< Sn

Ceci étant, rappelons la construction de Md (2], théoreme 4) :

si (Tn) est une suite de t.a. de graphes disjoints, ou bien
prévisibles, ou bien totalement inaccessibles, épuisant les sauts de M , on

a:
. : d NS
(7) Mt=Z(AMT1{T St}-AMT1{T S,c})
n n ‘'n n ‘'n
ou la série converge dans L2 pour tout t fixé.

On va montrer que les deux séries % AM

1 et
n rI‘n {Tnst}

N 5
z AMT 1{T <t} convergent a la fois dans L° et presque sfirement vers des
n n n

éléments de ¥ .

D'aprés ce qui précede, quitte a arréter, on peut supposer que

£ |am

S’ appartient a L2 , pour tout t fixé, Alors, la série
s<t
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ZIAMT | 1{,1, <t} converge presque slirement et dans L2 vers la méme limite
n n

IAMSI . Donc, a fortiori, la série I AM converge PeSe
n

]
sst Tn {TnSt}

et dans L2 vers z AM , qui est élément de ¥ . Il en résulte que la série

s<t
V4 2
. ot ..
Z AMT {T <t} converge dans L et la relation (7) s'écrit aussi :
W=z z ]
LI T, {T, st}

N : . 2
ol la deuxieéme série converge au sens de L~ .

A N\
Enfin, pour montrer que I AMT 1{,1. <t}
n n ''n

converge aussi peS. vers
un élément de ¥ , on adopte la notation suivante : pour deux éléments

= (At) et B= (Bt) de ¥ , on dit que’ B majore A fortement et on écrit
A<<B , si B-A est un processus croissant, Ceci étant, on a pour tout k€N :

<< zlAM
=1

Z(AM)1

T Jam | .
n=1 s

(T, st} 1{Tnst}=sst

Donc, en passant & la projection duale prévisible, on a :

k (/\_)/ /\’/'
z (AM, 1 < T |[aM_ | .
n=1 T {TnSt} sst °

/\/
La suite (2 (AM ) 1
n=1

oissant s fo
{T sr}) est croissante au sens fort et

~
1'espérance mathématique de son terme général est majorée par E( T lAMSI) *

s<t
+ @ /'*\_/+
Donc, sa limite & (AM Y 1 est encore un processus croissant
T {T =<t}
n=1 n n
([51, viI 9 c).
+ wN
Pour la méme raison, I (AM est aussi un processus
ned {T <t}
croissant, Il en résulte que la série T AM_ 1 converge p.Se. Vers un

n Tn {TnSt}
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. - 2
élément de ¥ ; mais c'est aussi la limite pour la convergence au sens de L° ,

d
on en conclut que Md estdans ¥ . Or M=M .

CeQeFoDe

2, Par hypothése, M est un élément de 7/'(§p « Donc, en désignant
par (Tn) une suite de t.a. prévisibles, de graphes disjoints, épuisant les
sauts de M , on a ([2], théoreme 4)

Me=Z My Tep <)
n n t'n
2
ol la somme converge au sens de L~ ,

Mais par hypothése, la somme z 'AMSI converge p.S. pour tout

sst
t fini. Il en résulte que la somme X AMT 1{,1. <t} converge & la fois presque
n n ''n
sfirement et dans L2 vers la méme limite L AM_ .Donc, M, = ©£ AM ,
sst ° t o<t S

C.Q.F.D,

Le théoreéme suivant donne des relations entre les martingales lo-

cales et les processus a variation finie,
THEOREME (1-6)¢-

1. Tout élément M = (Mt) de f£NY7 est une somme compensée de

sauts, autrement dit M est élément de I.d .

2. Tout élément M = (M-t) de 'cd vérifiant presque slirement

z {AMSI<+<», pour tout t fini, appartient 3 ¥ .

s<t
3. Tout élément M = (Mt) de ’cdp vérifiant presque sfirement
pX ’AMS’ <+®, pour tout t fini, appartient a 79 » donc M, = £ M,
sst sst s

pour tout t fini,

Démonstration : En vertu du lemme (1-2), il suffit de démontrer pour la martin—



444

gale (MtAR) ot R est un te.a. réduisant fortement M .
Dans la démonstration du théorame (1-4), on a vu que :
_ c _uC 4P _ .dp dq _ ,dq
Moar = Bt Vet Ve o Moag = He o Miap = Bp #Vp ot Mopp =He + W

ot H est dans 7R2 et o V et W sont dans 7)(10«7? et V (resp. W)
n'a que des sauts accessibles (resp, totalement inaccessibles).

1 Si M appartient 3 7 , il en est de méme de H . Donc,

(o]

(od
Moap=H =0 ([4], II 15).

2. Le résultat découle immédiatement du lemme (1-5).

3., Toujours d'aprés le lemme (1-5), pour démontrer le point 3,, on
est ramené a prouver ceci :

Si V est une martingale & variation intégrable qui ne saute qu'en
des temps d'arrét accessibles, alors V est un processus purement discontinu
en tant qu'élémentde ¥ .

Pour un tel processus V , écrivons sa décomposition canonique
([13, Iv, T 37) :

(8) v=vevd

ot v© et Vd sont dans ﬂ et ou V° est continu et Vd est purement dis-

continu et n'a que des sauts accessibles, Il s'agit de montrer que Vc =0,
Prenons les compensatrices prévisibles de (8), en remarquant que V =0,V
étant une martingale :

0=v+vd,

~,

ce qui entraine que v =0 et Vd =0 , d'apres le lemme suivant :

LEMME,~- Soit A = (At) un_élément de of, purement discontinu et 3 sauts

- 3 03 K3 ~ 3 . .
accessibles, Alors sa compensatrice prévisible A est aussi purement disconti-

nue.
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Démonstration du lemme : Il suffit de le démontrer pour A processus croissant

purement discontinu et A sauts accessibles,
Comme le graphe d'un t.a. accessible est contenu dans ume réunion
dénombrable de graphes de t.a. prévisibles, on peut choisir une suite de

teae (Tn) épuisant les sauts de A qui sont prévisibles, Posons H = Uﬂi&ﬂ,
n
c'est un ensemble prévisible. Si on appelle p la mesure sur (R+)(Q. ﬁh xF)
+

engendrée par A et ﬁ sa projection prévisible, on sait que H est engendrée

par A ([1] Vv T 28).

La mesure p étant portée par H , on a alors :
+e c c
E(J 1 (t,w)aK (w))= %) = u(H) =0,
o H

Donc, pour presque tout g , dZ%(w) charge au plus 1l'ensemble
dénombrable H(w) « Ce qui montre que A est purement discontinu,

C.Q.F.D.

Remarque : Il existe des martingales qui sont dans

dp mais qui ne sont pas

dans ¥ .

Exemple : On prend Q= [0,1] et P : mesure de Lebesgue.
Désignons par (Zn) une suite de v.a. indépendantes, équidistri-
buées, a valeurs dans {—1,+1} et de moyenne nulle, (par exemple des fonctions

de Rademacher). Posons :

¢, = 0(21,22,...,Zn),n EN
Ix <o
o
ooz
X, = T Ck,nen.
k=1 k

On vérifie que (Xn) est une martingale par rapport a (Qn) .
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De plus, elle est de carré intégrable, en effet

: n
Sup E (x2) swk (( £ z1<)2)
n X
n n k=1 k

n 2 )
Sup T E(zk) ( (Zk) indépendante)

n k=1 k2
+ @
= I —1-<+Q.
k=1 k
Par contre, on a @
+ ™ + ©
Tlax) = L 1=+w,
k=1

Pour terminer, considérons la suite tn = 1-—1n— , qui croit stricte-

ment vers 1 , et posons :

_
¥ =G, pour te[tn,tn+1[
Et =G, pour t=21

<
M, =X pour té€ [tn’tn+1[
Mt = xw pour t=21,

On voit alors que sur (Q, (Et),P) , (Mt) est un élément de mgp ,

mais elle n'est pas dans ¥ , puisque I ]AMSI =+®,
s<1

]
Le théoréme suivant qui définit 1'intégrale stochastique d'un
procesus prévisible par rapport 2 une martingale locale est emprunté a P.A. Meyer

([4] V Théoreme 16).

THEOREME (1-7)e- Soit M = (Mt)e.t et soit H = (Ht) un_processus prévisible

tel que le processus croissant

( B2 apu, M)
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soit localement intégrable, Alors :

t
a) pour toute N = (Nt) €f , le processus croissant ‘f IHSHd[M,N]sl
o

est & valeurs finies pour tout t fini,

b) il existe une martingale locale et une seule L = H.M telle

que 1'on ait, pour toute N = (Nt)ES :

[LvN] = H'[MrN}

c) les processus (ALt) et (HtAMt) sont indistinguables.

Ly et £

ap * Taq a4 sont stables par intégrale sto-

Remarque : Les classes £c ,

chastique.

PROPOSITION (1-8).- Soit M = (Mt)E.tdp et soit H = (Ht) un_processus pré-

visible tel que le processus croissant

t
(f ¥ amw,v)_

soit localement intégrable.

Si l'on a pour presque tout w , = IHS’ 'AMSI <+, pour tout t
s<t

fini, alors l'intégrale stochastique H.M est indistinguable du processus 2

variation finie T H_AM
sst

HM,_= T H_AM_, pour tout t fini,
t s~ s
s<t

Démonstration : Cette proposition résulte immédiatement du théoreme (1-6) et
de la remarque ci-dessus.
0
On va maintenant définir, pour deux martingales locales M = (Mt)

et N= (N, le crochet <M,N>.

DEFINITION (1-9).- Soient M = (Mt) et N = (Nt) deux éléments de £ . Le
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processus <M,N>=(<M,N >t) , $'il existe, est 1l'unique processus prévisible

appartenant & ¥ tel que MN-<M,N> soit une martingale locale.

Vérifions qu'il y a bien unicité. Soient en effet deux processus
prévisibles A = (At) et B = (Bt) appartenant 2 7 tels que MN-A et
MN -B soient des martingales locales, Alors A=-B est un élément de LNV .
Par arrét, on peut supposer que A-B est une martingale uniformément intégrable.
Comme A-B est prévisible, elle est nécessairement une martingale continue a

variation finie, Donc ([1] V T 39) :

A-B =0,
W)
Soit A = (At) un processus croissant tel que pour chaque t fixé,
A, soit intégrable. On sait que ([1]) A admet alors une projection duale

prévisible, notée A = (Kt) , qui est caractérisée par le fait que A est un

processus croissant prévisible et que A-K est une martingale,
On étend ici la définition au cas ou At n'est pas forcément

intégrable pour t fixé.

DEFINITION (1-10).- Soit A = (At) €7 . On appelle projection duale prévisible

de A (ou compensatrice prévisible de A) , si elle existe, 1'unique processus

prévisible appartenant a 'V+ , noté i = ('Kt) » tel que A-% soit une martin-

gale locale.

Par linéarité, on étend cette définition au processus A = (At)

appartenant & 7 .

La vérification de 1l'unicité de A est immédiate et est déja faite

dans la définition (1-9).

On va maintenant donner une définition équivalente a la définition
(1-9). Soient M = (Mt) et N = (Nt) deux éléments de £ . On sait que
[M,N] existe toujours et que MN-[M,N] est une martingale locale (corollaire

22 IV [4]). On voit alors que si <M,N> existe, [M,N]-<M,N> est une martin—
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gale locale, en vertu de la définition (1-9). Donc, [M,N] admet une projection

duale prévisible qui n'est autre que <M,N>, et réciproquement, D'ou :

DEFINITION (1-11).- Soient M = (Mt) et N = (Nt) deux éléments de £ . Le

processus <M,N>=(<M,N >t) , 8'il existe, est la projection duale prévisible

de [M,N] .

Le théoréme suivant donne une condition nécessaire et suffisante

pour qu'un élément de ¥ admette une projection duale prévisible.

THEOREME (1-12).- Soit A = (At)E’I/' « Les trois conditions suivantes sont équi-

valentes :

1 A admet une projection duale prévisible.

2. A appartient a .7?1“ .

3. (¢ AAS) appartient 2 d-loc .
s<t

Démonstration : Il suffit de la faire pour AE?/+ .

Remarquons que l'on peut toujours écrire A sous la forme suivante :
A=aS+ad
on A¢ = (A‘;)evfc et ad = (Afcl)e'lrd .

Mais, AC appartient a éﬁoc (considérer T, = inf{t/AiZn}) .
Donc, la condition 2, est équivalente & la condition 3. Il nous reste 3 montrer

1'équivalence entre les conditions 1. et 2.
a) 1o 24

On suppose que A existe. Par définition M = A-% est une martin-
gale locale, Soit donc (Tn) une suite de t.a. tendant en croissant vers
+o et réduisant M , Si on appelle (Sn) une suite de t.a. tendant en crois-

sant vers +® telle que ZS <n , alors Rn = Sn/\ Tn réduit M et on a encore

n
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XR <n , L'égalité AR = MR +'KR montre alors que AR est intégrable., Donc,
n n n n n

A est élément de 0? .
loc

b) 2¢=1.

On suppose que A appartient 2 ogloc « Soit donc (Tn) une suite
de t.a. tendant en croissant vers +« telle que (A:) = (At/\T ) soit
n

~
intégrable. Alors, on sait que A" existe et est unique. Par recollement, on

obtient A .

Par définition, on a pout tout t fini :
c ,.C
[M,N]t =<M",N"> + I MM AN .
sst
Donc, le saut en s de [M,N] est AM_AN . T1 résulte alors du

théorame (1-12) que :

THEOREME (1-13).~ Soient M = (M ) et N = (v,) deux éléments de £ . Les

trois conditions suivantes sont équivalentes :

1. <M,N> existe,
2, [M,N] appartient 2 ‘ﬁioc ,

3. (sztAMSANS) appartient a 09‘10(: .

On a le corollaire suivant qui dit que 1'on ne peut pas définir le
processus <M,M> en dehors de la classe des martingales de carré localement

intégrable. On note par mfoc cette classe de martingales :
77(2 ={(M)eL/I T t+o tel que (M )67712}
loc t n tAT, *

COROLLAIRE (1-14).- Soit M = (Mt) un _élément de £ . Alors, le processus

2

croissant prévisible <M,M> existe si et seulement si M appartient a mloc .
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Démonstration :

a) Condition nécessaire.

On suppose que <M,M> existe, D'aprés le théoréme précédent,

(z (AMS)Z) appartiert a ﬁloc . Soit donc (Rn) une suite de t.a. tendant
sst

2 L .
en croissant vers +o telle que z (AMS) soit intégrable et soit Sn =
s<R
n

inf{t/’Mt,l 2n} .

Posons : T =R AS_ , On a :
n n n

’MTn! < IMTn_MAMTn[

sn+|AMT |
n

Mais, (AMT )25 by (AMS)2 . Donc, M, est de carré intégrable,

n ssT n
n

2

et M appartient a mloc'

b) Condition suffisante.

On suppose que M appartient a mioc « I1 existe donc une suite

de tea. (Tn) tendant en croissant vers +® telle que M = (M soit

tAT )
n
2 M M . . .
dans M~ . Alors, <M ,M > existe et est unique., Par recollement, on obtient
<M,M>,
rl
Nous allons maintenant donner une condition suffisante importante

pour qu'on puisse définir le processus <M,N>,

DEFINITION (1-15).- Une martingale M = (Mt) est dite localement bornée, s'il

existe une suite de t.a. tendant en croissant vers += telle que la martin-

gale arrétée (Mt/\T ) soit bornée par une constante, pour chaque n fixé,
n

PROPOSITION (1-16).- Soit M = (Mt) une martingale localement bornée. Alors



452

pour toute martingale N = (Nt) €L, le processus <M,N> existe.

Démonstration : Soit une suite de t.a. R t+= telle que (Mt/\R ) soit
n

bornée par kn , et soit Snt+°° , une suite de t.a. réduisant fortement N ,

Posons :

T =R AS A 1nf{t/S§t|AMsANS[ zn}.

T M AN | = 5 |aM AN |+|aM. AN, |
ssTn s s S<Tn s s Tn Tn

<n+ zknrANT | .
n
Mais, puisque T  réduit aussi fortement N , la proposition (1-3)

permet d'écrire que :

Nt/\T = Ht+Ut
n

ol H = (Ht) est dans 77(2 et U= (Ut) est dans ?R”'IL#.

Donc ,

ANT = AHT +AUT .
n n n

Ce qui montre que ANT est intégrable, Il en résulte que
n

z ’AMS ANs’ est intégrable et le théoréme (1—13) donne le résultat désiré,
ssT
n

Remarque : La définition (1-9) ou la définition (1-11) présente 1'avantage de
ne pas passer par la polarisation., Ainsi, pour deux martingales locales

M= (Mt) et N = (Nt) » le processus <M,N> peut tr&s bien exister sans que
<M,M> et <N,N> existént. Par exemple, soit M = (Mt) une martingale locale

2

qui n'est pas dans M; (C. Doléans-Dade, Séminaire de Probabilités V. p. 138).

D'aprés le corollaire (1-14), le processus <M,M> n'existe pas. Par contre, le



453

processus <M,N> existe pour toute martingale localement bornée N = (Nt) ,

selon la proposition (1-16).

§ 2. EXPONENTIELLE DE SEMI-MARTINGALES

APPLICATION

1. Exponentielle de semi-martingales.

Soit X = (Xt) une semi-martingale nulle pour t = 0 . Considérons

1'équation intégrale suivante :
t
z, = 1+J‘ozs_dxS .

Une solution de cette équation, si elle existe, est une semi-
martingale puisque 1l'intégrale stochastique conserve les semi-martingales.

On a le théoréme suivant di & Doléans-Dade.

THEOREME (2-1).- Etant donnée une semi-martingale X = (Xt) nulle pour t =0,

Alors, il existe une semi-martingale et une seule qui vérifie 1l'équation

t
(1) z, = 1+I°Zs—dxs .

Elle est donnée par l'expression suivante :

-AX
- exp(Xt—%<Xc,Xc>) m (1+ax)e 5,t>0
Yest s

N
I

ol le produit infini converge presque sfirement pour tout t fini,

Notation : On notera par e(X) la solution de (1).

Démonstration : Cette démonstration, simplification de celle de C, Doléans,

figure dans le cours [4], IV, 25, p. 59.
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2+ Transformation de martingale locale par un changement de probabilité,

Voici wne application du théoreme (2-1) :

PROPOSITION (2-2).- Soit M = (Mt) €£ . Pour tout élément X = (xt) de ¢

tel que <X,M> existe, le processus e(M)(X-<X,M>) est une martingale locale

dans £ o

Démonstration : Posons Z = X-<X,M> et appliquons le corollaire 23 IV [4]

aux semi-martingales e(M) et Z . On a, pour tout t f£ini :

t t
e(M).2, = [ e(M)S_dzs+J“ z_de(M) +[e(M),2],
o o
t t t
eM) 2, = ([ e() _ax_-[ e(m) _d<x,u> )+ z de(M) +
o o o
t t
(j‘o e(u),_arx,m]_- j‘o (M), _dlM, <x,M>] )
t t t .
= J‘o e(M),_dx_+ j‘o e(M)_a(lx,mM] - <x,M> )+ j‘ozs_ de (M),
t
- j‘oe(u)s_d[n, <XM>] .

Au second membre de 1'égalité, les trois premiers termes sont des
intégrales stochastiques par rapport & des martingales locales, ils sont donc
des martingales locales, De méme pour le dernier terme, cela résulte du lemme

suivant :

LEMME (2-3).- Soient M = (Mt)E.C et A= (At)E'V . Si A est prévisible,

alors [M,A] est une martingale locale.

Démonstration : On peut écrire successivement, pour tout t fini :

M,A]_ = £ aM_AA_ (définition)
t s S
sst

T AA AMgp (A n'a que des sauts prévisibles).
s<t
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Mais le processus (AAt) = (At -At_) est différence de deux proces-

t.
sus prévisibles localement bornés(*) donc 1l'intégrale stochastique J‘ AAs dM‘Sip
)

existe, La proposition (1-8) permet alors d'écrire :
t dap
,a], = [ da aM ™ .
)
Donc, [M,A] est une martingale locale.

Dans la suite, on va introduire une autre loi de probabilité sur
(Q,3) « Pour éviter des confusions, on adopte la notation suivante :

M= (Mt) est (P,Gt)-martingale (resp. (P,Z’ft)-martingale locale)
signifie que M est une martingale (resp. martingale locale) relativement &
la famille de tribus (3t) et 3 la loi de probabilité P ., On adopte aussi les

notations M2 (P,F,) s £(PF )seee

Voici un lemme dont nous aurons besoin :

LEMME (2—4).- Soit P' unme loi de probabilité sur (Q,¥) équivalente 3 P .

Posons @

\]
E{%—/Gt} , pour tout t fini,

=
t
i

po= (b)) o

Alors, un processus adapté Z = (Zt) est une (P',Zit) martingale

(resp., martingale locale) si et seulement si Zy est une (P,Et)-martingale

(resp. martingale locale).

(*) soit (Ht) un processus adapté (resp. prévisible) continu a droite ayant
des limites & gauche, Alors (Ht-) (resp. (Ht)) est localement borné. En
effet, il suffit, dans le cas adapté, de considérer T = inf{t/'Htl 2n} .
Dans le cas prévisible, Tn est un t.a. prévisible, donc annoncé par
(Snm) ; considérer S = sup S__

k n<k nm
msk
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Démonstration : Par arrét, il suffit de démontrer le lemme pour une vraie
martingale,
Soit Z = (Zt) un processus adapté. Alors, pour tout t fini et

pour tout Aea’t , on peut écrire :

j’Azt dp’ _[‘Azt AP

jA E{Z, u,|¥, Jap

=[2 uar.
A tTt
Donc :

fAzt dp' = J‘Azt by dP

De cette égalité, on obtient immédiatement le résultat désiré.
Remarque : Si P' est seulement absolument continue par rapport & P , alors :

- dans le cas d'une martingale, le lemme subsiste,
- dans le cas d'une martingale locale, la condition reste suffisante,
mais n'est plus nécessaire, car une suite de t.a., tendant en croissant vers
+o P'-presque slirement ne 1l'est pas en général pour P ,
m
Soit M = (Mt) €f telle que l'on ait pour presque tout uw ,

AMs(m)z-‘l , pour tout s fini, de fagon que e(M) soit positif,

Si on suppose de plus que s(M) est une martingale uniformément
intégrable, on peut introduire une autre loi de probabilité P' , absolument

continue par rapport & P , en posant :

P' = ¢(M)_P.

Dans ces conditions, en appliquant la remarque ci-dessus et le lemme

(2-4), on a le résultat suivant :

pour toute X = (Xt)e.t(P,gt) telle que <X,M> existe (relative-
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ment a P) , le processus X-<X,M> est une (P',Zs'-t)-martingale locale.

Mais, on ne connalt pas de bon critére sur M pour que e(M) soit
une martingale uniformément intégrable. C. Doléans-Dade en a cité un qui est
trop fort : si M est une martingale bornée dont tous les sauts sont a valeurs

dans [-1,+=[ , alors e(M) est une martingale (bornée).

On va donc travailler dans le cas oi &(M) est seulement une mar-
tingale locale positive., On est alors amené a travailler sur un "bon espace"
ot les tribus ne sont pas complétées, et a introduire la notion de martingale
locale jusqu'a un certain te.a. . Cette notion est introduite par H. Kunita

pour étudier le méme probléme, mais sous un angle différent,

DEFINITION (2-5).- Soit T wn t.a. et X = (xt) un_processus défini sur

‘IO,T[ « On dit que X est une martingale locale jusqu'a T , s'il existe une

suite croissante de t.a. (Tn) telle que T <T p.s. pour tout n,

1lim Tn =T «Se et soit une martingale, pour tout n fixé.

n-—o

(e A Tn)

Choix d'un bon espace.

On désigne par :

E : un espace polonais,
Q : l'ensemble des applications continues & droite de R+ dans E .
Y, ¢ l'application coordonnée d'indice t sur Q.

F° : la tribu engendrée par les YS ,S<t o
Fo =V 3; : la tribu engendrée par les :ch’ .
t

FO.o= N F° .
T s
On munit (0,3°) d'une loi de probabilité P . On travaillera rela-
tivement a (3;‘.) (sans complétion). Les graphes de t.a. seront entendus

"graphes dans §+ X" et non pas dans R+ XQ « On note par P 1la tribu prévi-
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sible sur ﬁ_l_ XQ ; elle est engendrée par les processus continus a gauche,

adaptés 2 (3;+) .

LEMME DE LA REGULARISATION (F8llmer).- Soit X° = (x:) une surmartingale posi-

tive par rapport a (P,:FL) . Supposons que la fonction t '—oE(X;) soit

continue & droite,

Alors, X° admet une modification continue & droite X = (Xt)

° i . .
adaptée a (3t+) , ayant des limites & gauche dans R+ avant le premier instant

ou elle vaut O .

De plus, l'ensemble :

{w/3 t tel que Xt_(w) n'existe pas dans R+}

est mesurable et de mesure nulle par rapport a P .

Démonstration : Soit Ht 1l'ensemble des ®w tels que la fonction :
’

a,b

rﬁx;(w) ,reqQnro,t]

soit non bornée ou admette une infinité de montées sur l'intervalle [a,b] .

' o o
L'ensemble Ht,a,b est 3t+ mesurable,
Posons :
H = N U H
t s>t a<b s,a,b
a,beqQ
- 1 ° 1
Xt(w)_ lim Xo(w) si wéHt
rit
r>t
req
=0 si wEHt .

Comme Ht croit avec t , le processus (Xt) admet des trajectoi-

res continues a droite sur [0,+«[ . D'apres [5] VI T 4 , H, est Fg, -mesurable

t

et est P -négligeable, et (Xt) est une surmartingale, modification continue

a droite de X° .
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On peut écrire :

{w/3 t tel que Xt_(m) n'existe pas dans R} = gﬂt.
C'est donc un ensemble mesurable P -négligeable.
n
Rappelons la définition de la mesure de FSllmer associée a une

surmartingale positive :

LEMME (théoreme de F¥llmer).- Soit 2 = (Zt) une surmartingale positive régu-

larisée, Il existe alors une mesure et une seule PZ définie sur P telle

que :
Z
P (HS,-&&-B): E(ZS1{S <+m}) , pour tout te.a.S .
Pour la démonstration, nous renvoyons a F8limer ([3]) et a Stricker
([81).

Remarques @

a) Puisque la mesure de F8llmer est uniquement déterminée sur les
intervalles stochastiques ﬂs,+uﬂ , €lle ne dépend pas du choix de la modifica-
tion continue & droite de Z .

b) La surmartingale positive Z est de classe (D) si et seulement
si PZ ne charge pas les ensembles évanescents.

M

Soit Z = (Zt) une martingale locale positive telle que E(zo) <4o»,

Il résulte alors du lemme de Fatou que Z est aussi une surmartingale positive,

On a le lemme suivant :

LEMME (2-6).- Soit Z = (Zt) une martingale locale positive régularisée telle

que E(Zo) <+®, Posons :
T = inf{t/2, _=+}.

Alors, la mesure de F8llmer PZ associée & Z est portée par le
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graphe de T (dans §+ XQ) .
Remarque : On notera que T = + P -presque sfirement,

Démonstration du lemme :

soit v = inf{t/z_=0}.
Alors, pour presque tout  , on a (Meyer [5] VI T 15)
z, =0 pour t2v(w) .
zZ
La mesure P~ ne charge donc que EO,\)]] , en effet :
PZ(]]\: +ol]) = E(Z_1 Y=0
! v {v<+ )} *
Posons @

T, = inf{t/Zt>n}/\n .

C'est une suite de t.a. finis tendant en croissant vers +o
P - presque sfirement. Ces t.a. réduisent aussi la martingale locale Z . En

effet, pour tout n fixé, on a :

Zt/\T SnVZT , pour tout t fini.
n n
Mais, nVZT est intégrable du fait que Z est une surmartingale
n
positive, Donc, (Zt/\T ) est une martingale locale uniformément intégrable,
n

donc une martingale uniformément intégrable.

De plus, comme on a décidé de donner & Z 1la valeur O A& partir
du premier instant ol sa limite & gauche n'existe pas dans R+ , on voit que
T est un t.a. prévisible annoncé par (Tn) et que T2v . Montrons que PZ

ne charge que u:T,+°=§] .

Du fait que (Zt/\T ) est une martingale uniformément intégrable,
n
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on peut écrire :
Z
P (]]Tn,+eo]])= E(ZTn) = E(Zo) .

Ce qui montre que PZ est portée par l'ensemble
+ ©
n :[]Tn,+ o =[T,+=] .
n=1

Finalement, PZ est portée par l'ensemble [O,VI]F] l]_—T,+ n] qui
est contenu dans le graphe de T .
C.Q.F.D.
Voici le théoreme de transformation de martingale locale par change-

ment de loi de probabilité,

THEOREME (2-7).- Soit M = (Mt) une (P,3§+) martingale locale telle que pour

P -presque tout w , AMs(w)2-1 pour tout s fini. Désignons par &(M) =

e(M une version régularisée de la (P,¥° ) -martingale locale positive,
t t+

t
solution de 1'équation 2z, = 1+I Z _dM_ (cf. théorzme (2-1)).
)

Posons :
T = inf{t/e(M)t>n}/\n
T = lim T = inf{t/e(M), _=+=}.

n-—owo

Alors, pour toute (P,3:+)-martingale locale X = (Xt) telle que

<X,M> existe (relativement 2 P) , il existe une mesure de probabilité Q

sur (0,%°) telle que :

a) X-<X,M> soit une (Q,S;_)-martingale locale jusqu'a T .

b) Q soit pour tout n fixé absolument continue par rapport 2

P sur :z;:lan+ , de densité e(M)Tn .
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(M)

Démonstration : Notons d'abord que la mesure de F8llmer Pe associée a

e(M) est une mesure de probabilité du fait que é(M)o =1.

D'aprés le lemme précédent, PE(M)

e(M)

Q 1la mesure sur (Q,%°) , image de P par (T(w),w)—w .

est portée par [[TI] . Soit donc

Q est évidemment une mesure de probabilité. Montrons que Q répond

a la question,

b) Fixons n et prouvons que Q = e(M)T P sur 33 .
n n+

Pour tout A€&FS ,, T désigne le te.a. qui vaut T sur A
Tn+ nA n

et +o sur AS « On peut écrire, puisque Tn<T :

Q(a) = PE(M)<HT,, 1)
A

E(e(M)y 1,)

j‘A € (M)Tn ap .

D'ol le résultat désiré.

a) D'apres la proposition (2-2), le processus e(M)(X-<X,M>) est
une (P,&';’H_)-martingale locale, Soit (sn) une suite de t.a. tendant en
croissant vers +® P -presque slirement, et réduisant cette martingale locale.
Posons : R = S AT . Alors, (Rn) est une suite de t.a. tendant en croissant

vers +o P -presque sfirement, et réduisant 2 la fois les martingales locales
eM)(X-<x,M>) et e(M) .
Le raisonnement précédent fait au b) s'applique aussi a la suite

(Rn) , on a donc :

Q= E(H)R P sur F _, pour tout n fixé.
n n

Alors, le lemme (2-4), appliqué au processus arrété
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(x - <X,M>

AR ) , nous permet de conclure que ce processus est une
n

tAR
n

(0'310:/\12 +) - martingale uniformément intégrable. Il en résulte que
n

(x -<X,M> est aussi unme (Q,3§+) - martingale uniformément

tAR tAR)
n n

intégrable.(*) Donc, X-<X,M> est une (Q,ZFL_) - martingale locale jusqu'a

R= 1lim R . Il nous reste a prouver que R = T , Q-presque slirement.
n-w

Par définition méme, on a R<T ., On a, d'autre part :

Q(R<T) = PE(M)(I]R{R <t)? =

]

B(e(M)p (g <1})

j‘{R<T}e(M)RdP =0,

car R et T sont égaux & + P -presque slirement,

C+Q.F.D.

§ 3. UNE SECONDE EXPONENTIELLE DE SEMI-MARTINGALE

APPLICATION A LA DECOMPOSITION MULTIPLICATIVE D'UNE SURMARTINGALE POSITIVE

On se donne un espace probabilisé complet (Q,%,P) muni d'une

famille croissante de sous-tribus (Et) satisfaisant aux conditions habituelles.

1. Une deuxiéme exponentielle de semi-martingale.

Soit (Xt) une semi-martingale nulle pour t = O , On s'intéresse

(*) Si Z est une v.a. intégrable, le théor2me d'arrét de Doob permet

d'écrire pour tout couple de t.a. S et T :

E{z/3;/3.} = E(2/3. /%) = E{z/3 \ .} .
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a4 la résolution de 1l'équation intégrale suivante :

t
(1) z, = 1+j‘ozsdxs

ol Z désigne la "projection prévisible" de Z = (Zt) « Comme la projection
prévisible n'existe pas pour n'importe quel processus, on voit apparaltre déja
une certaine restriction sur (Xt) « On se limite donc & travailler sur la

classe de semi-martingales suivantes :

DEFINITION (3-1).- :fp est la classe des semi-martingales (xt) admettant

une décomposition de la forme :

Xt = xo+Mt+At

ol X, est JF -mesurable, (Mt) est un élément de £ et (At) est un élé-

ment de 0%-0(: « Un élément de J’P sera aussi appelé une semi-martingale

SEéCiale.

PROPOSITION (3-2).- Toute semi-martingale X = (xt) e;fp , admet une décomposi-

tion :
Xt = X0+Mt+ At

pour laquelle A = (At) est prévisible et donc dans 0?'10(: .

Cette décomposition est unique et est appelée décomposition canoni-

que de X .

Démonstration : Soit Xt = X0+Mt+ At une décomposition de X , avec A = (At)

appartenant a (7%.0c .

D'aprés le théoreme (1-12), A admet une projection duale prévisible

A= (Kt) . On peut écrire :
X, = X°+(Mt+At-At)+At .

M+A-A est bien sir une martingale locale et A est prévisible,
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Pour prouver que A est un élément de ‘ﬁloc , il suffit de 1'écrire comme dif-
férence de deux processus croissants prévisibles et le résultat désiré résulte
du fait qu'un processus croissant prévisible est localement borné (cf. la note

qui suit le lemme (2-3)).

Passons a l'unicité. Supposons que X admet deux décompositions :

X, = X +M +A =X +N +B_,

avec M et N éléments de £ et A et B é&léments de o

1oc prévisibles,

Alors :

M-N=B-A .

C'est une martingale locale appartenant a #loc prévisible, elle

est donc nulle : M=N = B-A = 0 (cf. unicité dans la définition (1-9)).

Remarques :

1. Un processus (Xt) est un élément de Efp si et seulement s'il

existe une suite de t.a. Tn t+o telle que : (X soit une quasi-martin-

tAT )
n
gale au sens de Rao [7] pour chaque n fixé.

2. L'intégrale stochastique d'un processus prévisible localement
borné par rapport & une semi-martingale dans j’p , est une semi-martingale
dans ?f .

P
]
Nous allons définir la projection prévisible d'une semi-martingale

appartenant a jp .

Soit X = (Xt) , une semi-martingale appartenant 2 :fp , nulle

pour t = 0 , de décomposition canonique :

X=M+A

avec M

(Mt)E.ﬁ et A= (At)e‘ﬂloc prévisible.

Soit (Tn) une suite de t.a. tendant en croissant vers +®,
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T
qui réduisent fortement M et qui sont tels que J‘n’dAs! soit intégrable,
o

pour chaque n fixé. D'aprés la proposition (1-3), la martingale arrétée

T
M= <Mt/\T ) est bornée par une variable aléatoire intégrable., Le processus
n

T T T
arrété X % =M "+A " est donc dominé par une variable aléatoire intégrable.

’T .
Il admet alors une projection prévisible, notée X ' , domnée par ([1], v T 15) :

X, =M"4+ Atn , pour tout t fini,

I1 est facile de voir que ces projections prévisibles se recollent

bien en un processus prévisible X = ().(t) qui est appelé projection prévisible

de X etona:
X, = Mt_+ At , pour tout t fini,
Dans le cas ou XO n'est pas nul, la projection prévisible de
X est:
Xt = X0+Mt_+At , pour tout t f£ini,

car la projection prévisible de Xo est xo ’ Xo étant 8o-mesurable.

On a donc la proposition suivante :

PROPOSITION (3-3).- Soit X = (xt) un élément de jp , de décomposition cano-

nique :
Xt = xo+Mt+At .

Alors, X admet une projection prévisible X = (}.(t) et une seule,

donnée par :

Xt = X0+Mt_+ At = Xt-+ AAt , pour tout t fini,

I1 résulte de la proposition ci-dessus que si Xo est borné,

alors X est un processus prévisible localement borné, et on peut parler de

l'intégrale stochastique de X par rapport a une semi-martingale.
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Voici le théoreme d'existence et d'unicité des solutions de 1'équa-

tion (1) :

THEOREME (3-4).- Soit X = (Xt) une semi-martingale appartenant a }fp , nulle

pour t = 0, de décomposition canonique :

X=M+A

avec M

(M)es et A= (At)e.ﬂloc prévisible.

Supposons que, pour presque tout  , on ait AAS;M » pour tout

s o Alors, il existe une semi-martingale 2 = (Zt) et une seule appartenant

a jp , qui vérifie 1'équation :
. t .
(1) zt=1+j‘ozsdxs .

Elle est donnée explicitement par la formule :

1+AM -AX

c . s s
exp(xt-%<x X >t)slslt (1-AAS)e , pour t>0

N
]

ou le produit infini converge presque sfirement pour tout t fini.

Notation :

On notera par T7(X) 1la solution de (1).

t dX

Démonstration : Pour chaque t fixé, définissons Yt = J‘ T-A—i. , et prouvons
S

que 1'équation (1) admet une solution unique, laquelle est indistinguable de
e(Y) B

Pour donner un sens 2 Yt » montrons que le processus (—.]—Z—A-—)

e

est prévisible localement borné, Soit en effet :

. 1
T, = inf{t/|1-pa [ s}, new .
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Ces t.a. tendent en croissant vers +o, du fait que 1-AAt #0

pour tout t ., D'autre part, l'ensemble :

H = ((t,w)/h-AAt(w)[ s%} est un ensemble prévisible dont les

coupes n'ont pas de point d'accumulation dans R+ 3 il contient donc le graphe

de son début Tn « Par conséquent, Tn est un t.a. prévisible, Si (Snm)

est une suite de t.a. annongant Tn , en posant Sn = Sup S , On a s
psn '
qsn

1
l——1_AAt,sn , sur [O,Snﬂ .

Ainsi, (T-‘ZT) est bien localement borné.
t

a) Soit Z = (Zt) une solution de (1), montrons que 2 = g(Y) .

Z est une semi-martingale dans ‘fp , de décomposition canonique :

t t

. .

zo=1+[z am +[ 2 da_ .
o )

Sa projection prévisible est donc (proposition (3-3)) :

Zt=Z +Z_AA_ .

D'ou :

L'équation (1) devient alors :

t ZS— t
z, = 1+ T & = 1+ z _dy_ ,
o S o

ce qui montre que Z = e(Y) .

b) Réciproquement, montrons que Z = e(Y) est solution de 1'équa-

tion (1). Par définition de e(Y) , 2 vérifie 1'équation suivante :

t t 2
Sem
(2) Z, = 1+j‘°zs_dys = 1+j'0 T, ax_ .



469

t Zs- f Zs_
Donc, Z_ = 1+ a_+ —— dA_ .
t J‘o 1-AAS s ° 1—AAS s

Ce qui montre que Z est un élément de ‘JP avec sa décomposition

canonique, La projection prévisible de Z est donc :

hd -
Zt = Zt- + 1"‘AAt AAt

L'équation (2) devient alors :

C'est bien 1l'équation (1).

De a) et b), on conclut que l'équation (1) admet une solution et
une seule dans ‘Jp , donnée par 2 = e(Y) .

Passons & l'expression explicite de Z ., D'apréds le théoréme (2-1),

on a
z, = e(¥), = (exp(Y, -1 <Y, ¥'>)) 1 (1+4Y,) exp(-aY)
sst
t d<x°,x° >, A 8%
= (eXP(I _AA -3 ,fo (1-en, 2 ))Sgt (1+‘1“_A—%)exp(~ 1-—AA5) .
Mais, on peut écrire :
BX, BX T+aM BA X,
Sgt(1+1 AA )exp( AS) B Sgt (EA_S)exp(-AXS- 1—AAS)
- (1+AM AAAX
= (0 G T—)exp(-aX ))(Sgtexp (- = ok, ))

car chacun de ces deux produits infinis sont convergents p.s.

ASAXS

(1 (o ®)exp(-ax,_ ) Jen(
= I (s——)exp(-aX ))exp(- = ).
sst 18Ag s sst 170A
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D'autre part, puisque (AAt) est nul sauf sur wne réunion dé-

nombrable de t.a., on peut écrire :
t d<x°,x° >

t
—2 = d<x°,x°>s=<x°,x°>t .
o (1-84)) ° :

Donc :
t dXx AA_AX 1+MM
s s s c ,C 1 s
zt = (exp(‘r 1=-AA - z 1-AA - %<x !x >t)) st (1-AA )exp(_Axs) .
o S sst S s

Or, puisque le processus (AAt) est nul sauf sur une réunion dé-

nombrable de graphes de t.a., prévisibles, on a :

v AA t A
_S_ .. S c dp dp
I g &%=/ o A0+ M P M Pan )
o S o s
S dp s
= dM "+ T AA
IO 1—AAS S s<t 1_AAS s
2 P DA_AA
z ‘:AAS + = 1_SAA (proposition (1-8)) .
sst s sst <
aa_(MP+nn ) AA_AX
= _S__S__—S — 5 S 3
st hAg sor 1-DA,
D'ol finalement :
+AM_ - AX
z, = (exp(x_-3<x5,%5 ) 1 (—S)e S,
’ £ ect

1—-AAs
]

De 1'expression explicite de 1), on déduit le résultat suivant :

PROPOSITION (3-5).~ Soient M = M)EL et A= (a,) €&, . prévisible tel

que, pour presque tout w , AA #1 , pour tout s .

Alors, on a la relation suivante :

n(M+a) = n(M)n(a)
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La proposition ci-dessous nous donne des relations entre 1T et € ,

quand T est défini,

PROPOSITION (3-6).- Soit X = (xt) wne semi-martingale appartenant a ;fp ,

de décomposition canonique X = M+A .

1. 5i, pour presque tout w , AA_ #1 , pour tout s , alors T|(X)

n(x) = &{%

2, Si, A est continu, alors, on a :

est défini et on a @

n(x) = e(x) .

En particulier, pour tout élément M = (Mt) de £, o0na:
M) = e(u)

et pour tout processus A = (At) e'ﬂfloc prévisible tel que AA #1 , pour tout

s, ona:

n(a) = 575y -

La démonstration de cette proposition est immédiate, il suffit en

effet d'écrire les expressions explicites de 1T et de € .

2, Décomposition multiplicative d'une surmartingale positive,

Le théor2me de la décomposition multiplicative d'une surmartingale
positive est dfi & It8-Watanabé dans le cas ol la famille de tribus (Et) est
quasi-continue a gauche. Il est ensuite étendu au cas général par P.A. Meyer
([6])s Ici, on va en donner une démonstration dans le cas général, en utilisant
1l'exponentielle T .

On aura besoin du lemme suivant qui donne la décomposition additive

d'une surmartingale positive.
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LEMME (3-7) (Décomposition de Doob-It8).- Soit X = (Xt) une surmartingale

positive, Elle peut s'écrire sous la forme suivante :

X=M-A

ou M= (Mt) est une martingale locale positive et A = (At) est un proces-

sus croissant prévisible intégrable.

La décomposition est unique,

Démonstration :
1. Unicité
L'unicité résulte tout simplement du fait que si 1l'on peut écrire

X=M-A, alors X est un élément de 31’, et M-A est sa décomposition

canonique,

2. Existence
Posons T = mf[thth} et Xl; = xt/\Tn .
Pour chaque n fixé, X = (x:) est wne surmartingale positive

majorée par la variable aléatoire intégrable nVX_ . b admet alors une

T
n

décomposition de Doob ([5]) :

Xn = Mn—An
on M= (Mré) est une martingale uniformément intégrable positive et A" = (A?)
est un processus croissant prévisible intégrable.

Comme (X:TT ) = (thl) » 1'unicité de la décomposition permet
n

d'écrire :
eaT =My et AtATn=At .

On définit alors A et M par :
A = A_ si t<T
n

M, =M si tsT .
t n
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Par définition méme, M est une martingale locale et A est un
processus croissant prévisible. Montrons que A est intégrable., On a, pour

tout t fini :

E(8}) = E(M}) -E(X])

< E(M’t’) = E(Ml;) = E(x';) = B(X,) .
En faisant tendre n , puis t vers +®, on obtient :

E(a) SE(XO) <+ =,

CeQeFoDe
O
Soit X = (Xt) une surmartingale positive, Désignons par X= ().{t)

sa projection prévisible et posons :

\Y

[}

in.t‘{t/xt =0} .

On a le lemme suivant

LEMME (3-8).- Pour presque tout w , on a @

xt(w)zo pour tout t fini

et ).{t(w)>0 pour t <v(w) .

Démonstration :

a) On sait que la projection prévisible X de X est caractérisée
par ([1J VT 15) :

pour tout te.a. prévisible fini T, X, = E{XT|3T_}20 .
Le théoréme de section permet de conclure que X est positif,
b) On vient de voir que :

X, = E{X, | ZFT_} , pour tout t.a. prévisible fini T ,
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Intégrons les deux membres de 1'égalité sur {;(T = 0} qui est

ST - mesurable, on obtient :

Par conséquent, on a XT =0, donc T2v , sur {).(T =0} .
Ce qui est équivalent a dire que @ ).(T>0 sur {T<\J] . D'ol le résultat dési-

ré d'aprés le théorgme de section.
M

Voici le théoreme de décomposition multiplicative d'une surmartin-

gale positive,

THEOREME (3-9).- Soient X = (xt) une surmartingale positive et X = (Xt)

sa projection prévisible, Définissons :

v} .

v = inf{t/x_= 0} et V' = inf{t/)'(t =0 et t

Alors, X peut s'écrire sous la forme suivante :

X=ND

od N = (Nt) est une martingale locale positive jusqu'a V' et D = (Dt)

un processus décroissant prévisible qui vaut 1 pour t =0,

La décomposition est unique sur [Jo,v'T .

Démonstration : Le cas ou Xo = 0 p.s. est exclu, puisque X serait alors,
indistinguable de O ,

Dans le cas ou Xo n'est pas presque slirement nul, en travaillant
sur l'ensemble ,fXO>O} et en considérant Xl(- au lieu de X , on peut toujours
supposer que Xo = 1. °

a) Unicité.

Supposons que l'on ait deux décompositions du méme type :

X =ND = N'D' ,
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La formule de changement de variables permet 4'écrire, pour tout
t fini :

t t
X, =ND =1+ Ds_dNS+j' N _dD_+ T AD_AN_.
o o ss<t
Mais, puisque (ADt) est un processus prévisible borné par 1 ,

nul sauf sur une réunion dénombrable de graphes de t.,a. prévisibles, on peut

écrire (proposition (1-8)) :

t t dp ap
[ AD_ dN_ =[ AD_dN® = T AD_AN°= T AD_AN_ .
o o s<t s<t

I1 vient donc :

t t
(3) X 1+j‘oDsts+j'oNs_dDS .

On a de méme :

(4) X

t t
1+j‘oD; dN;+I°N;_dD; .

On remarque que (3) et (4) sont des décompositions de Doob-Itd de

X o L'unicité de cette décomposition permet alors d'écrire :

t t
j‘N dp = [ N' ap' ,
S= S S S
[o]
(5) Donc
- Al L]
N__dD_= N;_dD} .

D'autre part, la projection prévisible X de X s'écrit aussi :

X =N_D =N' D',
s s=-"s s="s

Comme sur qb,v'q', X est strictement positif, on peut diviser

les deux membres de (5) par X et on obtient :

—2 - —= sur [IO,\)'[ .
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Donc :
t dD t dD'
j' -I—)—§=I ?5: sur [fo,v' .
o s o s

t d])S t dD'S
Puisque (‘f —D—) et (J' —pv /) sont des processus prévisibles a
o s o s

variation finie sur !]_O,v'[[ et & sauts négatifs, le théoreme (3-4) s'applique,

et on a :
st dD's
Dt = T](J‘ D_)t = ﬂ(I-T)T-)t = Dé sur I[O,\)'[ R
s [

Par conséquent, on a aussi Nt = N% sur [O,v'[ puisque D et

D' sont strictement positifs sur [O,v'[ (sinon X pourrait s'annuler sur

To,v'D .
b) Existence.

LEMME (3-10).- Soit S un t.a. tel que sur [0,S] , X soit strictement

positif, Alors, on a le théoréme d'existence de décomposition multiplicative

de la surmartingale arrétée (Xt/\s) .

Démonstration du lemme : Soit X = M-A la décomposition de Doob-It8 de X .

D'aprés la proposition (3-3), la projection prévisible X de X est donnée

par :

Xt = Xt_'AAt , pour tout t fini,

L -
Notons au passage que Xt_ZXt « Donc, Xt est aussi strictement

positif sur [o,s] .
Considérons le processus prévisible — 1W0 ST et montrons qu'il
LU

est localement borné., On peut écrire :

—1—1 __..._1__1
X, Mo,s = X, _-aa,_ 'To,s!
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1

7

- —t= 4
= aa, To,sl)
T-%
t -

Or le processus (—-——1ZK- 1[0 STI) est localement borné (cf. la dé-
H ’ gl
-
t—

monstration du théoreme (3-4)), et le processus (XL 1W0 SH) , adapté et con-
t_ A ?

tinu & gauche, est aussi localement borné. D'ol le résultat désiré.

Définissons alors pour tout t fini :

tAS dXs
Wt= -
o X
s
tAS dMS
Ut= -
o X
s
tAS dAs
Vt=- Py .
o X
s

Comme U = (Ut) est une martingale locale et V = (Vt) est un
élément de ogloc prévisible, & sauts différents de 1 (car ils sont négatifs),

la proposition (3-5) permet d'écrire :

n(W) = n(U+v) = n(un(v) .

N(U) est évidemment une martingale locale et T(V) un processus

décroissant prévisible qui vaut 1 pour t =0,

I1 nous reste a vérifier que T(W) = (xtAS) .

Par définition de 1 , M(W) est l'unique solution de 1'équation

suivante :

N
L}

t .
1+ j‘ozs av

t ZS
1+Io}.( dXsAS'
sSAS
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Mais, on vérifie que (X satisfait aussi & cette équation.

tAS)

Donc, N(W) et (X sont indistinguables.

tA S)
C.Q.F.Ds

Passons a la démonstration du théora&me d'existence. Pour cela,

on va montrer que le t.a. v' est prévisible,

Par définition, v' est le début de l'ensemble suivant :
E= {(t,0)]X,(0) = 0, t = v(u)]
= {(£,0)[X,() = 0, t= (), X,_(w)=0}U [(t,0)[%,(0)=0, t=v(w) , X,_(w) >0 .
Posons ¢
F = {(t,0)[%,(@) = 0,t = v(w), X,_(w) = 0]
6 = {(t,0)]X () = 0,¢ = v(w) , X,_(w)>0} .

Comme thxt pour tout t fini, F est réduit a :

F = {(t,w),t = V(w) ) xt_(w) = O} .
Alors, on voit que le début S de l'ensemble F , annoncé par
S, = inf{'c|0<x,C s%}An , est n t.a. prévisible,

D'autre part, on sait que ([5] VI T 15) :

Xt =0 powr t>v .

Donc, compte tenu du lemme (3-8), G est réduit a :
G = {t,m)lXt(w) = 0, xt_(w)>o}

qui est un ensemble prévisible contenu dans le graphe de v . Par conséquent,

le début T de G est un t.a. prévisible,

Puisque V' = SAT, v' est aussi un t.a. prévisible. Soit (v;l)

L]
uwe suite de t.a. annongant V' . Alors, pour tout n f£ixé, X est stricte-
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ment positif sur [0'“:'1]] « D'apres le lemme (3-10), il existe pour tout n
fixé, une martingale locale positive (NJ:) arrétée 2 \,vr'1 et un processus

décroissant prévisible (C:) arrété 2 vr'x qui vaut 1 pour t = O , tels que :

n .
Xt/\v'= NJ':Ct , pour tout t fini,
n
Le théoreme d'unicité sur [[0,v'] permet d'écrire :
+1 n+1 n -
N{clA\)' = N‘: et ctAv' -Ct y pour tout t fini,
n n
On peut alors définir :

N =N sur tsv'
t n

sur tsv',
n

X =NC_ sur t<vVv',

Or X,c =0 sur t2v' , On peut donc écire, pour tout t fini :

Xy = N Cy <y} ®
Pour finir, il suffit de poser Dt = Ct 1{t <y} *
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