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Mars 1975

SUR CERTAINS ESPACES DE MARTINGALES

LOCALEMENT DE CARRE INTEGRABLE,

Maurizio PRATELLI

Un espace bien connu en théorie des martingales est l'espace S)P
constitué par les martingales locales M satisfaisant & la condition
eMl/2 € 1P |

Grice aux inégalités de Burkhalder, on sait que si p et q sont deux
exposants conjugués (1<p<+°°) , le dual de ﬁp ést égal a bq .

On sait aussi que le dual de b1 est l'espace BMO .

Dans cet article, on étudie l'espace bp constitué par les martinga-
les M , localement de carré intégrable, satisfaisant & la condition
<M,M >l/2 €Ll .

On démontre notamment, pour les espaces l)p , des résultats de dualité

analogues aux résultats rappelés ci-dessus & propos des espaces bp .
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0. NOTATIONS. - Les notions fondamentales de la théorie générale des processus
(voir, P. €X., [4]) , ainsi que celles de la théorie des intégrales stochastiques
(voir [5]), sont supposées connues par la suite. Les notations sont celles de
[5] L'espace probabilisé (Q, &,IP) est muni d'une famille (3t)t6R satis-
faisant aux conditions habituelles, Toutes les martingales (1oca1es) s;£t suppo-
sées continues a droite. La notation W? désigne l'espace des martingales de car-
ré intégrable et nulles pour t=0 .

Si M est une telle martingale, on note <M,M> 1le seul processus
croissant prévisible tel que i <M,M> soit ume martingale. (v. [3], p.80) .

Pour tout temps d'arrét T , on a
2
EL(M,-2)" | 3] = B<mm>, -<mm> (3] .

On dit qu'un processus X posséde localement une propriété donnée,
s'il existe une suite croissante (Tn) de temps d'arrét, tendant vers l'infini,
telle que, pour tout n , le processus arrété XTn posséde la propriété en ques-
tion.,

On désigne par mﬁoe l'espace des martingales localement de carré in-
tégrable. Pour une telle martingale M , le processus <M,M> est défini par la

condition
<IM,M>F = <:MT,MT>

(pour tout temps d'arrét T tel que M soit dans m?) . I1 peut &tre caracté-
risé comme le seul processus croissant prévisible A , tel que Mz—-A soit une

martingale locale,

1. - DEUX INEGALITES CONCERNANT LES PROCESSUS CROISSANTS.

Soit B un processus croissant optionnel, et soit A son compensa-
teur prévisible, c'est-a-dire, soit A le processus croissant prévisible tel que

l'on ait
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E[A,- A | %.] = E[B,- B, | 3]
pour tout temps d'arrét T , et
E[A,-Ap_ | %, ] = B[B,-B,_|3;_]

pour tout temps d'arrét T prévisible,
Dans ces conditions, on a les inégalités suivantes, dont la premiére

est démontrée dans [2] , Lemme 2 .

PROPOSITION 1.1. - Pour toute fonction réelle positive F , définie dans R+ ,

nulle en O , convexe, & croissance modérée (c'est-a-dire satisfaisant & la con-

dition F(2t)<cF(t) , ol c est une constante réelle positive), on a

E[F(a,)] = cE[F(B,)] ,

ou S est une constante réelle positive, ne dépendant que de F .

PROPOSITION 1.2. - Pour toute fonction réelle positive F , définie dans R+ ’

nulle en O , croissante et concave, on a

E[F(B,)] < 2E [F(A_)] .

Démonstration. - Désignons par f 1la dérivée gauche de F et par b la mesure

positive sur ]0,+* [ déterminée par la condition :
p([a,b[)= £(a) - £(b) pour O<a<b<+® ,
Pour toute v.a. positive Z , on a alors (v. [1], th. 20.1, p.38-39):
E[F(z)] = £(+=) B[2] + [ E[Z A t] du(t) .
Il suffit donc de prouver 1l'inégalité
E[B At] < 2E [A_A t]

pour tout nombre réel t positif. A cet effet, t étant fixé, désignons par T

le temps d'arrét prévisible ainsi défini :
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T = inf{s:ASZt} .
On a alors
B,At SBT_ + tI{T<+m} ,
E[BT_] = E[AI,_] sE[a At] ,

E[tI{T<+°°}] < tP{a 2t} sE[A_AL],

d'olt 1'on déduit immédiatement l'inégalité a démontrer.
Nous n'utiliserons dans la suite que le corollaire suivant (dont la

démonstration est évidente) :

COROLLAIRE 1.3. - Pour tout élément M de mﬁoc et pour tout nombre réel p

strictement positif, on a

e[ (M) <2 E[<m,M>P] i ps1,

B[ <m,uF] sc_ B[ M2 ] si p21 .,

2. - LES ESPACES 5° ET bmo .
On dit qu'une martingale M appartient & bmo si elle appartient a
3312 et s'il existe une constante réelle positive ¢ telle que l'on ait, pour

tout temps dtarrét T :
2 2
E[ (M, - M) II}T]SC P.S. .

La borne inférieure de tous les nombres c possédant cette propriété
est appelée la norme de M dans bmo et notée ||M||<m>.

Le théoréme suivant montre qu'il n'est pas possible d'associer a toute
martingale locale M un processus croissant prévisible <M,M> de telle fagon
que MZ— <M,M> soit une martingale locale., Ce résultat a été trouvé indépendam-

ment par YOEURP dans la préparation de sa thése : on le démontre ici, car il ne

figure pas dans la litérature,



405

THEOREME 2.1. - Soit M wune martingale locale, et supposons qu'il existe un pro-

cessus croissant A prévisible, continu A droite (pas forcément intégrable), avec

Ao= 0 et tel que MZ—A soit une martingale locale. Alors M appartient a ED7]2_OC

et A est indistinguable du processus <M,M> ,

Démonstration, - On voit facilement que, pour tout temps d'arrét T réduisant les
. - 1/2 .
martingales locales M et -A, lav.a. A T est intégrable. Cela prouve que
1/2 -
le processus A est localement intégrable.

Si, pour tout entier n , on pose S = inf{s : A2 n} , on obtient
une suite croissante (Sn) de temps d'arrét prévisibles tendant vers l'infini.
Tout S_ est de la forme S = sup S , avec S_ <S_ sur l'ensemble {S >0},

n n m n,m n,m n n
ou (Sn m) est une suite double de temps d'arrét que l'on pourra supposer crois-
?
sante par rapport a chacun des indices,

8i alors (Rn) est une suite, croissant vers 1l'infini, de temps d'ar-

rét réduisant la martingale locale ¥-a , i1 en est de méme de la suite (Tn)

T

définie par T =R AS _ . Puisque la martingale (M2— A) ' est uniformément
?

intégrable et que la v.a. AT est bornée (par la constante n ) , la martingale

T n

M® est de carré intégrable. Il est alors évident que les processus A et

<M,M> sont indistinguables.

Pour tout nombre réel p21 , et pour tout élément M de ‘.'Dfoc , on

pose

1/2
il g = e 22,

On désigne par bp l'espace constitué par les éléments M de ﬂﬁoc
pour lesquels le nombre ci-dessus est fini. Les espaces l)p ainsi définis sont

des espaces de Banach. Nous nous bornerons ici a démontrer cette assertion pour

Ps<2 , car pour p>2 elle résultera des Théorémes du § 4 .

THEOREME 2.2, - L'espace I)P (pour 1sps 2) est un espace de Banach par rapport

a la norme H “<P> définie ci-dessus. En outre, de toute suite (Mn) convergen-—

te vers M dans bp , on peut extraire une sous-suite qui converge vers M dans

™ e
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Démonstration. - Soit (M") une suite de Cauchy dans bP . Grace au Corollaire 1.3,
(Mn) est de Cauchy dans S;P , de sorte qu'elle converge, dans ce dernier espace,
vers un élément M . Quitte a remplacer (Mn) par une suite extraite, on pourra

supposer que l'on ait

5 M- P2 < e,
n

<p>

Pour tout entier j , désignons par Sj le temps d'arrét prévisible

défini par
Sj = inf{t s<t ot , Ve al > 2j pourun n au moins}.
On a alors

]P{Sj<+°°} <z p{<d -, B> > 5]
SRR AE N U S

<p>

de sorte que la suite (Sj) croft vers 1'infini p.s. .
En raisonnant comme dans le Théoréme 2.71., on peut construire une suite
croissante (Tj) de temps d'arrét, tendant vers l'infini, telle que l'on ait
<Mn—PIn'Fl , b'ln—l“lm"'1 >T < j pour tout n .
J

On a en outre

T

bl GBI FES-1- S S A m-mﬂ’fBTjn‘/Z

-5

sz 4 1’21:"M.l'l_}‘II'1+1”P</1'-’§> < 40,

T.
La série I (Mn— Mn+1) J converge donc dans fm2 et admet comme somme
T. n
M J . Cela prouve que M appartient a ‘.mioc .
T .
Mais la série I (Mn—MnH) J admet MY comme somme aussi dans l'es-
n

pace bp , et 1'on a :

T. T.
1 1
1E JII<p> sf lH* - ) J||<1>> SE " - ™ "<p><+°°’
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I1 en résulte, en faisant tendre j vers l'infini :
1
"M”<P> SE "Mn' Mn+ ”<p> ’

de sorte que M appartient a bp .

De la m&me fagon, on prouve l'inégalité
+1
Iu-sllc s < 3 -

et on a donc la convergence de (Mn) vers M dans bp .
La proposition suivante montre que toute martingale "prévisiblement

bornée dans LF ® appartient a bp .

PROPOSITION 2.3. - Soient M wune martingale et A un processus croissant option-

nel, tels que 1l'on ait

P
IMSI SA__ pour tout s, A_€L° (1sps2) .

La martingale M appartient alors a bp , et on a

[l ||fp> <2 B[al] .

Démonstration., - On peut se ramener (par arrét) au cas ol A_ appartient a L2 .

Soit t wun nombre réel positif et posons T = inf{s : A§>>t} . On a alors :

SHMI At S <HMM o+t I

T< 4w} !
EC<mn>] = EDE] <E[AS ] < E[AS A t]

2 2
E[t I{T<+w}] = tP{aA_>t} <E[A] At] .
I1 en résulte
B[<MM>_ At] <2 E[AZ A t],

d'ott la conclusion (voir la dém. de 1.2) .
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3. - LE DUAL DE } EST bmo .
Le raisonnement qui prouve que le dual de 1l'espace I)‘l s'identifie a
bmo est tout a fait semblable a celui qui démontre l'assertion analogue concer-
1 . A N .
nant les espaces $ et BMO (voir [6]) : ici on se bornera & indiquer les modi-
fications qu'il faut apporter aux démonstrations qui figurent dans [6] .

L'analogue du Lemme 2, page 140, est le suivant :

THEOREME 3.7. - Pour tout élément M de 191 et pour tout élément N de bmo , on a :

E[J: |a<un> [T <2 Ml ;o Il -

Démonstration., - Si ||N”<m> =¢ , on a, pour tout temps dlarrét T :

E[<N,N> - <N,N>, |3T 1= 2.

Si T est prévisible, en approchant T par une suite croissante

(Tn) qui "annonce" T et en rappelant que Vn IFT = JT_ , on trouve :
n
2
B[<N,N>, -<N,N>_[F J=sc" .
En d'autres termes, la projection prévisible du processus

<N,N> - <N,N> est bornée par c2 .
© 4 S-

Si H,K sont prévisibles, on a 1l'inégalité de XUNITA - WATANABE :
® 1/2 1/2
Bl Ju | Ik | la<my>, |1 <@ & a<wn> D) (B[[° €& a<wn>]) .
[¢] 0 0

(voir [5], Prop. 3, page 77) . Posons maintenant

dy/<M,M> 1
W = - , =2 JREES .

S 4q <MM>_ VRIHS, + /<M

Puisque |Hs| |KS| 21 p.s. , on a l'inégalité
1/2 1/2
B(["Ja<u,n>_ |1 s e[ Hi a<mm>]1"  E[f° xi a<wN>]1" .
6] 0] 6]
1/2 1/2
= Ihellgq E[J: € a<my>]’ .
On a d'autre part (en intégrant par parties) :

E[J"O“ VWS d<N,N>] = E]:J“’;(<N,1\1>m -<N,N>_ ) a/<MM>]] .
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Puisque m est une mesure "prévisible", le processus
(<N,N>m-<N,N>S_) peut €tre remplacé par sa projection prévisible, qui est
bornée par ”N||2<m> . Cela achéve la démonstration.

L'analogue du théoréme final de [6] (page 141) est le théoréme sui-

vant
THEOREME 3.2. - Soit MGfl'Jl2 . On _a alors

[el] s, = sup E[M_ L] pour LEWP , elleys st -

Démonstration. - Méme dans ce cas, la démonstration n'est qu'une modification du

cas optionnel., Supposons en effet que le deuxiéme membre soit < 1 . Soient T
un temps d'arrét et A un élément de la tribu 'JT . Posons 2 = <M,M> -<M,M> ,

D = ) Y = D.M (intégrale stochastique). On a alors

IAI{t >T

Y = (M-M)I

<Y,M> = <Y,¥> =1I,.Z. .

A A

I1 en résulte
”Y”<1 > = EEIA"\/Z] ]

et par conséquent
1/2 1/2
E[IAZ] =E[<y,M> =< E[IAﬁ] < E[Z IA] P(A) .
L'ensemble A étant arbitraire, cela prouve la relation conditionnelle ¢

E[z|3,] = E[<mM>, -<M,M>T| 3]<1.

Le théoréme est ainsi établi.

4. - LE DUAL DE P EsT 9.

P.A. MEYER a récemment démontré 1l'inégalité suivante (version renfor-

cée de 1'inégalité de KUNITA - WATANABE) :
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J‘; | x| la<my>_ | s/jz W d<H,M>S' /J‘Z Ki d<N,N% P.P. ,

valable pour tout couple H,K de processus prévisibles et pour tout couple M,N
d'éléments de mﬁoc . On en déduit, si p,q sont deux exposants conjugués

(1<p<0°) <

B[ fa<wa |2 il il s -

Gréce & cette inégalité, la forme bilinéaire (M,N) » E[<M,N> ] met en dualité
séparante les espaces bp et .

Soit maintenant @ wune forme linéaire continue sur bp (1<ps2) ,
et soit ”§” sa norme en tant que forme linéaire sur bp . La restriction de @&
a fn? étant une forme linéaire continue sur 33!2 , 11 existe un élément M de iUtz

tel que 1l'on ait
®(N) = E[N,M_]=E[<N,M>] pour tout NETP |
On a aussi s
EL<wu>]| < |lgf| vileps -
Le théoréme suivant montre que & peut &tre identifié Aun élément de bq .
THEOREME 4.1. - Soit MEDM . Oon a alors :

1.

<
<p >

”H”<q > = % SIEIIP E[<MyN>mJ pour Nefmz §£ ”N”

Démonstration. - Supposons d'abord HM”<2q_2> < +® , et posons N =H.,M, ol
%'1 1
<M,M>S q/2 1_5
H = , a=E[<MM> ] .

S
a

On a alors

- 1 -1
<N,N>_ = f H, a<M,M>_ = 1—2 r<m,u>: 2 g< Mu> < — <mu>Tt
0

0 a a

n
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et par conséquent NEDP , ”N”<p Sss71.
En utilisant 1l'inégalité établie dans [7], page 76, on trouve :

1 /2 q %—1
- < < <
< E[j': a<mu>_ 1< E[j': MM> a<mu>_]

Il 5

1

a =g -9
2 E[j: H, a<mu> ] =1 E[j‘; a<my>J=2E[<mN>, 7.

Passons maintenant au cas général, Soit (Tn) une suite croissante

T
de temps d'arrét, tendant vers 1l'infini et telle que, pour tout n , M n appar-

tienne a baq—a . On a alors, pour tout n :

g s = 3 sup BL<H 05,1 5 3 sup B <H0s, ]
(la borne supérieure étant prise sur les éléments N de 50?2 satisfaisant a la
condition ”N”<p S=1) .
En faisant tendre n vers 1'infini, on en déduit 1l'inégalité désirée.
Enfin, le fait que le dual de §h? (2<q<+®) s'identifie & bP est

une conséquence du théoréme suivant :

THEOREME 4.2. - Soit q22 ., L'espace de Banach l;q est alors uniformément con-

vexe (donc réflexif : voir [8], p. 127) .

Démonstration. - Rappelons qu'un espace de Banach X est dit uniformément convexe
si , pour tout e€>0 , il existe un §>0 tel que, pour tout couple x,y d'élé-
ments de X , les relations ||x|| = ||y|| =1 et ”x— y” 2 ¢ entrafnent
letyll < 2(1-6) .

En partant des inégalités suivantes (valables pour X,y ©réels positifs

et p21) :
(x+v)F < oP-1 (xP+yP) , (x+7)P =2 <P+ yP
et de 1l'identité
<M+N,M+N> + <M-N, M-N> =2(<M,M>+<N,N>) ,

on obtient, pour q=22 :
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q a a
<M4N, M+N>® 4 <M-N, M-N>* < (<M+N, M+N> + <M-N, M- N>)°
a a

< o8 M <ums? s <nn?)
q q q q

<M+N, M+ N> < zq‘1(<M,M>2 +<N,N>2) - <M-N, M-n>?

Soit maintenant ”M”<q> = "N|I<q> =1 et ”M— N|| 2 ¢ . On-a alors :

<q>
1

1
- q -
q_.9yq4 _ €’y a

”M+N”<q> S(Z —G) _2(1_2q) ?

de sorte que la condition de convexité uniforme est satisfaite avec

(1]

(2]

(3]

(4]

(5]

q
§=1- (1-e—q ) .
2
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