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Université de Strasbourg
Séminaire de Probabilités 1974/75

DEMONSTRATION PROBABILISTE DE CERTAINES INEGALITES

DE _LITTLEWOOD-PALEY

( P.A. Meyer )

EXPOSE I : LES INEGALITES CLASSIQUES

Ce travail trouve son origine dans la lecture des deux livres
de STEIN [1] et [2], et le désir d'aboutir & une démonstration des
inégalités de LITTLEWOOD-PALEY classiques, i partir de la théorie
des martingales. Il se trouve qu'une telle démonstration existe, et
qu'elle n'est pas difficile, Elle figure dans l'exposé I,

On se pose ensuite le probléme d'étendre la théorie de LITTLEWOOD-
PALEY & des semi-groupes "presque" quelconques ( travail entrepris par
STEIN dans [2] pour des semi-groupes symétriques, mais dans une direc-
tion différente ; nous expliquerons la distinction entre les inégali-
tés "harmoniques" et "paraboliques', et la raison pour laquelle le
résultat de STEIN est plus profond ). Pour cela, il faut savoir ce qui
va remplacer, pour des semi-groupes quelconques, la notion de gradient :
1'opérateur carré du champ de ROTH, dont la théorie est faite dans 1!
exposé II,

Les inégalités de LITTLEWOCD-PALEY générales sont présentées dans
l'exposé III, qui est bref ( les démonstrations reprennent presque mot
pour mot celles de l'exposé I ). Enfin, l'exposé IV contient des appli-
cations aux semi-groupes de convolution symétriques.

J'ai le sentiment que les méthodes de martingales doivent pouvoir
donner des résultats beaucoup plus forts, mais aussi qu'il y faut
" autre chose" que le calcul élémentaire d'espérances conditionnelles
qui est la base de cet article. J'ai été incapable de retrouver la thé-
orie de l'espace ' , développée dans les travaux récents de STEIN et
FEFFERMAN, J'ai aussi été incapable, dans une autre direction, d'éta-
blir une conjecture sur les semi-groupes de convolution non symétriques,
qui figure dans 1l'exposé IV, et semble exiger une méthode de " désy-
métrisation" qui m'échappe.
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I. DEFINITIONS ET NOTATIONS

Le but de ce paragraphe est d'introduire les fonctions de LITTLEWOOD-
PALEY, et les notations des quatre exposés. On va, en effet, utiliser
dans le cas classique un systéme de notations qui s'étendra sans modi-
fications au cas général.

Nous désignons par E l'espace Bp, sur lequel la mesure de Lebesgue
sera notée plus souvent § que dx. Nous notons B 1e produit B opw
( coordonnées souvent notées x,t ), EY 16 demi-espace ExR _, et nous
identifions E au "bord® Ex{O} de ﬁ+. Nous noterons souvent Ea s pour
acR,_, la mesure §®, sur £,

Pour comprendre la terminologie employée, il est bon de se représen-
ter ExR+ ainsi E est

%t = B, *"horizontal'

"transversal™®

Etant donnée une bonne fonction f sur le bord ( par exemple feS ,
ga> 4 décroissance rapide ), nous pouvons prolonger f & Bt au moy;n de
1'intégrale de Poisson dans le demi-espace. Nous désignerons encore ce
prolongement par f :

cntdy
($7+|y-x|2)(2+1)/2

(1) £(x,t) = [ Q.(x,ay)f(y) ou Q. (x,dy) =
E

Cela peut aussi s'écrire avec la transformation de Fourier : soit £

la transformée de Fourier de £ : f(u) = / eiu'xf(x)ﬁx , ol dx est la

"mesure de Plancherel" (2m) ™ 2dx . Alors

(2) £(x,4) = J B(uye~tlulgmizen gy
E

( pour voir que (2)=(1), remarquer que (2) fournit une fonction harmo-
nique bornée, qui se réduit a f au bord ).

A cOté de ce prolongement harmonique, nous considérerons de temps en
temps le prolongement f£°(x,t) de f au demi-espace en une solution de
1'équation de la chaleur th°(x,t)=Axf°(x,t), prolongement que nous qua-
lifierons de parabolique . I1 est donné par

() £ = [ 2Ew) o 2, (x,ay)=(4nt) ™/ Ze7ly 274 oy

On reconnait 13 le semi-groupe du mouvement brownien sur B, admettant
le générateur infinitésimal & ( ce n'est pas le mouvement brownien stan-
dard des probabilistes, dont le générateur est %A ). Avec la transfor-
mation de Fourier
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(4) fo(x,t) = }{3 %(u)e—t!ulze-ix.u Tu

Quelle est la relation entre ces deux prolongements ? Les noyaux Qt
constituent le semi-groupe de Cauchy , qui est"subordonné®au semi-groupe

du mouvement brownien, au sens de BOCHNER, Considérons en effet les
mesures de probabilité py sur R+, dont la transformée de Laplace est

(5) éoo e P, (ds) = e~tP

et dont l'expression explicite est connue
__t _-t%/4s -3/2

(6) pt(ds) =5 © s ds

Elles forment un semi-groupe de gonvolution (“s*“t=“s+t ), et la formule

(5) entraine que e'tlu!=fe"slu| pi(ds) , de sorte que

(7) Q = /"2 n,(ds), ou Q, = =/% e—uPa du
t T o T8t ¢ t T VT Ya Tt3/4u
(changement de variables a partir de (6)) .

Dans la théorie générale, on conservera la formule (1), (Qt)
étant défini par (7) & partir d'un semi-groupe markovien (Pt)' qui sera
l'objet fondamental de l'étude : ici, le semi-groupe du mouvement brow—
nien est doué de nombreuses propriétés particuliéres :

i = I1 admet la mesure § comme mesure invariante.

ii - I1 est gymétrique ( autoadjoint ) par rapport & § : si f et g sont
boréliennes positives, < f,Ptg'>§ = < Ptf’g > .

iii- C'est un semi-groupe de diffusion ( son générateur infinitésimal
est un opérateur local ).
iv - C'est un semi-groupe de convolution.

Le semi-groupe (Qt)’ lui, posséde seulement les propriétés i,ii,iv, mais
non iii. Nous allons établir pour (Pt) une foule d'inégalités, qui se
partageront ensuite, lorsque nous passerons au cas général, entre les
semi-groupes satisfaisant & ii, & iii, & iv... La propriété i restera

toujours une exigence minimale,

Du point de vue des notations, signalons tout de suite que, lorsque
ii ne sera pas satisfaite, nous noterons au moyen d'un ¥ 1'adjoint de
(Pt)’ qui satisfait & < f’Ptg>§ = < P:f,g > .
Revenons a la situation concréte du mouvement brownien .
LES FONCTIONS DE LITTLEWOOD-PALEY
Nous introduisons d'abord les deux fonctions de L-P que nous qua-
lifierons d'harmoniques , parce qu'elles sont relatives au prolongement
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harmonique de f. Ce sont des fonctions sur E

(8*) Gf(x) = [ éQ)t grad®f(x,t) dt ]1/2 (fonction compléte )
(82) G;(x) = [ {)°°t (th(x,t))z at ]1/2_ ( fonction horizontale)

. t .
I1 y a aussi une fonction Gf "harmonique transversale", qui ne fait
intervenir que les dérivations en x. Nous ne nous en servirons pas.
Ensuite, la fonction parabolique horizontale

(8)  Pp) = [ /%t (020(x,4)) %t 1'/2
0

Plus loin , lorsque nous ferons la théorie générale, la distinction
entre fonctions harmoniques et paraboliques s'estompera : une fonction
harmonique par rapport & (Pt) est parabolique par rapport & (Qt)!

I1 résulte sans peine du théoréme de Plancherel et des expressions
(2) et (4) que 1'on a ( les normes €tant relatives a L2(§)

(9) il = 2lezl, = v2l6,l, = 2[IFF ],

Les inégalités de LITTLEWOOD-PALEY affirment que, pour tout pell,wo [,
on a des équivalences de normes dans LP(E)

0) A_JIf]| G-, & (SN '
(10) p" "p < I f"p’" f"p’ l f"p s Ap"f"p

Les inégalités *harmoniques" sont établies par STEIN dans [1], avec bien
des raffinements d'ailleurs. Ce sont elles que nous allons prouver ici
par une méthode probabiliste. Nous saurons en déduire 1'indgalité "fﬂp
< c"P;H y mais non 1'inégalité inverse. Les inégalités paraboliques
sont établies dans [2], par STEIN, pour tous les semi-groupes symétri-
ques ( de sorte que leur application a (Qt) redonne 1l'inégalité harmo-
nique horizontale ). La méthode de STEIN utilise un procédé d'interpola-
tion complexe, on ne "comprend" pas ce qui se passe.

UN EXEMPLE D'APPLICATION

Avant de démontrer les inégalités classiques, montrons & quoi elles
peuvent servir : l'exemple sera généralisé plus tard.

Soit fe3 . Définissons une fonction rjeL2 par sa transformée de
Fourier :

~ Usa
(11) rj(u) =Tﬁff(u) (u‘_j est la j-iéme coordonnée de u )
en fait, & est intégrable, donc r, est aussi continue et nulle & 1'in-

fini. En regardant la formule (2), et en effectuant des dérivations sous
le signe somme ( justifides par le facteur de convergence et uI) on a
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que

) °)

1—5-1-;' rj(x,t) = -é-;f(x,t)

- J
donc Grﬂ < Gf
£

donc ﬂrj p S cp" "P (1<p<w )

L'opérateur (11) se prolonge donc en un opérateur horné dans Lp. Comme
on dit, 'uj/lul est un multiplicateur de ¥LPm | Clest le début du début
de la théorie des opérateurs intégraux singuliers, mais ce n'est pas un
résultat trivial - et c'est aussi un théoréme important pour les proba-
bilistes, car il donne juste ce qu'il faut pour lire les articles de
STROOCK et VARADHAN sur les diffusions, du moins & coefficients indépen-
dants du temps ( cf, le séminaire de Strasbourg IV, p.262-263),

II. UN CALCUL D'ESPERANCES CONDITIONNELLES

Soit (P;) le semi-groupe du mouvement brownien sur B, de générateur
D2 y la dérivée seconde, Le semi-groupe du mouvement brownien & n+1
dimensions est le produit des semi-groupes (Pt) et (P;). On le notera

(12) si &=(x,u)el , ﬁt(i,.) = Pt(x,.)®P;(u,.)

Soit Q 1'espace des applications continues de R+ dans ﬁ, muni de ses
applications coordonndes

B, = (Yt’zt) ( Y, & valeurs dans E, Z,_ dans ? )

t
de sa famille de tribus naturelles (gt), et des mesures P* (ReE)
faisant de (Bt) un mouvement brownien 3 n+1 dimensions issu de %.

Nous poserons Ta(w) =1inf { t : Zt(w)=a } : en particulier, T, est
1'instant de rencontre du "bord" Ex{0} du demi-esgpace ﬁ+. La mesure ini-
tiale du mouvement brownien sera toujours placée sur E+, et nous note-
rons V 1'opérateur potentiel de Green du demi-espace, i.e. 1l'opérateur
potentiel, sur ﬁ+, du semi-groupe tué a 1l'instant T ..

Par abus de notation, nous noterons parfois Ix, ou_IPuy des proba-
bilités pour la loi PX*Y relatives & la composante (Yt) seule, ou & la
composante (Zt) seule. Par exemple, il est classique (ITO et McKEAN [1],
P.25) que 1l'on a

(13) EY[e~PT0] = o~WP (p>0)
CONSTRUCTION D'UNE MARTINGALE (Mt)’ ET CALCUL DE <M, M>

Soit f une bonne fonction sur le bord, par exemple feS. L'interpréta-
tion classique de la mesure harmonique, due & Paul LEVY, montre que son
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prolongement harmonique au demi-espace - encore noté £ - est
(14*) £(x,u) =:Ex’“[f(BTO)]

Vérifions "3 la main" que cela revient aux formules (1) et (7). On a
f(BTO)=f(YTO,O)=f(YTO) . Soit Au la loi de TO pour ¥ : 1les processus

(Yt) et (Zt) étant indépendants

ESU2(By )] = JEF2(Y) N, (@) = /P (x,£))(ds)
D'aprés (5) et (13), on a A=y » et la derniére intégrale vaut alors
Q,(x,f)=f(x,u) d'aprés (7). Nous avons alors

El£(Bp ) Ee] = £@p ) Typ gy + BBy )Ty g jIE,]

B
f(:BTO)I{Togbi +E t[f(BTO)I‘kTO‘]

(142)

£(B )
AT,

Nous désignerons par (Mt) la martingale f(BtAT ). Nous allons montrer
0

que
(15) = ! o 2grad®£(B,) ds

Soit en effet a>0. Le processus (BtATa) est une martingale vectoriel-
le , que nous désignons par(Ut? dans les quelques lignes qui suivent,
avec des composantes notées U% . La fonction f est deux fois continiiment
différentiable dans Ex[a,w [, avec des dérivées des deux premiers ordres
D f, D, Djf bornées. Appllquons alors la formule arITo

£(U,) = £(Ug) + Z / D, £(U, )dUl + Z -j DD £ (U )a<ut, U3>

Mais d'autre part <U ,Uj = 26 j.sAT . Comme f est harmonique, le

terme complémentaire est nul, et f(U ) est une intégrale stochastique

( on retrouve ainsi le fait que (M ) est une martingale ! ) dont le

processus croissant associé est I: / D. f(U )D f(U )d<Ul ud > clest
AT 130

3 dire 2é a gradzf(Bs)ds . Aprés quoi on fait tendre a vers O.

Dans toute la suite nous simplifierons les notations en écrivant g(x,t)

au lieu de grad®f(x,t). Nous noterons g, 1l'application partielle glayt).

CALCUL D'UN POTENTIEL DE GREEN

Plagons nous d'abord sur la droite , et calculons le potentiel de
Green d'une fonction positive hegg), 3 support contenu dans ]0,+oo [,
c'est a dire
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T
Ve,m) =B % hozds 1 (uz0)

C'est une fonction de u positive, nulle en O, dont la dérivée seconde
est égale & -h , Un bon candidat est

®
/ ura h(a)da
0

et il est classique que c'est bien l'expression correcte. Il en résulte
que, si 1l'on passe maintenant & n+1 dimensions, le potentiel de Green
d'une fonction h(x,t)=h(t) ne dépendant que de la variable t est

V((x,u),h) =mx’u[/T0 n(8_)ds ] = éoou/\a h(a)da

Maintenant, soit N>0, Soient §N la mesure €8€N s J une fonction positive
sur % , Montrons que ¢ P
(16) < §NV,j >= I N[é 0 J(Bs)ds ] = [+N/\a j(x,a)g(dx)da

E

I1 suffit de vérifier cette formule jorsque j(x,a) est de la forme
k(x)h(a). Le membre de droite vaut alors <§,k>fa)NAa h(a)da . Celui de

gauche vaut ]EEN[éook(Ys).h(Zs)I{sﬂolds] = émds IEg[k(Ys)]EN[h(ZS)I”]

d'aprés 1l'indépendance des deux composantes, Comme § est invariante
par PS s cela vaut simplement <§,k>IEN[/TOh(ZS)ds ] ; d'aprés le calcul
fait plus haut sur le mouvement brownien linéaire, c'est le résultat
cherché.

I1 est important pour la suite de noter que seule l'invariance de §
a été utilisée ici.

CALCUL D'UNE ESPERANCE CONDITIONNELLE

Voici le résultat principal de ce paragraphe. La aussi, nous voulons
préparer la suite en le mettant sous une forme aussi générale que pos—
sible, c'est pourquoi nous 1l'écrivons avec un noyau adjoint Qt s iei
nous avons Qt—Qt, mais plus loin nous aurons ainsi la vraie formule.

LEMME FLNDAMDNTAL Soit j une fonction positive sur Exm Alors
(17) IEN[/TO J(Bglds [Yq ] é Nra Q) (g ,J(.,a)) da DeSe

DEMONSTRATION. Soit f une fonction positive sur E, et aussi le prolonge-
ment harmonique & Bt qui lui correspond. Il s'agit de vérifier que

gN[f(YT )/Toj(B das ] = /°°1E§N[Q*(YT )3 )f(YT )] NAa da

Du c6té dr01t, nous remarquons que la repartltion de YT pour la
mesure PN est § . En effet, si Ay est la loi de TO pour
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EN @® 13 © '
E [k(YTO)] = é M(ds)E>[koY ] = (f) Ay(ds)<EP k> = <§,l>
du fait que Ay a une masse égale 3 1 et que § est invariante. Le c8té

droit vaut donc

(0]
é <§, foQ;ja> NAa da

Du coté gauche, nous intervertissons les intégrations :

00 B . o v -
(j) s E [f(YTO)J(BS)I{S&O}]={) ds B [E[f(YTO)lgs]J(Bs)Iisd,O;]

Or cette espérance conditionnelle vaut f(BtAT ), ol maintenant f est
vraiment un prolongement harmonique (ef.{14%)) . Ainsi nous avons

oo 3N i &, To

(f) as E [f(Bs)J(BS)I,KTO}] =F [(/) £35(Bg)ds ]

= [ NAa <§,£,3,> da

d'aprés (16). I1 reste donc seulement & voir si S =Qf.j, et
f.Q;ja ont la méme intégrale par rapport & §, autrement dit & revenir
3 1a définition de 1'adjoint : <Qf,J >¢ = <£,Q,3,>¢ - On voit bien
pourquoi il faut écrire Q; dans (17), méme simplement pour 1l'esthétique.

Nous avons donc abouti & la formule

€ (e 0]
(18) BNk, [Ty ] = ["2a QZ(YTO,ga)da

(g,(x) = grad®f(x,a) )
qul nous donnera trés simplement les inégalités de L-P. Cette formule
a déjd fait des apparitions en analyse. HiRZ la mentionne dans [1],
p.148 ( journées du potentiel, Lecture Notes 404 ) en termes un peu
sibyllins ( d'autant plus que HERZ étudie le cas des boules )e GUNDY
m'a cité une apparition beaucoup plus ancienne de la fonction au second
membre : ZYGMUND, Proc. Nat. Acad. Sci. 42, 1956. ZYGMUND en donne une
interprétation frappante au moyen des sommes partielles d'une série
trigonométrique ( 13 encore, il s'agit du disque, non du demi-espace).

ITI. LES INEGALITES DE LITTLEWOOD-PALEY

Nous allons introduire deux autres fonctions de LITTLEWOOD-PALEY,
dont nous étudierons plus loin, de fagon aussi approfondie que possible,
les relations avec les fonctions usuelles.

(19)  Hm = [ [Ca txal.,a) aa 172
0
(20) K = [ a(@ el 1/2

- en ne gardant du gradient que la composante th(x,t), on obtiendrait

les "fonctions horizontales" H; ,Kf correspondantes. Ici, de maniére
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explicite, Hf est la fonction introduite par ZYGMUND
(21) Ho(x) =c [ //

1/2
(a® +|y x[?)(nF17/2 grad®f(y,a) adady ]

Cette fonction est a rapprocher de 1l'une des fonctions introduites

par STEIN dans [1]
An 1/2

(22) g;(x) = [ /] (a+Ty—x|) al™n grad®f(y,a) dady ]

En effet, pour A=(n+1)/n, le rapport gK/Hf est borné supérieurement et
inférieurement. Nous verrons plus loin les rapports entre la fonction
Kf et d'autres fonctions de LITTLEWOOD-PALEY classiques.

Pour l'instant, nous nous bornerons i prouver que

(23) 2 £ S Kf < Hf

( et les résultats analogues pour les fonctions horizontales ). La
relation ngﬁf est simplement 1'inégalité de Schwarz (Q;(Jﬁ»z <

Q;(h)Q;(1), avec le fait que Q;1=1. Pour la premiére, nous remarquons
que si f est une "bonne fonction" sur B s les fonctions D f(x t),
D f(x t) sont aussi des prolongements harmoniques de fonctlons bornées
sur B" - cela se voit parfaitement sur la formule (2) - et que par

consequent1
(24) QS(X, gradf(.,t)) = gradf(x,s+t)

en passant aux longueurs des vecteurs
Q (x, |gradf(.,t)|)z|gradf (x,s+t) |

et Kf(x) > [ éaaa g(x,2a)da ]1/2= %Gf(x).

Nous allons maintenant démontrer les inégalités de L-P dans 1'ordre
suivant : (c. est une quantité qui varie de place en place )

1) Egalités de normes pour p=2

2) Inégalité "Hflg < c_[f]l, pour p>2 ( donc aussi HKpr,"Gf"p HfH )
3) Inégalité |K, " <c If" pour 1<pg2 ( donc aussi |G, H <c an

4) Inégalité If” <?c ?G ﬂ pour tout p ( donc aussi toutes les autres de
2

A

ETAPE 1 : EGALITE DE NORMES DANS L )
Evaluons Hngg & partir de la formule D f(x,t)= /-lulf(u)e_lxue‘tlulau

de sorte que la transformée de Fourler de D, f(x,t) est -|ule” tIuIf(u)
D'aprés Plancherel , f(D f(x,t)) AAx = [ul®e -2tlu||f(u)|zau Alors

1.Ce raisonnement étant spécial au mouvement brownien, nous omettons
les *
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I(G;(x))2ﬁk [tat /(th(x,t))23k=ft|u|2e-2t|uldtf|f(u)l2ah
12 %8 = 1/£°(x)3x

On peut procéder de méme pour Gf , mais 13 il vaut mieux faire autre-

ment : nous écrivons que, pour la mesure initiale §N
€13 = Eo¥, ] = B0 1 = B0MG + 1,10 ]
= E[M3] +E[]E[<MM> |, ]]
= [£2(x,N)E(dx) + f§(dx)/°°2 NAa.QX(x,g,)da

Nous faisons tendre N vers +owo . Le premier terme tend vers O d'aprés
le théoréme de Plancherel. Comme §Q =§ , le second terme tend vers
/§(dx)/ 2ag(x,a)da = 2"Gf"2. Ce ralsonnement utilise trés peu les ~

caracteres spéciaux du mouvement brownien, et s'étendra 3 des situations
bien plus générales.

ETAPE 2 : INEGALITE |H
ALITE [lHp |, < epligll, » p22

Dans la démonstration de STEIN [1], c'est la partie délicate : STEIN
démontre 1'inégalité seulement pour p>4, et interpole entre 2 et 4,
Pour nous, au contraire, c'est la partie facile,

Nous partons de 1'inégalité de BURKHOLDER ( élémentaire justement
dans 1'intervalle [2, oo[

1/2 2
M2 2 e lBeanim ) /218 2 ol I3

\Y

nv

p/2
p I ]E[<M’M>(D |YTO] “p/2

Cette dernidre inégalité, parce que p/2§1 ( G,PISIER m'a fait remarquer
qu'ici la mesure est infinie, et que la démonstration la plus usuelle de
cette inégalité, dans le cas des lois de probabilité, est en défaut :

la méthode qui marche bien consiste & calculer || || /2 comme sup sur la
boule unité du L' conjugué ). Ici, explicitement avec la mesure]TgN

12 3 o 8(ax) (J2. N0 QX (x,8(.,a))aa)P/ 2

d'ol la relation cherchée lorsque N=m
: INE E 2
ETAPE 3 : INEGALITE |Kpll, < cplifll,, s

Ici nous allons suivre exactement STEIN, par exemple [2], p.50.
Nous n'utilisons pas d'inégalité de martingales, mais, assez curieuse-
ment, tout le raisonnement se transcrit en langage probabiliste.

Nous pouvons nous borner au cas ou f est positive.
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: X _ * X
LEMME 1. Soit £7(x) = sup, Qi (x,f,.). Alors [i£ "p < cp"pr (1<p<® )
Ce lemme est une application de la théorie des martingales, due 3

ROTA [1] ( cf. STEIN [2], p.106 ). Il n'est pas difficile.

Nous désignons maintenant par h la fonction positive p(p-1)fp"2
sur Y , par I(x) la fonction / ah(x,a)da sur E, par J(x) la fonction

f aQ, *(x,h )da sur E, Nous prouvons
LEMME 2, ufu§ > é I(x)&(dx)= éJ(X)E(dx)

DEMONSTRATION, Il suffit de démontrer 1l'inégalité pour J, car les deux
intégrales sont égales d'aprés la relation §Q¥ —§.

Considérons la fonction deux fois dlfférentlable F(u)=(u+e)? sur B,.
Appliquons lui la formule 4'ITO :

(M, +e)P=(Myre) P+ f p(u_+e)P~lam + —/ p(p-1) (M_+e) P24, >

nous prenons une esperance par rapport i une mesure Ix (er }, ce qui
fait disparaitre la premiére intégrale, puis faisons tendre e vers O.
I1 vient par convergence monotone, comme p<2

T
B[ (By0g )1= P) +EL/ Op(p-1)£P2(3,) (8, )te]

nous intégrons par rapport & §N , utilisons le calcul d'espérances
conditionnelles, il vient
(25) ||f||P = [£P(x,N)&(ax) + /§(dx)/ NAa.Q, (x,h,)da

Nous obtenons 1'inégalité cherchée en négligeant le premier terme, et
en faisant tendre N vers +w .

REMARQUE, On a aussi (25) pour p>2 : dans ce cas on peut tout de suite
prendre =0,
Le lemme 1 signifie aussi, dans le cas particulier ol nous sommes (Q=Q™)
que la fonction £¥(x) = sup, f(x,t) appartient & LP si f y appartient.
Comme £P(x,N) est dominé par £*, nous avons 1'égalité dans 1'énoncé du
lemme 2, pour tout p>1, dés que nous savons que f(x,t)-0 simplement
lorsque t—>0c0 ., Cela fait disparaitre, par exemple, le dernier recours
au th., de Plancherel dans la démonstration d'égalité pour p=2.

Dans STEIN [1], une formule de Green est utilisée & la place de la
formule 4'ITO,

Passons & la démonstration de 1'inégalité de L-P, Nous écrivons

K%(X) f a(Q (xy¥,)) 2da ol Y(x,t)=VE(x, %)
D'autre part, Y = 1/2 1-p/2 3 un facteur prés. D'aprés Schwarz
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(@ (v))% < ey (n )Qr(£27P)

A
A

oQ) (n ) (a5 (£,)) %P
du fait que 2-p<i

< oy (n ) (£9°7P
Ainsi K% < c(fx)z'pJ(x). Elevons & la puissance p/2, et appliquons
Holder avec les exposants conjugués 2/p et 2/2-p. Il vient

Kl < e (J(£4(x))Pe(ax)) @2 (f3g(an)P/? < o eI

la derniére inégalité provenant des lemmes 1 et 2.
ETAPE 4 : INEGALITE J£f < o loZ IR si fel?

Le raisonnement est ici trés simple , et nous suivons STEIN, Soit
q l'exposant conjugué de p. Soit H un ensemble de "bonnes fonctions"

sur E, dense dans la boule unité de 19, Nous partons de 1'égalité de
L-P dans L2, que nous polarisons :

[£(x)h(x)E(ax)

]

e/l D,£(x,t) Dh(x,t) dtE(dx)

A

i G;(X)Gg(x)§(dx) ( inégalité de Schwarz )

A

G| les NN

M5 651, < o3l 651 Il

d'aprés les majorations de HGth vues précédemment. Aprés quoi on passe
au sup sur heH,

REMARQUE, Nous avons signalé plus haut la relation entre la fonction Hf
(21) et la fonction g{(f) (22) pour A=m+1)/n, STEIN ne prouve la relation
Hg{(f)ﬂp < cp“flb que pour p>2/A. Si l'on admet que ce résultat est le

meilleur possible, il n'existe pas de résultat indépendant de la.dimen-

sion n meilleur que p>2 , et il est nécessaire de passer de Hf a Kf pour
p<2.

Noter aussi que le procédé de 1l'étape 4 ne marche pas dans l'autre
sens : les inégalités “f“p§°p"G§“p ne semblent pas entrainer de manidre
simple les inégalités inverses.

IV, SUR DEUX INEGALITES "PARABOLIQUES"

Dans [2] STEIN démontre ( par une méthode assez détournée ) les iné-
galités de LITTLEWOCD-PALEY pour la fonction parabolique horizontale
P; . Comme au paragraphe précédent, 1'égalité de L-P dans L2 Eelative
a P; permet de se limiter & ume seule moitié : la majoration HPpr <
cp“fﬂp . Le théordme de L-P parabolique se scinde donc en deux moitiés,
dont 1l'une est plus forte que 1l'autre.
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Notre premiére remarque va consister a prouver que
(26) Gf(x) § C.Pf(x)

de sorte que la moitié faible du théoréme de L-P parabolique est une

conséquence des inégalités harmoniques ( tandis qu'en revanche, la

moitié forte des indgalités paraboliques entraine les inégalités harmo-
niques relatives & G ). La démonstration est entidrement générale, et

vaut pour tous les semi-groupes.

Pour voir cela, fixons x , posons p(t):Ptf(x), q(t):Qtf(x), ces deux
fonctions étant lides par la relation (7)

a(t) = & [* S p(*/ew)an

ol a est une constante. Dérivggs sous le signe somme
1 o _te 2
[a' (%) ] a(/) o T |p' (£3/4u) |du
1 dv

la"(A) s ém”7u e ™| p! (t/4u) |S2 = a{)oz‘—"tlp'm T

A

( en fait, on a bien une égalité de dérivation sous le signe [/, mais
il faut vérifier que sp'(s) reste borné au voisinage de 1l'infini, ce
qui peut se voir pour une bonne fonction f, sur l'expression explici-
te du noyau de Poisson ).

La fonction q'(¥%) apparailt donc comme une transformée de Laplace,
et la transformation de Laplace est un opérateur borné dans LZ(R+).

Nous avons donc
fee)
é(q'(ﬁ))zdt

ce qui équivaut a (2

c f(p'(%-;))2 %§ = c'[ w(p'(w))2aw

O A

)
Je

Notre second commentaire va consister a utiliser une méthode analogue
a4 celle du paragraphe III, mais plus simple, pour établir une inégalité
de L-P parabolique - probablement nouvelle ?

DEMONSTRATION D!'UNE INEGALITE PARABOLIQUE "TRANSVERSALE"

Considérons une bonne fonction f sur le bord, et un mouvement brow-
nien (Yt) 4 n dimensions, avec la mesure initiale & . Soit N>0, Il
est bien connu que le processus

— - — 0 -
(27) My =Blfo¥y|E ] = By (Y ,T) = £o(Y ,N-s)
est une martingale pour O<s<N. Il est facile de calculer <M,M>s au

moyen de la formule du changement de variables d'ITO :

S
(28) MM = 2/ gradﬁfo(Yt,N-t)dt (O<s<N)
5 =Sz
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ol la fléche ! indique 1'absence de la dérivation Dt‘ D'aprés les
inégalités de BURKHOLDER, nous avons une équivalence de norme dans
2
1P entre MN=f(YN)=f°(YN,O) et (M0+<M,M>N)1 2.
Introduisons la "fonction de LITTLEWOOD-PALEY parabolique trans-
versale"
(29) P%(x) =[ fa)gradif°(x,t)dt ]1/2
0
et calquons la démonstration du paragraphe précédent :
MAJORATION DE “P§"p » P22 . Nous partons de 1'inégalité de BURKHOLDER
g 2 g 2
1R =501y P 2 e B3R/ 2] 2 o BBl (Bl Moy | 7y )P/ 2]
Compte tenu de (28) , nous avons N
ELA Mo | Y] = é PN_a(YN,gradﬁfo(.,N-a))da:é Pa(YN,grad%w(.,a)da
d'ol, la loi de Yy étant §

I£1®? > ¢ ﬁ(fNP (.,grad2f°(.,a))da)1/2” , aprés quoi N—>wo
P ="p''pa t P

Comme les composantes du gradient sont des fonctions paraboliques, on

a Pa(x,grad?f°(.,a))2 grad®f°(x,2a)), et on en déduit que “fﬂp >
el >2).

eplefl (p22)

REMARQUE, En fait nous avons démontré une inégalité pour la fonction
correspondant & Hf dans le cas harmonique :

(50) Bej() = [ /7B (xgraafee(.,0))at 11/

MAJORATION DE |P | , ps2 . Le lemme 1 subsiste, avec £*(x)=sup,flx,t)
(f est supposée positive ici ). Le lemme 2 subsiste, avec h(x,t) =
p(p—1Xf°(x,t))p_2grad?f°(x,t) , et I(x):(/)o0 h(x,a)da : la formule du

changement de variable est appliquée & la martingale f°(Ys,N—s)+e sur
[0,N], et avec la méme fonction xP, Le reste de la démonstration est
le méme.

Le théoréme s'applique en fait & la fonction correspondant & Ke ¢

(31) keg(x) = [ /7 (% (x, |grad £2(., ) |)) s 2

MINCRATION DE |P;np . On démontre 1'égalité Hf|§=2HP;H§ au moyen du
théoréme de Plancherel. puis on raiseonne par dualité comme plus haut.

Je n'ai pas trouvé de comparaison simple entre P% et G; .



139 1.15

V. LIEN AVEC L'INTEGRALE DE LUSIN

Nous allons montrer ici que la fonction K, introduite au §3 ( for-
mule 20 ) domine 1'intégrale d'aire de LUSIN , fonction qui a &té
beaucoup utilisée dans 1'étude du comportement des fonctions harmoni-
ques & la frontiére . Dans une rédaction précédente, on " montrait"
aussi que Kf dominait la fonction maximale non tangentielle, mais le
calcul comportait une faute & la derniére ligne ( je remercie E.STEIN
d'avoir exprimé des doutes quant 4 ce résultat, ce qui m'a permis de
découvrir 1l'erreur ).

Notons I'(a) le cone {lxl;at } de sommet O, Fx(a) son translaté de
sommet x, et posons
(32) S()(x) = [/ '™ graa®e(x,t) axaz 1'/2

(2
S(f) est 1'intégrale de LUSIN, Notre but est de prouver que S(f)chf,
ol ¢ dépend de 1l'ouverture du cone ( et de la dimension n ). Nous nous
placerons au point O, et nous utiliserons les notations

x,t) = ad f(x,t (attention, ce n'est pas la méme
g(x,t) ler (x,)] notation Aue dans leg paragr. I-1IV)

Bt est la boule de centre (0,t), tangente au cdne I'(a), Py
est la mesure "moyenne sur Bt" . De méme, B% et p% sont relatives au
cone I(2a) , B%° et p%° au cone I'(3a).

Premiére étape. Nous montrons que , au point O

(33) s(£)? < céootdt fgz(x,s)dpg(x,s)

( ici et dans toute la suite, nous désignons par ¢ une quantité qui
peut dépendre de n et de a, et change de place en place ). Considérons
en effet le second membre : nous pouvons l'écrire

{0 0] -]
¢ /Ptat 21 &P(x,s)dxds
0 Bo

t
or B%ﬂr contient un tronc de cone

T, : |x|< as, c tsszest

donc cette intégrale est minorée var

© 2 -n
c{) g (x,s)t I{lx!gas , %sts-i- jdxdsdt
2 T
et en intégrant d'abord en t
c / gz(x,s)s1—ndxds = cS(f)2 au point O .,

|x|<as
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Seconde étape. Nous appliquons les inégalités de HARNACK a la fonction
harmonique vectorielle grad f . La norme 12 de cette fonction pour p?
est dominée par la norme 1! pour la mesure p°° sur la boule B%°

Comment voir cela ? On se raméne au cas d'une fonction réelle positive
harmonique dans Bg° . Connaitre l'intégrale pour p%° , c'est connaitre
la valeur au centre., D'aprés HARNACK, cela permet de majorer la fonction
sur Bt , et comme p% est de masse 1, la norme L2 est plus petite que la
norme L%, Ainsi nous avons

(34) / tat /| &2(x, s)dpt(x 8) < /% tat ( /alx, s)dpge(x, s))?
/ =2n-1 (/ g(x s)dxds)?at

Troisiéme étape. La boule B%° est contenue dans un tronc de cOne
rge : {|x|<3at , c1t§s§c2ti. Soit j(s) = [/ g(x,s)dx . D'aprés Schwarz

x| <3as
la parenthése dans la derniére intégrale de ~ (34) est majorée par
(f g(x,s)dxds) (f 2tJ(s)ds) < ct. /cztaz(s)ds
ree c1t cyt

D'ol pour (33) et (34) la majoration
crt
/Pt 2t/ 2 32(s)as = cf 5%(s)as fj/‘” $7%Pat
0 c,t

s/c,
= cfs1 -2n, 2(s)ds
D'un autre cdté, nous avons
K2(0) » éw ot (/ st W{g(x ,t)ax )Zat
> /P47 g(x,t)dx)%at = o/t 5%(v)at .
= x| <3t
Bt c'est fini,
REMARQUE. Soit (%) = sup g(x,s) . Nous venons de voir que K%(O)

(x,s)eB%
majore & un facteur prés la seconde intégrale de (34)

@ 2
(35) é tdt (/g(x,s)dp:°(x,s))
Mais connaissant la moyenne sur la grande boule B%°, on sait majorer la

valeur asu centre, puis par HARNACK le sup sur une boule concentrique
plus petite, donc K%(O) ma jore
@© 2
(36) c/m tat ( sup g(x,8))% = ¢ [ tat #°(t)
(x, s)eB% 0
Cela précise bien la relation entre Kf et Gf .
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