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PROCESSUS STATIONNAIRES ET MESURES DE PAIM DU FLOT SPECIAL SOUS UNE FONCTION

par A. BENVENISTE (avec J.JACOD pour le 86)

Soit (Q,g,gt,et,P) un flot filtré. Le 82 de ce travail est consacré a 1'exposi-
tion du théoréme de représentation des flots propres, di 3 Ambrose et Kakutani (cf.
AMBROSE(1) , AMBROSE-KAKUTANI(2)), comme flots spéciaux sous une fonction; on sait, de-

~

puis HANEN(10), que cette notion est &troitement liée a celle de processus ponctuel
discret stationnaire; nous apportons 3 cette occasion une 1égére modification & la no-
tion classique de flot sous une fonction, qui permet d'en améliorer les propriétés.

Le 83, a c6té d'un ou deux résultats nouveaux (qui figurent d'ailleurs indépen-
damment dans (9)), est essentiellement consacrée 3 une exposition raccourcie du chapi-
tre V de LAZARO-MEYER(14), et des résultats obtenus par GEMAN-HOROWITZ(8,9). On montre
que les projections prévisible et bien-mesurable d'un processus stationnaire sont sta-
tionnaires; on montre de méme que les projections duales prévisible et bien-mesurable
d'une hélice croissante (on dit aussi '"fonctionnelle additive') sont des hélices
croissantes; nous rappelons 3 cette occasion comment LAZARO et MEYER en déduisent que
1'on peut considérer le flot (Gt) comme processus de Markov i valeurs dans (Q,EO) .
Nous utilisons la notion de mesure de Palm d'une hélice croissante (notion dfie a ME-
CKE(15)) telle qu'elle est introduite dans GEMAN-HOROWITZ(8): si Z est une hélice
croissante, sa mesure de Palm est définie par WN(f)=E Q)foeudzu; cette notion est 1l'a-
nalogue des mesures associées aux fonctionnelles additives par AZEMA(3) en théorie des
processus de Markov. Nous montrons qu'une mesure positive bornée sur (Q,F) est la
mesure de Palm d'une hélice croissante si et seulement si elle ne charge pas les en-
sembles polaires (un ensemble est polaire s'il n'est p.s. jamais rencontré par les
trajectoires du flot). Ce résultat est prouvé indépendamment dans GEMAN-HOROWITZ(9)

3 1'aide d'une tout autre méthode que celle exposée ici; Geman et Horowitz introdui-
sent pour cela la notion de fonction excessive: f est excessive sur (0 si le pro-
cessus (e_tfoet) est un potentiel sur (Q,I;"t,P); cette notion est évidemment inté-
ressante en soi. Geman et Horowitz associent 3 toute fonction excessive f sa mesure
de Revuz Qf définie par Qf(g) = lim % E(g;f-e'tfoet), ol g est Fy-mesurable sur
N; 1ils montrent que la mesure de Revuz de f donne 3 1'aide d'une formule simple la
mesure de F6llmer du potentiel (e-tfoet) , et que ce potentiel est de la classe (D)
si et seulement si la mesure Qf ne charge pas les ensembles polaires. Par rapport
au travail de Genan et Horowitz, nous apportons une présentation différente, et une
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CONStruction directe de la mesure de Revuz qui ne fait pas appel aux résultats dif-
ficiles de FOLIMER(7).

Le reste du travail, qui comporte 1'essentiel des résultats nouveaux, est consa-
cré 3 1'étude des processus ponctuels discrets stationnaires N=(Q,§_t,9t,Nt,P), ol
(gt) est une filtration dont on exige seulement qu'elle rende le processus ponctuel
N adapté; nous utilisons la représentation de N comme flot sous une fonction, com-
me décrit au §2, voici briévement de quoi il s'agit. Soit (x,}_g,p) un espace mesuré
fini, S un automorphisme de cet espace, et V ume fonction 0 sur X, telle que
}.l(V)=1; 1'espace probabilisé (Q,E,P) est alors défini comme suit: on prend pour Q:
Q=( (x,u)eXxR,04u¢V(x) ) (on prend d'habitude 04u<V(x)), F et P sont les res-
trictions respectives 3 €1 de la tribu XsB(R) et de la mesure Mamdt (dt: mesure de
Lebesgue). Le flot (St) est défini de la fagon suivante: pour O04t4V(x), Bt(x,u)
=(x,t+u), puis 6V(x)-u+z (x,u)=(Sx,e), et ainsi de suite; 1le processus N est a-
lors le processus qui compte les passages de la trajectoire t —-Gtm sur le graphe
EV] de V. On mmit X de la famille de tribus croissante ()=(t) qui est a peu de
choses prés la restriction 3 X de la filtration (gt) définie sur Q. Heuristique-
ment, 1'objet des 84 et 5 est de montrer que 1'étude des phénoménes stationnaires sur
(Q,=t,9t,P) se raméne 3 la théorie générale des processus sur (X,)=(t,)0 , ce qui fait
de cet espace une sorte de '"générateur infinitésimal" du flot.

Ainsi, a toute fonction f définie sur N, on associe le processus (fu) sur X
par la formule fu(x) =f(x,u) si 0<uéV(x), =0 si u™V(x); on montre alors que le pro-
cessus stationnaire (fo6.) est prévisible (resp. bien-mesurable) sur €, si et seu-
lement si le processus (fu) 1'est sur X. De la méme facon, 3 toute hélice crois-
sante Z définie sur Q, on associe un processus sroissant AL sur X qui'engendre"
Z; on a alors les mémes résultats de mesurabilité que pour les processus stationnai-
res. Le résultat principal, qui est la clé de toute la suite, est le théoréme (4.5),
qui affirme que la mesure de Palm de Z n'est autre que la mesure associée au proces-
sus croissant AL,

De ces résultats, et du théoréme d'Ambrose-Kakutani, on déduit pour les flots
propres un théoréme de section des ensembles aléatoires stationnaires par les proces-
sus ponctuels. On en déduit ensuite une caractérisation des ensembles polaires pour un
flot quelconque: un ensemble est polaire si et seulement s'il n'est chargé par aucune
mesure de Palm (ce dernier résultat est obtenu beaucoup plus élégamment par GEMAN-
HOROWITZ(9), qui n'obtiennent pas en revanche la section par les processus ponc-
tuels car ils ne s'occupent pas des flots propres) .

Le 85 débute par un résultat qui affirme que la projection prévisible (resp.
bien-mesurable) du processus stationnaire (fo8.) est le processus (3foe.) (resp.
(1foe.)), le processus (Z’fu) (resp. (1fu)) étant la projection prévisible (resp.
bien-mesurable) du processus (fu) sur (X,)=(t,),0; on a un résultat analogue pour les
hélices croissantes Z et les processus croissants AZ qui les engendrent. Le reste
du 85 est une variation sur ce théme; on montre les liens qui existent entre les fonc-



99

tions excessives et leur mesure de Revuz d'une part, et les surmartingales sur X et
leur mesure de Féllmer d'autre part; puis, on relie les hélices-martingales sur Q, et
les martingales sur (X,;(t,m qui sont nulles 3 1'origine.

Le 86 est wne application des résultats précédents 3 1'étude des processus ponc-
tuels stationnaires mmis de la filtration qu'ils engendrent sur . Les résultats de
CHOU-MEYER(4) et JACOD(12), joints & 1'étude faite aux paragraphes précédents, donnent
les résultats suivants: une forme explicite de 1'intensité stochastique du processus
ponctuel (obtenue pour la premiére fois, semble-t-til, par PAPANGELOU(19)), et un thé-
oréme de représentation des hélices-martingales du processus ponctuel.

Le reste du paragraphe est consacré a4 1'étude du probléme inverse: peut-on re-
construire le processus ponctuel i partir de son intensité stochastique? Contrairement
d ce qui se passe pour les processus ponctuels non stationnaires sur R, (cf.JACOD(12))
la réponse n'est pas affirmative en général. Les difficultés que 1'on rencontre sont
de deux types. Le premier est bien connu pour les processus de renouvellement: la loi
qui définit le processus doit &tre de moyenne finie; dans le cas général, on obtient
une condition analogue. La 'vraie' difficulté est en fait tout autre: i toute intensi-
té stochastique, on associe un noyau markovien sur ﬂ, et 1'on morfre que cette secon-
de difficulté peut &tre surmontée si et seulement si ce noyau admet une mesure invari-
ante. Finalement, il ressort que le probléme de la reconstruction d'un processus ponc-
tuel stationnaire 3 partir de son intensité stochastique est 1'analogue de la recher-
che des mesures invariantes d'une chaine de Markov i temps discret. Les résultats de
ce paragraphe ont été obtenus conjointement avec J.Jacod.

Pour terminer, disons que, malgré la vogue certaine dont jouissent ces espaces,
nous nous sommes interdit 1'usage des espaces de BLACKWELL, ce qui ne rend pas les dé-
monstrations plus compliquées pour autant.



81: Notations et généralités.

Considérons un flot filtré (Q,é,.;\t,et,P) , ol

1) (et) teg ©St un groupe d'automorphismes de 1'espace probabilisé (Q,A,P), tel que
1'application (t,0)— et«) soit mesurable de B(R)mA dans A;

(ii) 1le flot (Qt) filtre la famille croissante de tribus (1=\t) tep> C€ qui signifie

! =01
que 1l'on a ét+s et ‘;"‘s‘

Malgré ce qu'elles laissent supposer, ces notations désignent des tribus non com-
plétées en général, tandis que la P-complétée de A sera notée &, etc... Les hypothéses
faites conférent au flot considéré les propriétés suivantes:

(iii) 1e flot est '"continu dans L1": pour tout fEL1 ™, “foet-f||L1 —-0 lorsque
t —0; en conséquence, la famille complétée @t) teR est continue 3 droite;

(iv) 1e flot satisfait aux théorémes ergodiques 'local" et ''global'': si hEL1,

-l—%hoeudu converge p.s. et dans L! vers h lorsque t =0, et vers E(h|I) lorsque
t ++00, o I désigne la tribu formée des éléments de A qui sont invariants par le
groupe (et) .

identiquement 3 la relation Yt + s=Yt°e s Dpour tout couple de réels (s,t). Nous dirons

tout couple de réels (s,t), P(Yt+sﬂtoes)=0.

On appelle hélice tout processus Z, B(R)mA-mesurable, nul en 0, dont les tra-
jectoires sont continues 3 droite, et qui satisfait identiquement & la relation
Zt+u—Zs+u=(Zt_Zs)°eu pour tous s,t,ufR. Nous dirons qu'une hélice N est un comp-
teur si elle est croissante, purement discontinue a4 sauts unité, et si, pour tout w,
1'ensenmble des réels t telq que Nt_(to)#Nt(u) est sans point d;accwmllation sur R.
Toutes les hélices croissantes satisfont au théoréme ergodique: th converge p.S.
vers E(Z1| I) lorsque t —+0o0; on peut en déduire le résultat suivant:

(v) si N est un compteur, soit QN 1'ensemble des w tels que 1l'on ait Nt_(u))#
Nt(w) pour des t arbitrairement voisins de oo; QN est clairement invariant par
le flot, et nous verrons plus tard que QNEQ\, d'od fpﬂ; le théoreme ergodique per-
met alors d'affirmer que, pour p.s. tout 09!91‘1, on a Nt(a))=0 pour tout t.

0 et continu 3 droite, satisfaisant a3 P(Z #(ft-fs)ueu)=0 V¥s,t,ueR.

t4u Ls+y

Voici un premier résultat technique, di & LAZARO-MEYER(14):
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(1.1) LEMME: (a) Toute hélice grossiére est indistinguable d'une hélice; de plus, si

Z est une hélice grossidre p.s. croissante et adaptée 3 1la famille complétée (Et) ,

on peut la remplacer par une hélice croissante Z satisfaisant 3: il existe un ensem-

ble H, 1=\oo-mesurab1e et invariant, tel que la restriction 3 H de Z satisfasse a
- >
Zt Zt-ueét+ ¥t,¥u20.

(b) Tout processus grossiérement stationnaire et p.s. continu 3 droite

(ou 3 gauche) est indistinguable d'un processus stationnaire; si, de plus, le proces-
sus grossiérement stationnaire considéré est adapté 3 la famille complétée (Et) , on
peut en choisir une version de la forme (fo8.), ol f appartient 3 é0+ si le pro-

cessus initial était continu 3 droite, et 3 1=\0 s'il était continu 3 gauche.

DEMONSTRATION: (a) figure explicitement avec une démonstration simple dans LAZARO-
MEYER(14); (b) y figure de fagon assez cachée, et nous allons donc en donner une dé-
monstration directe; nous traiterons en fait seudement le cas ''continu d gauche et a-
dapté", en donnant quelques indications pour les autres cas. L'auteur remercie ici P.
A. MEYER de lui avoir signalé une grave erreur dans la premiére rédaction.

Soit donc X un processus grossi&rement stationnaire p.s. continu 3 gauche, et
adapté 3 la famille (Et); nous commengons par remplacer X par un processus p.S. con-
tinu a gauche, AmB(R)-mesurable et adapté 3 la famille non complétée (é‘t' ) (je ne
connais pas de moyen simple pour démontrer cela, mais c'est classique: X est prévi-
sible relativement 3 la famille complétée @t) , et est donc indistinguable d'un pro-

cessus 'algébriquement' prévisible par rapport d la famille non complétée, qui satis-
fait par conséquent aux meilleures propriétés de mesurabilité ci-dessus). Nous notons
encore X le nouveau processus ainsi obtenu, qui est évidemment encore grossi&rement
stationnaire. L'ensemble des w tels que t —»Xt(u)) ne soit pas continu 3 gauche

est P-plein, il existe donc un ensemble MEA tel que P(M)=1, et que, pour tout weM,

PS

la trajectoire t -—»Xt(u)) soit continue 3 gauche. Posons alors, pour s*0

0
s _1 .
Xt(u)) = glsxt(euu) du ;

le processus X° ainsi défini est adapté 3 la famille (1=\t) , et 1l'on a
X @) =+ % 0o d, XS =1 X0 d
t+v S)g ttviu Us t v S)gey £ U :

LEME: X5 est stationnaire en dehors d'un ensemble invariant P-négligeable.
Pour tout couple de réels (u,v), on a )(t +u=xtoeu P-p.s.; grice 3 la bimesurabilité

du flot et du processus X, il vient par Fubini que

JUeA, P()=1, tel que VweU, ( (t,u) X (m)#Xtoeu(w) ) soit Lebesgue-négligeable.

+u

Soit donc weU, il existe TyEB(R), plein pour la mesure de Lebesgue, tel que Vt€Ty,
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i) X, @=X. (6,9 p.pu, d'od 2'X, (@du=[>N (8 Wdu ¥s,s';

soit donc weU, et soient t et t+v appartenant 3 T,; on a

. 1 v 1 Vv
(vii) X3(o_ v = —j X, (6. 0)du = —f (9)du
th v SLsey © ( u S Ls+y t+u )

0 0
- j X, 4y (D0 = 1 [ RENCDUEE MO

oll les égalités 2 et 4 résultent de (vi). L'ensemble ((v,w),8 Vl.)EM) est AmB(R)-mesu-
rable et plein pour la mesure produit dtmP (dt: mesure de Lebesgue), une application
de Fubini donne alors:

soit V=((o,9voeM p.p.v); alors, P(V)=1; par ailleurs, V est invariant.
On a alors
Yu,¥t, v —»Xi(evm) est continu; Vo&V,¥t, v —-»Xiw(w) est continu 3 gauche.

Soit weUnV, te€Ty; (vii) donne par continuité d gauche x5 (9 w) =X . +v(m) ¥v; puis, fi-

xant v, on obtient, toujours par continuité a gauche,

pour tout w=URV, X3 (9 u)-X

1:_'_v(m) ¥t,v.

Mais, U0V n'est pas invariant, et il nous faut travailler un peu plus. POsons alors
V'=(w,9uw€U p.p.w, V' est invariant, et P(V')=1 par Fubini. Soit we&VnvV', et

soit u tel que e weyav; appliquons la formule ci-dessus en remplagant ® par euw,
v par v-u; il V1ent X (6 w)=X t+v u(euw) Vv,t; mais, cette relation est vraie p.p.

u, et 1'on peut faire tendre u vers 0 en décroissant, grice 3 la bicontinuité a
droite de (v,v') —>xi_v(e V,w) pour weV; on obtient finalement

3 _ S .
pour tout wEVAV', xt(evw) = Xt+v(w) W,t ;

le lemme est donc montré: si nous posons Hs=VnV' la restriction de X° & H° est
stationnaire. Posons H—f‘a Hs H est invariant et P-plein, et, pour tout s, la res-

=

triction de X° 3 H est stationnaire. Posons alors
- . s
X, (®) = lim sup X (w)
t s\O t

le processus X est adapté 3 la famille (—t) , et sa restriction & H est station-
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naire; pour ®E€UNVQMon a, par (vi) et continuité i gauche, X W= [ -s%¢ +u(u))du H
grice a4 la continuité a gauche de X, il vient par passage i 1a limite en s, que les
processus X et X sont égaux sur UNVAM, donc indistinguables. I1 reste a poser
f=Y0, alors feé\o, et les processus (fo8.) et X sont indistinguables, puisqu'é-
gaux sur H; 1le théoréme est montré.

Lorsque ;X: est continu 2 droite, on définit X5 par %ngt(euw)du, puis on
remplace la gauche par la droite. Enfin, pour le cas général, on considére la filtra-
tion triviale .é£=1__\, 3 laquelle on applique les résultats précédents.

REMARQUE: nous ne sommes assurés de la continuité i gauche de (fo8.) que sur H, et
non pas partout; par ailleurs, le lecteur vérifiera que, dans le cas ''continu 3 droite
et adapté', le processus obtenu est en fait "algébriquement'' bien-mesurable par rapport

a (-t) (cette notion sera précisée plus loin).

'Dbnnons maintenant la derni&re définition gui nous sera utile par la suite: um
ensemble A-mesurable B est dit polaire si le processus stationnaire (1B09.) est

P-évanescent.

Nous mmirons par la suite le flot d'une autre filtration, dont les propriétés
sont bien meilleures que celles de la filtration originelle dont elle est peu diffé-
rente; cette filtration a été introduite par LAZARO-MEYER(14):

(viii) On désignera par F 1la sous-tribu de A engendrée par les fonctions g, A-
mesurables, bornées, et continues sur les trajectoires du flot (cela signifie que le
processus (goB.) est continu); on désignera par E, 1la tribu engendrée par les
fonctions Ao-mesurables bornées et continues sur les trajectoires du flot; enfin, nous

poserons Ft Gt1 Ey» définissant ainsi une nouvelle filtration du flot (Qt)

REMARQUES 1): si h est A-mesurable et continue 3 droite,(ou i gauche) sur les tra-
jectoires du flot, alors, H appartient 2 F; si h est éo-mesurable et continue a
gauche (resp. 3 droite) sur les trajectoires du flot, h appartient i EO (resp. a
Eg,) -

2): la tribu E,
satisfaisant 3 la propriété de continuité uniforme suivante: Vo),|h(9tw) -h(w)l é(1-e_t)+

est également engendrée par une famille de fonctions h

(1-et): il suffit pour cela de remarquer que __EO est engendrée par les fonctions
h=S8°e_ugoGuﬁdu, ol g est }=’0-mesurab1e, continue sur les trajectoires du flot, et
bornée par 1. La méme remarque vaut évidemment pour la tribu F.

Comment peut-on justifier 1'introduction de ces tribus autrement que par leurs
bonnes propriétés? Je ne vois pas d'autre moyen que de se référer aux travaux d'AZEMA

(3) sur le retournement du temps dans les processus de Markov: si X=(n, Ft’ £ t,Px)
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désigne un processus de Markov d'espace d'états (E,E), Azema introduit les tribus des
ensenbles aléatoires coprévisibles et cooptionnels sur fxR, engendrées respective-
ment par les processus Y, homogénes (Yt +S=Ytoe S) continus d droite, ou continus a
gauche et réglés; ces tribus sont respectivement les tribus "duales" des tribus prévi-
sible et bien-mesurable, et jouissent de propriétés intéressantes. Dans notre situa-
tion, ces deux tribus se confondent pour donner la tribu des ensembles aléatoires sta-
tionnaires engendrée par ceux d'entre eux qui sont continus, autrement dit des ensem-
bles aléatoires de la forme (fo6.), ol fEF.

Voici, concernant ces tribus, un résultat di 4 LAZARO-MEYER(14), qui illustre le
fait que celles-ci sont peu différentes des tribus initiales:

(1.2) LEME: on a F=A, FE.=A.; 1'application (t,w) —-0_w est mesurable de B(R)a&E
£p72gs ~_@ppiication t 2 1

dans F; enfin, si A (resp. .L=\0) est séparable, F (resp. go) 1'est aussi.

En conséquence, le flot (Q,g,gt,et,P) mmi de sa nouvelle filtration satisfait aux
propriétés (i,ii,iii,iv) du début.

IDEMONSTRATION: 1a famille de fonctions définies par la formule Mtg= %—Sggde_udu, ol

g parcourt 1'ensemble des fonctions A-mesurables bornées, engendre la tribu F; il
suffit d'ailleurs de faire parcourir & g un systéme de générateurs de A. Mais alors
si g est A-mesurable et bornée, la fonction g'= lim inf Mtg, t -0, est F-mesurable
et p.s. égale 3 g d'aprés le théoréme ergodique local, d'oll la premiére assertion.
I1 est par ailleurs clair que [ est séparable si A 1'est. Dans les deux cas, on a

les mémes résultats en remplagant A par {__\0, E par 1;0. Enfin, la bimesurabilité

de (t,w) ——%etw résulte de ce que, pour s fixé, 1l'application (t,w) —>Msg(etw)
est B(R)mF-mesurable. Le lemme est montré.

REMARQUE: il ressort de ce lemme que le remplacement des tribus A et A  par E et

1==t n'affecte pas la structure hilbertienne du flot; en revanche, ce remplacement ne

préserve pas les processus stationnaires: un processus B(R)mA-mesurable et stationnai-

re n'est pas nécessairement indistinguable d'un processus stationnaire B(R)mF-mesura-
ble. Nous verrons néanmoins que cette propriété est réalisée pour les flots non tri-
viaux.

Voici une premi&re propriété de cette mouvelle filtration:

(1.3) LEME: si H est une variable aléatoire Eo—mesurable et £0, GH est mesurable
de E, dans E,.

DEMONSTRATION: il sufffit de montrer que, pour toute fonction go—mesurable f conti-
nue sur les trajectoires du flot, foOH est go—mesurable; mais H est limite crois-
sante d'une suite (Hn) , ol les 1 sont Ljo-mesurables et constantes par morceaux,
et il suffit donc de montrer la E)-mesurabilité de fof, lorsque H est de cette

: 1 = 5 é
forme; mais alors, on a fofy; ;__ 1Dm.foetm, D €E;, .0, d'oll le résultat.
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82: Le théoreme d'Ambrose-Kakutani.

AMBROSE(1) , puis AMBROSE-KAKUTANI(2) ont montré un théoréme de représentation des
flots "non triviaux' comme flots sous une fonction; on connait plusieurs formes de ce
théoréme, et nous allons simplement en exposer ici une nouvelle; pour tenter d'excuser
cette indélicatesse, disons que c'est de cette forme que dépend la suite. Pour le dé-
but, nous nous sommes contenté de recopier tré&s exactement la démonstration donnée
dans LAZARO-MEYER(14), ou mieux dans LAZARO(13); les résultats énoncés ici sans dé-
monstration y figurent explicitement, et démontrés.

REMARQUE: considérons la tribu Ei = E.V(INE, ); on définit ainsi une nouvelle fil-
g-:-w=£+°o; p

que tout élément de INE, =~ appartient & Ej, et donc aussi 3 E_,. I1 nous arrivera

tration du flot satisfaisant 3 ar ailleurs, on a E}=F,, car il est connu
d'utiliser la filtration (l:é) au lieu de (Et) .

La démonstration du théoréme d'Ambrose se décompose en deux parties: nous allons
commencer par partager le flot (Q,é,}___\t,Ot,P) en une partie triviale, et une qui ne

1'est pas.

(2.1) THEOREME: il existe umn ensemble I, appartenant 3 INE, 00’ tel que

(a) la restriction du flot 3 I€ soit triviale en ce sens que, Vﬁﬁéohc, on a_

P(Acne rA)=0 pour tout réel r;

(b) 1a restriction du flot 3 I soit propre en ce sens qu'il existe X< I, Xeg('), tel
ue la formule Nt =)y 1xoes pour t*0, =-) 1X°95 pour t40 définisse un comp-
teur avec ;1_1 =I.

0<s£t t<s=0

DEMONSTRATION: soit Aeéo tel qu'il existe r€R satisfaisant a P(Acﬂe rA) >0 (s'il

n'existe pas de tels ensembles A, on pose I=@, et le théoréme est montré); quitfe a

échanger A et Ac, nous pouvons supposer que 1l'on a r>0. Soit alors A wn réel >0,

et posons 0

F(v) = XL_ 1408, (D) du, C) =(F,#1/4), Dy =(Ep3/4).
A

La fonction Fl satisfait aux propriétés suivantes:

(i) W=, Vs,s', |F (8,9)-Fy (8;,W)] £Qs-s)

(ii) Fl est go—mesurable pour tout réel A, et FA_’1 A Des-et dans L1 lorsque
A—>#%00 (en vertu du théoréme ergodique local).

En vertu de (ii) et du choix particulier de A, il existe un réel X assez grand pour
que 1l'on ait 04P(Clﬂe 1,D)‘)“1 , et nous fixons dorénavant un tel A . Posons
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1 (weQ; etw e Xi pour des t arbitrairement voisins de *oo).

Ces ensembles satisfont aux propriétés suivantes:
3 — ' e .
(iv) X1 go )

— pour p.s. tout u)eM1, GtmeM1 pour des t arbitrairement voisins de

— pour p.s. tout weMI], GtchX1' pour des t arbitrairement voisins de *oo;

$+

- 1,# INE, , I, contient p.s. M, et Xj;

— Vw, deux rencontres successives de Xj par la trajectoire t —» etw sont sé-
parées par un intervalle de longueur 2> 1/4A.

Ces propriétés sont montrées en détail dans (13); disons rapidement que la premiére
est élémentaire, que les deuxiéme et troisiéme sont une application du théoréme ergo-
dique global, et que la derniére résulte du caractére lipschitzien de Fj. Posons

1
= e N = by = -
)(1 X1'ﬁI1 1__3('), Nt i‘s—t1x1°es pour t>0, ti‘ } 1X1°95 pour t<0.

Nous définissons ainsi un compteur N1: deux sauts consécutifs de N' sont séparés par
un intervalle de longueur * 1/4A grice 3 la derniére propriété de (iv); il est par
ailleurs montré dans (13) (c'est long, mais relativement aisé 3 vérifier) que

N!

est adapté 4 la famille (E}): Vt<R, ¥s20, N]-N!__ est Ei-mesurable.
REMARQUE: si le flot considéré est ergodique, P(I1)3~0 entraine P(I1)=1, et le théo-
réme est montré dans ce cas avec I=Q, 1%=9.

Dans le cas général, soit (I) 1'ensemble des ensembles I € ;ngoo satisfaisant a:

Jxe Ey tel que la formule N?C( = 3 (1x08,04s%t) pour t*0, =) (1Xoes,t‘540)
pour t40, définisse un compteur adapté 3 la famille (g{) tel que I contienne

Q(NX) et lui soit p.s. égal.

L'ensemble (I) n'est pas vide, puisqu'il contient I1 précédemment défini; (I)
est stable par union et intersection finies, et fermé pour les réunions croissantes
dénombrables; enfin, si I€(I), et si I'€ ;ngm est p.s. égal 4 I, I' appartient
aussi a (I): il suffit de considérer X'= XNI'. Il existe donc un élément I de
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(I) qui soit un représentant de ess sup (I), c'est 1'ensemble annoncé dans le théo-
réme. En effet, quitte 3 enlever de I 1'ensemble invariant négligeable I - _Q(Nx) ,
et a noter encore I 1'élément de (I) ainsi obtenu, le compteur N a bien les
propriétés cherchées: X € g('), N est adapté 3 la famille (gé), et Q(Nx) = I; le
théoréme est montré.

Ceci constituait la premiére partie du théoréme d'Ambrose-Kakutani, la seconde
donnant une représentation de la partie propre du flot. Nous allons auparavant &tudier
la partie triviale du flot, et justifier par 13 méme sa dénomination.

(2.2) THEOREME: pour tout &lément A de Foo contenu dans Ic, il existe un ensemble

invariant négligeable UC tel que ANU soit invariant; en particulier, 1'implication

(A négligeable) ==> (A polaire) est vraie sur la restriction 3 I® de goo.

DEMONSTRATION: d'aprés Fubini et la bimesurabilité de 8, il vient que, pour tout A

appartenant i la restriction i I de la tribu 1=\0, il existe H négligeable appartenant
d A tel que, Vw§ H, 1A(w) = 1A(9rw) pP-p.r, soit encore

t+1
Vué& H, 1A(m) = S 1A(9um) du pour tout t€R.
t
Posons alors

0
g = f 1A°9u du, U= (weER; gA(w) B gA(etm) Vt€R) ;
-1

1'ensemble U appartient a F, contient HC, d'od P(U)=1. Par ailleurs, U est invariant:
soit Guu)eU, on a gA(euw)=gA(9u+tw) ¥t, et, prenant t=-u, il vient gA(a)) = gA(euw)

= gA((-)Vw) ¥v, ce qui donne bien @€ U. Finalement, il existe U, invariant et P-plein
tel que g soit invariante sur U. Mais, cette propriété est vraie pour tout A ap-

partenant 3 A, (sinon, on aurait considéré e;1A) , et la tribu engendrée par les

=t

8> ol A parcourt la réunion des tribus ‘ét’ n'est autre que F +00> W raisonne-

ment de classes monotones permet alors de conclure.

REMARQUE: dans le cas ou la tribu EO
semble invariant P-négligeable, on peut supposer que l'on a A = BtA pour tout AEEOO

est de type dénombrable, quitte 3 jeter un en-

ce qui jrustifie amplement le terme de ''trivial''.
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Nous allons consacrer la reste de ce paragraphe 3 1'étude de la partie propre du
flot. Plus précisément, nous jetons I, et conservons les mémes notations pour le

flot ainsi restreint. Quitte 3 remplacer la filtration (_E_t) par (I;é) , et 3 conti-

nuer 3 noter (gt) 1a nouvelle filtration ainsi obtenue, cela revient d faire 1'hypo-
thése suivante:

(2.3) HYPOTHESE: il existe un compteur N adapté 3 la famille (__lft+), tel que S{q =Q.

COMMENTAIRE: nous avons remplacé (gt) par (gt +) parce que nous avons en vue des appli-
cations de ce qui vient, non seulement au flot obtenu par Ambrose-Kakutani, mais aussi
au flot canonique des processus ponctuels stationnaires, oll le compteur fondamental N
est imposé, et seulement adapté d la famille (I__-‘,c BE

Dans la suite de ce paraggraphe, nous considérons le compteur N comme fixé, et

mentaires de mesurabilité. Posons

(V) X= (No, = '1) € EO 5
Vo(c.)) sup (t£0, ethX) , Vn(w)
V (@) = inf(t*0, 80EX), V ()

sup(t‘Vn+1 ), e,ge)() pour n40;

inf(th_1 ), eébe)() pour n>1.

La suite (Vn)nez est partout définie, et 1'on a 1lim Vn= f00 lorsque n -»*0o. On
a de plus les résultats de mesurabilité suivants:

(2.4) LEME: (a): V¥n*1, Vn est un temps d'arrét de la famille (£t+)t>0;

®): ¥n%0, Vn est __EO—mesurable.

DEMONSTRATION (a): on a (Vﬁt) = X0 (Nt=0) € £t+’ ce qui montre déja que V1 est
wn temps d'arrét de (E.,). Pour n*,ona V0= inf(t*Vn(w) ,Btdex) =V @) +
inf(t>0, et(evl{.)) €x) = Vn(w) + Vioevn(w), avec Vj (@) = inf(t=0,9twex); il suffit
donc de montrer que V; est un temps d'arrét pour obtenir (a) par récurrence: on a
(V™) = (N=0) € E,.

(b): commengons par montrer que V, est go—mesurable. On a V0= lim V;
lorsque &\0, avec Vg (w)= sup(té—e,etuex) , et il suffit de montrer que Vg est
E_g,-mesurable pour tout e>0. Or, on a (}%4t) = (N-e_Nt=0) € E ., avec t<-€, et
finalement, V est bien go-mesurable. Par ailleurs, on a, pour nf0,
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Voo @) = Sp(EAV, (60,8091 =V (0) +5up (540,60 (By 0)&) = V, (6) + Vyoby (a),

et le résultat provient alors par récurrence du lemme (1.3).

Commengons & introduire le flot spécial qui a été annoncé; encore une fois, il
s'agit d'une modifications trés mineure de la méthode de HANEN(10) qui montre 1'équi-
valence entre processus ponctuel stationnaire et flot sous une fonction; nous reprenon:
succintement les démonstrations par acquit de conscience, et, pour cela, nous recopi=-

s a peu de choses prés 1'exposé fait dans LAZARO-MEYER(14) aux chapitres I et II,
auxquels nous renvoyons le lesteur pour de plus amples détails. Posons

(vi) X= 1=\| , V= V2 , = ((x,u)eXxR,04u¢V(x)) .
X X

REMARQUE: d'habitude, on pose W=((x,u)®XxR,04u<V(x)), c'est d'ailleurs ce que nous
avions fait dans une premiére rédaction, mais cette méthode nous empéchait d'obtenir
des résultats intéressants pour les processus ponctuels, cas ol X n'appartient pas 3
EO' Si 1'on excepte la modification qui vient d'étre expliquée, ce qui suit est tout
4 fait classique, ce qui justifie peut-&tre la rapidité de la rédaction.

Mmissons (X,X) de 1'automorphisme S défini par Sx—evx on a Snx=eV
pour n€Z (on rappelle que x est un point de R, ces écritures ont donc un sens)
Posons également

TRy W= ((c,0)=XR,V o (x) <V, (X))

on a en particulier W=W0; nous mmnissons W de la tribu 5= B( ), . Nous intro-
W

duisons sur W
8. () = (x,urt); S(x,u) = (Sx,u-V(x);

on a §k(x;u)=(skx,u—Vk+1(x)) pour k€Z. Introduisons la relation d'équivalence (QR)
sur W définie par

(x,w) v(x',u') mod(R) <= J k=2 tel que (x',u') = Sk(x,u);

on montre alors que toute classe d'équivalence de la relation (QR) admet un et un
seul représentant dans W, que 1'on peut par conséquent identifier 3 WAR, . De la mé-
me fagon, les applications Ft sont compatibles avec la relation (R), d'oll par pas-
sage au quotient un groupe d'automorphismes (@t) de W donné par la formule
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wid) 8,0ow =) 'k, truev, () 1 .
k&7 (Vk(X) ‘t"'uévk.,.-l )

Définissons une application § de W sur U par la formule E(x,u)=eux, applica-
tion mesurable de (W,XmB(R)) dans (f,A); cette application satisfait a Eo§t=9toa,
et la relation d'équivalence &(x,u)=8(x',u') n'est autre que (R), de sorte que

@ = @ est une bijection de W sur R, qui commute avec et et ét par passage au
quotient. Nous avons donc un isomorphisme entre (52,1=\,9t) et (W,Q,@t) par

(viii) @: (x,u) — 6 x, mesurable de W,B) dans (,4);

7w — (8@, -Vo() , mesurable de (@) dans w,h.

Notons P 1a mesure obtenue en transportant sur W 1la loi P; cette loi est invari-
ante par les §t , et nous allons montrer que

(ix)y B= }detl , ol }-l est une mesure positive ¢-finie sur W, et S-invariante.
W

Nous dirons que ,.l est la mesure fondamentale. En effet, soit P 1a mesure positive
définie sur W par la formule P(B) =) _ P(E‘k(B(\Wk)), keZ; on vérifie que P est ir
invariante par ﬁt si et seulement si P est invariante par @t; définissons alors
la mesure M par MA) = P(Ax[0,1), la mesure P étant bornde, il vient que J est
d-finie, et 1'on voit aisément que F=}.lmdt, soit encore P= }lmdt‘ . I1 nous reste a
montrer que M est S-invariante: d'aprés la construction méme de P, cette mesure est
invariante par S; si nous appliquons cette propriété avec une fonction de la forme
f= gm(o,ﬂ , 11 vient },l(g) =P(£)=P(£.5) =}‘\(goS) , ce qui achéve la démonstration de (ix)

Toujours suivant LAZARO-MEYER(14), donnons ume caractérisation de la mesure fon-
damentale ’,[, qui exprime que celle-ci est la mesure de Palm du compteur N (nous re-

viendrons ultérieurement sur cette notion, dont nous donnerons le définition)?

(2.5) LEMME: nous considérons }l comne une mesure sur (Q,A) porte par X; soit f

we fonction AmB(R)-mesurable et positive sur QxR, on a

EJR £(8,,u) AN, = )L(udu(f) .

DEMONSTRATION: le premier membre de 1'égalité est égal a ) E(f(ev (.),Vn(w))) , N€Z;
- n

mais, si 1'on pose f(w,u)=f(v,-u), 1'isomorphisme entre Q et W dit que la somme

est égale 3 ) E((f.1wn) o8™) = P(F) = P(f) qui est bien le membre de droite.
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REMARQUE: dans notre situation, on ne peut pas considérer [J comme la mesure de Palm
du compteur fondamental transporté sur W, puisque cette mesure n'est pas poptée par

W; nous reviendrons ultérieurement sur ce point, en calculant la mesure de Palm de ce
compteur.

La fin du paragraphe sera consacrée i quelques questions de mesurabilité. Voici
une notation qui sera trés importante par la suite:

(2.6) NOTATION: & toute fonction ¥ définie sur (W,I:D , Nous associons le processus

(fu)u¥0 défini sur (X,X) par la formule fu(x) =£(x,u) si uéV(x), =0 sinon. Réci-
proquement, tout processus (fu)u=0 sur (X,X), & support dans To ,V], définit évidem-

ment une fonction f, A-mesurable sur W.

Ces conventions étant faites, on a le résultat suivant:

(2.7) LEME: ( (f) continu 3 gauche ) <= ( (£.8.) continu 3 gauche );
( (f) régle ) == ( (£-8.) réglé ).

IDEMONSTRATION: d'aprés (vii), on a, pour -u<t4V(x)-u, fo@t(x,u)=?(x,t+u). Les deux
implications de la droite vers le gauche en résultent déja. Réciproquement, si le pro-
cessus (fu) est continu 3 gauche, il vient que t —»fo@t est continu & gauche en
t=0, donc partout puisque (@t) est un groupe. Le méme raisonnement est valide si
1'on remplace '"continu i gauche' par 'réglé'. Mais, attention, on n'a aucun renseigne-

ment concernant la continuité 3 droite!

Notons H 1'algébre de Boole sur W engendrée par les ensembles B de la for-
me B = (Ax]s,t])OIW, od Ay,

(2.8) LEMME: tout €lément de H est continu 3 gauche; en conséquence, H engendrant

la tribu A, il vient =F=1_:§, et par isomorphisme F=A.

DEMONSTRATION: H est aussi constituée par les réunions finies d'ensembles de la for-
me B, disjoints deux 3 deux:

B°= ( ASXR + AY0,s] + AxIt,o0] )NW ,
B,UB,= (ANAXTs,,tql+ ANAXTs,,t 0+ A10A2x]s1/\‘52,t1\/t2] nw.

~

Par ailleurs, tout ensemble de la forme B est fermé 4 gauche, il en est donc de mé-

me pour BC; autrement dit, la fonction 1B est continue a gauche, ce qui montre le
lemme grice a (2.7).

REMARQUE: ce résultat précise le lemme (1.2) et la remarque qui l& suit: si 1l'on a
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affaire 3 un flot propre, on peut, quitte 3 jeter un ensemble invariant négligeable,
supposer que A=F; nous n'avons pas de résultat analogue pour les tribus éO et __EO, mais
nous verrons par la suite que 1'étude des phénoménes stationnaires est inchangée si
1'on remplace la filtration (ét) par (gt). Vu, enfin, le peu d'intérét des flots tri-
viaux, nous espérons avoir justifié 1'introduction de 1'hypoth&se supplémentaire que

voici, laquelle sera en vigueur dans tout le reste de ce travail:

(2.9) HYPOTHESE: nous oublions la filtration (ét) , en travaillant donc dorénavant sur
le flot (Sl,l;,l;t,et,P) .

S'il est vrai que quelques uns des résultats 3 venir ne nécessitent pas cette hy-
pothdse, ce sera le cas pour les plus importants d'entre eux; nous avons donc renoncé
3 distinguer les cas ol (2.9) est nécessaire de ceux ol elle ne 1l'est pas.
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83: Quelques résultats de_théorie génfrale des processus.sur (R, ,8,,P).

Nous commengons par quelques rappels concernant la théorie générale des processus
Outre la théorie générale ''classique', telle qu'on peut la trouver exposée dans
DELLACHERIE(6) , nous aurons 3 utiliser: 1/ les notions de prévisibilité etc... sur des
espaces non probabilisés, 2/ une théorie générale des processus admettant non plus R,
mais R comme ensemble des temps. Ce sont 13 des modifications mineures, et nous nous
contenterons de préciser quelques points.

Dans les quelques lignes qui suivent, T désignera 1'ensemble des temps qui sera
soit R, soit R (dans tout ce travail, R _désignera ]0,+oo[). Soit donc (E,gt)tET
un espace mni d'une famille croissante de tribus. Nous appellerons tribus des ensem-

bles aléatoires algébriquement prévisibles sur (E,l__Et) teT (notée P(E, ,ou P

E)
Et/teT
s'il n'y a pas d'ambigiiité possible), la tribu sur ExT engendrée par les processus Y

définis sur E, continus, et adaptés 3 la famille (I=3t +

)tET; cette tribu est également
engendrée par les ensembles de la forme th]t,oo[, avec BtEEt. Nous appelerons tri-

bu des ensembles aléatoires algébriquement optionnels (ou bien-mesurable3) sur (E,__Et)

(notée (__}(E,I;,t) teT» Ou 0) 1a tribu sur ExT engendrée par les processus Y continus a

~

droite et réglés, adaptés i la famille (E Ainsi, une v.a. T 3 valeurs dans

_t+)teI’
1-00,+00] est un temps d'arrét de la famille (§t+) si et seulement si [[T,oo[[ est un
ensemble aléatoire algébriquement optionnel; si, de plus, cet ensemble aléatoire est

algébriquement prévisible, nous dirons que T est un temps algébriquement prévisible.

Si, dans le cas ol T=R_, il n'y a pas lieu de donmer de définition particuliére
pour les processus croissants, nous devons le faire dans le cas oll T=R; dans ce cas,
nous dirons qu'un processus croissant A est un processus croissant algébriquement pré-
visible sur (E,Iét) <R si, pour tout s€R, le processus (A,c +S—AS) £50 appartient 3
I;(E,gt) tep,> o0 2 évidemment une définition analogue pour les processus croissants
algébriquement optionnels.

Revenant 3a (Q,gt,et) , nous traiterons les hélices comme des processus croissants
pour ce gui concerne les questions de mesurabilité; grice a4 la propriété d'additivité
des hélices, il vient que Z est algébriquement prévisible sur (Q,Et) teR si et seu-
lement si le processus (Zt) £30 appartient 3 I;(Q,l_?t) 02 ©t qu'elle est algébrique-
ment optionnelle si et saulement si (Zt)t\o est un processus adapté 3 la famille
(£t+)t>0’

L'introduction de ces notions se justifie par le fait que, si 1'on mmit (E,__]@t)
d'une loi P, et que 1'on compléte diiment la famille (}=3t+
au sens hdbituel est indistinguable d'un processus algébriquement prévisible, etc...
(voir COURREGE-PRIOURET(5)). De plus, tout temps algébriquement prévisible est indis-

tinguable d'un temps d'arrét prévisible au sens habituel (c'est-a-dire annoncé par une

), tout processus prévisible

suite de temps d'arréts), et, réciproquement, tout temps d'arrét prévisible est indis-
tinguable d'un temps algébriquement prévisible.
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QUESTION DE VOCABULAIRE: lorsque nous dirons d'un processus qu'il est Yprévisible" ,
etc..., cela s'entendra relativement 3 une famille de tribus complétée, tandis que nous
réserverons la notation "algébriquement prévisible" etc... lorsqu'il s'agira d'une no-
tion définie sur une famille de tribus non complétée.

Voici une caractérisation de la tribu g(n,gt) , dle & HOROWITZ-GEMAN(9); nous en

donnons une démonstration débarassée des espaces de BLACKWELL: définissons sur xR
les applications suivantes, mesurables de FmB(R) dans elle-méme:

D) 87(0,5) = (8.0,5) , 8 (1,5) = (6. W,5) ;
ona 8'.07=0708"= identité; voici la caractérisation de Geman et Horowitz:

(3.1) THEOREME: BQE,)iep = O (EB(®); BOLE,) g = 6 (EgmB(R,)).

DEMONSTRATION: bien entendu, 8 (...) signifie (6%)71(...).

. + +
D: soit f = 1Am]t,oo\'_’ Aego, on a fof (w’u)_1A(euw)'1(u=t)’ d'olt fo6 €P.
C : la tribu P est engendrée par les processus de la forme Y =1 Aoetm] t.oo? Asgo,
t€R; on a donc Yo8 (w,u) = 1A(et_uu) '1(t—u‘0) , et il nous faut montrer que ce proces-
sus est F mB(R)-mesurable; mais il suffit pour cela de vérifier que, si g est
go-mesurable sur §, la formule f(w,u)=g(eum) ,ué0, définit un processus
I_jomg(]k_) -mesurable; mais cette propriété est satisfaite si g est continue sur
les trajectoires du flot, la go—mesurabilité de goeu pour u40 suffisant a assurer
la bimesurabilité dans ce cas. La premiére assertion du théoréme est montrée, la

seconde se montrant de la méme fagon.
Nous reprenons maintenant les résultats du 85 de LAZARO-MEYER(14) avec une autre
méthode, sans doute plus directe: i} s'agif:de calculer les projections bien-mesurable

et prévisible des processus statiomnaires et des hélices croissantes.

(3.2) THEOREME: la projection duale prévisible (resp. bien-mesurable) d'une hélice

croissante est une hélice croissante.

DEMONSTRATION: nous traitons le cas prévisible. Soit Z ume hélice croissante, et soit
23 une version de la projection duale prévisible de Z; désignons par C et B les

. e s 3 3 3
processus croissants définis par Cu-zt +u Zt’ Bu—Zuoet, s
sus croissants sont prévisibles relativement 3 la famille complétée ((-)t l='~'u)=(l=~"t )

t réel fixé; ces deux proces-

et nous allons montrer qu'ils ont méme projection duale prévisible sur cette famille de
tribus; cela montrera que 75 est une hélice grossiére, et il restera 3 invoquer le thé-
oréme (1.1) pour obtenir le résultat. Soient donc U et V deux temps d'arrét prévisibles

de la famille considérée, tels que U£V; il existe alors deux temps d'arrét de la famil-
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le originelle (Et), soient S et T, tels que ST, U=Soet, V=Toet. On a alors

EJ az3 = EJ dz, = EC)  dZ )8,
[t+s°et,t+Toet£ [t+S08, ,t+To8,[ s,

3 3~
E dZ = E dz” = E dZ).8, = E dB ,
J[s,T[ u J[s,T[ “ ([S,T[ Wt J[U,VL u

oll les égalités 2 et 5 résultent des propriétés des projections duales, les &galités

E J[U ,V[dCu

4 et 6 de 1'invariance de P par 8, et 1'égalité 3 du fait que Z est une hélice. Le
théoréme est montré dans le cas prévisible; le cas bien-mesurable se traite en consi-
dérant tous les temps d'arrét.

Un raisonnement en tous points analogue permet de montrer que la projection (pré-
visible ou optionnelle) d'un processus stationnaire est grossiérement stationnaire.
Mais, grice 3 la propriété particuliére de la filtration (_E_t) et de la tribu F, il
nous suffit d'étudier ces projections pour un processus stationnaire continu. OF, les
projections prévisible et optionnelle d'un processus continu sont respectivement p.s.
continues 3 gauche et 3 droite (cf. DELLACHERIE(6)). Une application du théoréme (1.1)
donne alors:

(3.3) THEOREME: soit f une fonction F-mesurable et positive; il existe une fonction

3f, Eo—mesurable, (resp. 1f, £0+—mesurab1e) telle que le processus stationnaire

(3foe.) (xresp. (1foe.)) soit une version de la projection prévisible (resp. option-

nelle) de (fo0.).

REMARQUE: voici la remarque annoncée au § précédent: dans un flot propre, tout proces-
sus stationnaire est FmB(R)-mesurable, et, pour de tels processus, les (ét) -projec-

tions coincident avec les (E )-projections; ceci était la justification annoncée du

)
t
remplacement de la filtration (ét) (que nous oublions définitivement, cette fois!) par
la filtration(E,).

Toujours suivant le 8V de LAZARO-MEYER(14) , nous allons expliquer (succintement)

comment le théoréme (3.3) permet de considérer le flot comme un processus de Markov.

(3.4) COROLLAIRE: supposons que (Q,F) soit Lusinien métrisable (c'est-a-dire isomor-

phe 3 un borélien d'un espace métrique compact). I1 existe alors un noyau positif E

sur Q, transformant les fonctions F-mesurables en fonctions go—mesurables , et _tel que,

pour toute fonction F-mesurable positive f, le processus stationnaire (E(et”f))telk

soit une version de la projection prévisible de (fo8.). On a le méme résultat concer-

nant les projections bien-mesurables i 1'aide d'un noyau positif E, de (Q,F) dans

(QEg,) -
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DEMONSTRATION: si (f ) est une sulte de fonctions F-mesurables convergeant simplement
vers une fonction f, on a 1lim f = 3f sauf sur un ensemble polaire; de méme, on a

(f+f') = 3f+3f' sauf sur un ensemble polaire; enfin, si |f|2K (K constante *0), on
a |3f |¢K sauf sur un ensemble polaire, et nous pouvons commencer par choisir pour
toute fonction f dne version de 3f qui satisfasse 3 cette inégalité partout. Soit a-
lors (E,E) 1'espace métrique compact mmi de sa tribu borélienne dans lequel est plon-
gé (Q,F). Soit (Tn) un ensemhle dénombrable linéairement indépendant de fonctions de
Y(E), total dans Y(E), et soit fn la restriction F-mesurable a Q de 1' Pour chaque n,
choisissons une version fn donnée par le théoreme (3.3), et posons f 'l
formule qui permet d'étendre la définition de 1'opérateur E 3 l'espace Vector1e1 9
engendré par la suite (Tn) . On vérifie que, pour tout point e€E, 1'application f —»
Ef(e) de ¢ dans R est une intégrale de Daniell; comme ¥ engendre la tribu borélienne
de E, il vient que, pour tout e€E, cette application se prolonge de fagon unique en
une probablilité (qui est en fait nulle pour e¥Q) portée par Q. Un raisonnement de
classes monotones permet d'obtenir la Ej-mesurabilité de Ef pour toute fonction E-me-
surable positive f, ce qui achéve la démonstration.

Pour é€tre complet, rappelons comment ce résultat, di & LAZARO-MEYER(14), leur
permet d'interpréter le flot filtré comme processus de Markov: disons ce qui se pas-
se par exemple dans le cas prévisible. Nous notons X 1'application mesurable de
(R,x0,B(R,)=E) dans (Q,__EO) définie par (t,w) — etu); nous disons que

(3.5) COROLLAIRE: le terme X = Q,F ’-t’ t,P) £50 est un processus modérément Marko-

vien (au sens de DOOB, cf. J.B.WALSH(22)) 3 valeurs dans (Q,=0) dont une fonction de
transition est donnée par la formule Pt(.,f) = E(.,fuet) pour t>0.

DEMONSTRATION: il s'agit de vérifier que, pour tout temps d'arrét T>0 prévisible,
on a E(fo)(.r+t| _T_) Pt(XT,f), ce qui est une simple interprétation du fait que le pro-
cessus stationnaire (foetoe.) a pour projection prévisible E(e.,foet); le résultat
est montré.

~

I1 reste alors 3 appliquer un théoréme difficile de J.B.WALSH(22) qui modifie les

choses de facon a
IAZARO et MEYER font explicitement ce travail au 8 de (14) dans le cas bien-mesurable

obtenir un'vrai' processus modérément Markovien 'au sens de DYNKIN';

oll ils obtiennent un processus droit; il est probable que leur méthode directe préser-
ve un peu plus Q gque la méthode générale de WALSH.

REMARQUE: concernant 1'hypothése "(Q,F) lusinien métrisable', disons qu'elle est réa-
lisée pour les versions canoniques des flots les plus habituels.

=

Nous allons consacrer la fin de ce paragraphe 3 1'étude de notions ayant un rap-
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port avec les hélices croissantes. Voici un théoréme emprunté a GEMAN-HOROWITZ(8):

(3.6) THEOREME: soit Z une hélice croissante; la formule )lz(f) = ESg) foeu dZu, o f
est F-mesurable et positive, définit une mesure positive ¢-finie sur (Q,E), qui ne

charge pas les ensembles polaires; pour tout processus Y, B(R)sE-mesurable et positif,

Pzﬂdu(Y) - Ejl Y(8,.,u) A7

(du: mesure de Lebesgue); de plus, si Z est bien-mesurable (resp. prévisible), elle

est entlerement déterminée par la restriction 3 F Eo+ (resp. PO) de la mesure ,ll . Nous i

dirons que P est la mesure_de Palm de 1'hélice croissante Z.

REMARQUE: ce théoréme et le lemme (2.5) montrent qu'il y a identité entre la mesure de
Palm d'un processus ponctuel stationnaire telle qu'elle est définie en (2.5), et la
mesure de Palm du compteur qui compte les apparitions du processus, suivant la défini-
tion ci-dessus; cette définition, die 3 MECKE(15), constitue donc une extension de la
notion de mesure de Palm d'un processus ponctuel stationnaire.

De ce théoréme, et du théorgme (3.2) (qu'ils montrent indépendamment dans (9)),
GEMAN et HOROWITZ déduisent le corollaire suivant, dont la démonstration est si simple
que nous la reproduisons:

(3.7) COROLLAIRE: soit Z une hélice croissante de mesure de Palm }12; les formules

3 1
pE = O, P = PECD, £20 et Fmesurable,

caractérisent respectivement les projections duales prévisible et bien-mesurable de Z.

DEMONSTRATION: prenons le cas prévisible; d'aprés (3.2), la projection duale prévisi-
ble de Z est une hélice croissante Z3 qui satisfait 3 la premiére relation du corol-
laire d'aprés les propriétés des projections duales prévisibles; si Z' est une hélice
croissante prévisible satisfaisant i pz'(fj=}\z(3f) , les mesures de Palm de Z3 et de

Z' coincident, ce qui assure 1'égalité de ces deux hélices croissantes.

CONSEQUENCE IMPORTANTE: soit Z umne hélice croissante b1en-mesurab1e et soit (A) une
suite d'éléments de F cr01ssant vers R, telle que PN (A )400 pour tout n; posons f
1An, on a }.(Z(an)- p (A ) 00, et 11m(3f )= autrement dit, la mesure de Palm };
est en fait ¢-finie sur (Q,L_30+) . De méme, si Z est prévisible, sa mesure de Palm est
q-finie sur (Q,go).

Voici maintenant une caractérisation des mesures de Palm bornées, qui est montrée
indépendamment dans (9) d'une autre fagon:
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(3.8) THEOREME: soit J une mesure positive bornée sur (Q,E) qui ne charge pas les en-

sembles polaires; alors, p est la mesure de Palm d'une hélice croissante Z.

DEMONSTRATION: elle va reposer sur la formule que voici, qui s'obtient 3 partir de cel-
le du théoréme (3.6) avec Y(w,u) = £(6_ &) .1]0 t] (v):
)

(i1) E(£.2,) = Fzg; £o_, du ,

ol t=R, et ol Z est une hélice croissante de mesure de Palm }\Z. Soit alors f une
fonction F-mesurable et P-négligeable; la loi P étant invariante, foeu est également
négligeable pour tout u€R; Fubini nous apprend alors que

pour P-presque tout w , la fonction u ——f(euw) est Lebesgue-négligeable.

Donc, en dehors d'un ensemble P-négligeable, on a g;foe_udu=0 ¥s,t€R; donc,
. t .

Vt€R, la fonction KO fob_, du est polaire sur (2,F).

En conséquence, si p est une mesure positive bornée ne chargeant pas les ensembles po-
laires, le formule )lt () =}lsgfoe_udu définit une mesure positive bornée absolument
continue par rapport a P; pour t=Q, soit Z't' une version de la densité d,ut/dP; si
1'on pose Z,E=inf(Z'S';s>t,sEQ) , on obtient une hélice grossiére que 1'on peut remplacer
par une hélice croissante Z grice 4 (1.1). La formule (ii) montre alors que Z admet
comme mesure de Palm, le théoréme est montré.

REMARQUES 1/ il y a donc identité entre les mesures bornées ne chargeant pas les en-
sembles polaires, et les hélices croissantes intégrables Z (c'est-a-dire telles que
E(Z1)‘-oo) . En revanche, il'n'est pas possible d'obtenir les mémes résultats pour les
mesures qui sont seulement o-finies: si p est une telle mesure, P =Zh1’ ol les M
sont deux 3 deux &trangéres et bornées, donc associées 3 une hélice croissante Z%; il

~

P . . .
se peut alors (les contrexemples sont aisés d construire) que 1l'on ait ) Z1=+oo, au-
quel cas il n'existe pas d'hélice croissante associée i )1!
2/ finalement, pour les hélices croissantes intégrables, les formules du

théoréme (3.7) permettent de construire leurs projections duales.

~

Nous dirons qu'une hélice H est une hélice 3 accroissements orthogonaux (nous

dirons aussi HAO) si e¢lle satisfait 3

1
(iii) HEL'(P) VteR; E(Ht+s|’£t) = H, VtER,Vs20.
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~

Nous dirons que H appartient 3 Li oc si elle satisfait en outre a E(Hi) 00 VtE€R. Au-
trement dit, toute HAO appartenant 3 L% oc définit sur R, une martingale localement de
carré intégrable sur (Q,Et,P) 0" On montre dans LAZARO-MEYER(14) que

(3.9) THEOREME: si H est une HAO appartenant i Lioc’ il existe une hélice croissante
. . ~ P 2 2
intégrable unique notée <H,H>, prévisible sur (SZ,Et,P) wep telle que E(Ht -Htl'gt) =

EKH,D, o -, |E) V=R, ¥s20!

+s

Les notions dont nous allons parler maintenant sont introduites dans GEMAN-HORO-
WITZ(9) afin de montrer le théoréme (3.8), mais elles ont leur intérét propre. Nous
dirons qu'une fonction EO . ot excessive
dire 1-excessive) si le processus (e foet) tap ©St une surmartingale, et, par voie

potentiel est de la classe (D). Donnons un premier résultat élémentaire:

(3.10) THEOREME; soit f une fonction excessive de la classe (D); il existe une hélice
f

croissante intégrable Z~ unique, telle que d.% = e-ulefl soit le processus croissant

associé au potentiel (e_tfoet) . Réciproquement, toute hélice croissante intégrable

~

engendre de cette maniére une fonction excessive de la classe (D), unique 3 un ensems:¢

ble polaire prés.

DEMONSTRATION: nous commengons par la seconde assertion, qui est la plus aisée. Soit Z
une hélice croissante intégrable; le processus croissant défini par dAu=e_udZu sa-
tisfait a E(Aoo)loo, nous pouvons donc considérer le potentiel qu'il engendre, soit
Yt=E(Aoo-At|£t) ce potentiel. Le processus (eth) est donc une version de la pro-
jection bien-mesurable du processus (ets(,:c)odl—\u)t;0 = (etﬂ‘é’%'“dzu) = (SgodAuoet); au-
trement dit, ce processus est la projection bien-mesurable d'un processus stationnaire
et est de la forme (fo8.), f go+-n\esurab1e, d'aprés le théoréme (3.3).

Voyons la réciproque, qui est un peu plus délicate. Soit f une fonction excessive
de la classe (D), et soit A le processus croissant intégrable associé au patentiel

(e-tfoet) . La formule
e A 00
(iv) J Y(o,s) e° dQ(w,s) = E&O Y(8,.,5) dA_ ,
SIxRy

ol Y est l==0m1=3(l{+) -mesurable et positif, définit, en vertu de (3.1), une mesure positi-
ve bornée sur (@xR,,FmB(R])). La loi Q satisfait 3

+

) J Y(0,5) e dQ(w,s) = f Y(0,5) e dQ,s+t) , V0.
QxR, QR

Montrons cette formule; prenant Y(w,s) = g(9~sw) .1]V ool (s), ol g est une fonction
’



120

E v—mesurable le premier membre est égal a E(g A Av) = E(g;e—vfoev) , tandis que le
second est égal 3 E(gof, ;e (A “A)) = e E(goe v-t
montre 1'égalité lorsque Y est de cette forme; mais les processus de la forme

oev,'t) = E(g;foev), ce qui

gw 1.lv oal’® ol g est E -mesurable constituent une semi-algébre de Boole qui engendre
la tr1bu _OuB( L), 1a fonmle (V) est donc montrée. Mais cette formule, jointe 3 un
raisonnement classique, permet d'affirmer que la mesure Q est en fait une mesure pro-
duit de la forme andu, oll Q est une mesure sur (Q,F ) d'aprés (iv), cette mesure
ne charge pas les ensemhles polaires (prendre Y=go8.). Les théorémes (3.8) et (3.7)
permettent alors d'affirmer 1'existence d'ume hélice croissante prévisible zf dont
la mesure de Palm restreinte 3 F E, coincide avec Q Le fait que e ulef1 engendre le
potentiel (e tfoet) provient alors de la formule (iv) et de la formule du théoréme

(3.6), le théoréme est démontré.

En fait, toujours suivant (9), on peut aller plus loin, en utilisant les mesures
de Féllmer lorsque la fonction excessive f n'est plus de la classe (D); rappelons ce
qu'est la mesure de Follmer d'un potentiel Y défini sur @,F t’P) c 'est (lorsqu'elle
existe) 1'unique mesure définie sur P(Q, Ft) 20 satisfaisant a Q (BVx]v, oo[)

E(B YV) , pour Bvegv, lorsque Y est de la classe (D), cette mesure existe toujours:
c'est la mesure engendrée par le processus croissant associé:3 Y; lorsque Y n'est pas
de 1a cdasse (D), cette mesure n'existe que si 1'espace U est suffisamment ''gros',
elle peut alors charger des ensembles évanescents (cf. FOLIMER(7)) . Dans le cas qui
nous occupe, il est possible, partant de la mesure de FOllmer associée au potentiel
(e tfoet) de recopier la démonstration précédente jusqu'd 1l'obtention de la mesure
Q qui n'est plus alors une mesure de Palm; c'est donc vers la caractérisation de Q
que va se tourner notre généralisation. Mais, plutSt que d'utiliser cette méthode,
comme le font Geman et Horowitz dans (9), nous allons remplacer la référence aux ré=
sultats difficiles de Fdllmer par une construction simple et directe de la mesure Qf.

(3.11) THEOREME (GEMAN-HOROWITZ(9)): soit f une fonction excessive quelconque, et soit
Qf la mesure de Follmer du potentiel (e—tfoet); on a

Fvee" = j Y(o,s) e 5ds Qf(dw), Y € EmB(R,)
xR,

associée a f. Réciproquement, si Q est une mesure p051t1ve bornée sur (R, FO) telle que

la mesure sur (Q, 0) définie par B — QS Bo6_ e Sds soit absolument continue par

\

rapport 3 Pg Q est alors la mesure de Revuz d'une fonction excessive unique 3 un en-

semble polaire prés. Enfin, f est de la classe (D) si et seulement si Qf ne charge pas

les ensembles polaires.
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REMARQUE: 1'existence de la mesure Qf n'est pas toujours assurée; elle 1'est si (Q,ljt)
satisfait 3 la proptiété suivante:
(vi) toute famille (Q )t‘O de mesures p051t1ves bornées définies respectivement sur

(Q,gt) £0° telle que la restriction a F de Q pour s£t coincide avec Q définit une
mesure positive bornée unique Q sur (Q’EO) par la formule Q(B )-Q (B ) pour BSE_ES,S"Q
I1 est montré dans PARTHASARATHY(20) que (,E,) satisfait a cette propiiété si cet es-
pace filtré est un systéme standard ce qui signifie que

(vii) — VteR (Sl,gt) est isomorphe 3 un borélien d'un espace Polonais;

(An)
— pour toute suite croissante de réels (t o) » et toute suite décroissanteYd'ato-

mes de la tribu E, , on a (A # 9.

Nous montrons en annexe le résultat suivant:

(3.12) LEMME: si la tribu EO est 3 base dénombrable, on peut transporter le flot
®,E

—oo’—t’ By» P) sur une réalisation qui satisfasse d (vii).

DEMONSTRATION DE (3.11): la derniére assertion résulte de (3.10); la réciproque de la
premiére assertion se montre comme la premiére assertion de (3.10). Nous allons donc

construire la mesure Qf, sous hypothése (vi), naturellement. Posons ft=foet.e-t; ne

~

connaissant pas 1'existencé d'une mesure analogue 3 celle définie au membre de droite
de (iv), nous ne pouvons définir commme en (iv) la mesure Q sur L_:On}=3(]l+); nous allons
néanmoins, en imitant cette procédure, obtenir cette mesure Q sur une tribu plus peti-
te. Désignons par par 9+(L_=0m]=3(lk+)) la tribu constituée des processus de la forme

Y(G_t&),t) , Yegoug(m+) , et définissons sur cette tribu la mesure § par la formule
s -s A _ . =
(viii) j Y(O_So,s) e ~ dQ(w,s) = E(B,ft), avec Y = 1Bm]t,oo[’ BEEO, t>0.

On montre encore que la mesure Q satisfait 3 (v) pour YEB+(£0|&§(R+)) . D'autre part, il
est aisé de voir que les processus yt= Boe_tx]O,t] , t30, BEE()’ engendrent cette der-
nidre tribu; il en résulte en particulier que la trace de cette tribu sur x]0,tl
contient la tribu produit nB(]O t])' une nouvelle fois, (v) permet d'affirmer que,
sur (@x]0,t] ,E uB(]O t])) 1a mesure § est une mesure produit de la forme Qtmdu, ol
Q est une mesure positive bornée sur (,F t) pour st, la restriction a =-s de Qt
coincide avec Q , ce qui, grice a (vi), définit par prolongement une mesure sur EO' I1
reste 3 montrer que Q est bien la mesure Qf cherchée, ce qui revient 3 montrer que la
formule du théoréme (3.11) définit bien la mesure de F6llmer du potentiel (ft) . Or,
par construction de Q, les mesures Q et Qmdu coincident sur les ensembles de la forme
Boe_tx]O,t],t-\O,BEF donc au551 sur la tribu 8" (FONB(R )); cela permet en particu-
lier d'écrire QSO Bo6_ e tat = E(B;f) BEFO, d'ol par stationnarité

BSgOBoG_ Se_sds = E(B,ft) B=F,, ce qui est le résultat cherché.
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=0

Tout au long de cette annexe, nous supposerons que ljo est 3 base dénombrable. No-
tre méthode va consister simplement 3 ''grossir'' convenablement Q, de fagon 3 le rendre
assez riche pour que les mesures de Revuz soient portées par lui. I1 est clair qu'une
hypothése du type ''systéme standard" est nécessaire: si Qf est la mesure de Revuz d'une
fonction excessive, portée par un ensemble polaire, nous pouvons jeter cet ensemble
polaire, cela donnera encore une réalisation convenable du flot, 3 ceci prés que, sur
celle-ci, f ne possédera plus de mesure de Revuz!

D'aprés la remarque 2 suivant (§1 ,viii), nous pouvons supposer que

0£g£1, |go9 -g|£(1-e” )+(1—e)

(ix) F0 est engendrée par une famille dénombrable (g") de fonctions satisfaisant a:

Nous allons compactifier Q 4 1'aide de la famille dénombrable (gnoet)neN tEQ; puisque
nous ne nous intéressons qu'a la famille (Ft) sur Q, nous pouvons supposer que la fa-
mille (g“oet) sépare les points de Q. Considérons 1'injection i de Q dans [O 1]

ir w _>(gn°et(w))n€|N,t€Q ’

et notons I 1a fermeture de i(Q) dans [0,1]N; si nous identiflons L et i(Q),Q n'est
pas en général borélien dans %), mais toute fonction E o-mesurable sur Q :ﬂnet un pro-
longement borélien a %; autrement dit, si nous notons E' la tribu borélienne sur Q,
goo est la restriction a Qde E'; de la méme facon, si nous notons g le prolongement
continu unique de g iq,et F(') la tribu engendrée par la famille (g ), o est la res-
triction 3 Q de la tribu E 0 Mmissons Q de la topologie trace de §; pour tout WeEQ,

t —»etu est continu de R dans Q d'aprés le choix de la famille compactifiante; si

(o n) est une suite de points de & convergeant vers wo'€f, (etmn) est wne suite conver-
gente dans Q, dont nous noterons (-)to' la limite, qui ne dépend pas du choix de la sui-¢
te (mn) convergeant vers o'. Grice 3 la propriété d'équicontinuité (ix), le prolonge-
ment de 6, 3 Q1 ainsi obtenu satisfait a

yweQ, t—06 est continu de R dans &

en particulier, il vient que (t,a) —»Gtm est B(R)mE'-mesurable. Il est clair que
ﬁ-{l est invariant par le groupe (8,) ainsi prolongé, et nous pouvons étendre la loi
3 Q en posant P(R-RY=0. Finalement, si nous posons F'—e 1F('), nous avons

(x) mn flot &,F' JEL,0,,
espace métrique compact séparable mmi de sa tribu borélienne, (b): F' soit engendrée
par une famille dénombrable (En) de fonctions continues, (c): Vel t —-—(-)tu) soit
continue de R dans S.

P) isomorphe au flot initial, tel que (a): (,F') soit wn
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Ceci n'était que la premiére étape, la filtration ainsi obtenue n'étant pas en général
standard. Désignons par X 1'application (t,d) — Gtw de (BxQ,B(®)=E') dans (i,g(')j
on a gé = U’(Xs,sét) , et ceci suggére de considérer (Q,Ij(')) comme un espace d'états, et
d'associer 3 tout point ® sa trajectoire t ——»Xt(w) de R dans (ﬁ,g()); malheureuse-
ment, la tribu g(') ne sépare pas les points de %, nous désirons donc passer au quotient
par rapport 3 la relation d'équivalence dont les classes sont les atomes de F); pour
cela, il nous faut montrer que, si w et ' sont tels que Xt(«)) et Xt(o)') appartiennent
au méme atome de I__E(') pour tout teR, alors w=w'; mais, revenant 3 la définition de g('),
cela signifie que, pour tout n®N et tout t€R, on a ?(etu)=§“(9tw'), et cela implique
bien y=w', puisque les fonctions (§“oet) séparent les points de Q.

Nous noterons (E,E) 1'espace obtenu i partir de (§,§6) en confondant les points appar-
tenant 3 un Méme atome: c'est un espace métrique compact mmi de sa tribu borélienne,
puisque nous pouvons aussi 1'obtenir en mmissant Q de la topologie non séparée engen-
drée par la famille (En) puis en passant au quotient. Nous allons maintenant décrire
la réalisation annoncée. Adjoignons i E un point isolé &, et soit W 1'ensemble des ap-
plications w de RUfooj dans Eu%?; telles que

(xi) (a): 1'ensemble (tékuioo} w(t)=8) soit wn intervalle de la forme Is,w[; (b):

~

la trajectoire w soit continue sur ]-oo,s[, et limitée 3 gauche en s; on pose alors

{w)=s (£+00) .

Définissons 1'application X de (RU&OQ )XW dans E par Xt(w)=w(t); nous munissons

W des tribus §t= U’(Xs,sét) , §=§oo; définissons le groupe (Qt) des translations sur W
par Qtw(s)=w(s+t) , on a E__Et:Q; (__30. Si nous considérons 1'injection de & dans W qui 2
tout point ® associe sa trajectoire, nous pouvons transporter la loi P sur W: la nou-
velle loi P ainsi obtenue est invariante par Qt et portée par 1'ensemble (§=+00). Fi-

nalement,
(xii) 1les flots (Q,goo,gt,et,P) et (W,,(_;,Qt,Qt,P) sont isomorphes,

et nous avons rempli notre contrat, puisqu'il est connu que la filtration (W,__(}t) est
standard (cf. FOLIMER(7), P.A.MEYER(17)).
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Dans tout ce paragraphe, nous supposerons que le flot (Q,E,gt,et,P) satisfait
d 1'hypothése (2.3); nous travaillerons également sur le flot (W,E,Et,gt,f’) tel qu'i:
est dé8crit au §2; pour la commodité, nous rassemblons les notations concernant ce flot

On rappelle que (Vn) n€Z désigne la suite des temps de saut du compteur fondamental, a-
vec la convention V0= sup(t‘O,Nt-Nt_=1) , etque X = (V1=0) . Nous posons V = VZIX’
et W est alors défini par W = ((x,u)€XxR,0<4uéV(x)). Nous notons X 1la trace sur X

de la tribu E, et E est alors la trace sur W de XmB(R) . L'espace (W,E) est mmi de
la 1loi P qui est la restriction & W de la mesure produit }lndu, ol ),\ est la mesure de
Palm du compteur fondamental N, dite mesure fondamentale. La formule Sx = ev(x) dé-
finit un automorp}:isme S sur (X,}_i,}l) . Si nous transportons le con?teur fondamental
sur W, en notant N le compteur ainsi obtenu, les temps de saut de N sont donnés par

g V(Smx) - u pour k>0,
-E— V(S"B( - u pour k<0 .

Les formules définissant le flot (@t) sur (W,Et,f’) sont alors

Vo(x,u) = -u; Vk(x,u) {

- k
0, (x,u) = (S*x,t-V, (x,u)).1 R x,v) .
’ = « eet<0,q)

Nous avons vu que les flots (Q,F ,et,P) et (W,E ,ét,ﬁ) sont isomorphes, 1'isomorphis-
me étant donné par

o: (x,u) —>9ux, mesurable de (W,E) dans (2,F);

o w — (8 ©,-V(v)), mesurable de (Q,F) dans w,B .
0

Au §2, nous n'avions pas introduit de filtration sur le nouveau flot: nous allons sim-
plement le munir de la filtration (Et) obtenue en transpo#tant sur W la filtration
(gt) i 1'aide de ®. Enfin, nous mmissons X de la famille croissante de tribus définie
par

i = N

(€3] X Etlx’ pour tM0 .
Nous avons indiqué en (2.6) comment les fonctions f définies sur (W,E) correspondent
aux processus (fu)uko définis sur X, et 3 support dans 1l'intervalle stochastique ]0,\1
En reprenant les notations de (2.6) on a (nous renvoyons au 83 pour les notations de
théorie générale des processus)



125

(4.1) THEOREME: (a) W B(X,X.J(ag 5
B) ((£) = 0X,X)eng ) === (FoB.) € QW,E) g ) 5
(© ((£) € X3 gag ) ==>( (FoB.) € BW,E) (up ) -

DEMONSTRATION: (a) cette assertion a bien un sens, moyennant la convention qui a été
faite; si nous considérons W comme sous-ensemble de xR, on a W = (Xxl)ﬂ]lO,Vz], qui
appartient a }__’@'gt); par ailleurs, un processus algébriquement prévisible sur (.Q,gt)
et 3 support dans XxR, est encore algébriquement prévisible sur (X,)=(t) , d'oll le résul-
tat.

(c): nous notons P pour g(X,)=(t); il revient au méme de montrer (c) et

puisqu'un processus stationnaire est algébriquement prévisible sur (W,Et) si et seule-
ment si il est de la forme (f.8.), .

Montrons P| _E_-'O; il suffit de montrer que tout processus sur X de la forme
85 = Asx]s,oo[, A E)=(S, est tel que ﬁS(WEEO; en utilisant 1'isomorphisme entre W et
., celarevient 3 montrer que Q(ﬁSOW)EEO. Or, on a

-1 _ _ - .
Tosm o8 @ = lps (8 6, Vo() = 1, 9"0(”)'1(54-\/0) @)

1 Ao<,(9s+\,0(«s) .1 (s+,e0) W),
ot A%= As'oe_S € go; il reste alors 3 appliquer le lemme (1.3).

Montrons EOC g‘w. Soit PEEO, continue sur les trajectoires du flot, et soit
f= foqs'1ego. Le processus stationnaire (fo8.) étant algébriquement prévisible sur
(Q,gt) , la relation fu(x)=f(9ux) , ud0, x=X, définit un processus algébriquement pré-
visible sur (x,}_gt) . Le résultat provient alors de ce que 1'on a f(x,u)=fu(x) pour
0<u£V(x) .

(b) <=== : le raisonnement est en tout point identique 3 celui que
nous venons de faire dans le cas prévisible.
== soit (fu) un processus continu 3 droite et réglé, algébri-
quement optionnel sur (X,;t) (nous noterons Q pour (__)(X,)=(t)) . Nous procéderons en deux
étapes.
Commengons par supposer que le processus stationnaire (£-8.) soit continu i
droite et réglé (il est toujours réglé d'aprés (2.7), mais n'est pas obligatoirement
continu a droite), et que (fu) appartienne a Q. Dans ce cas, il suffit de montrer que

festf

E,-mesurable pour pouvoir affirmer que (£.8.) appartient a Q(W,Et) . A cet ef-
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fet, nous mmissons le flot de la filtration en avance (F , oll & est un réel

t+6)teR

A0; le processus (f ) appartient alors 3 P(X,X...) a0 €t (c) permet donc d'affirmer

=t+
que f est F -mesurable pour tout &0, d'ol le rzsfﬂtat dans ce cas.

Dans le cas général, il suffira de montrer que, si (f ) est Q-mesurable, continu
3 droite et réglé, et 3 support dans ]0, V] il peut étre approche par une suite (f )
de processus Q-mesurables tels que ' soit continue a droite et réglée sur les trajec-

toires du flot (§ ) pour tout.n. Fixons &30, et définissons le processus (fﬁ) par

£ (x) pour &<u ,
f%){
oS (x) pour 0<u<e si &€£V(x), pour 0<u¢V(x) sinon.

Pour tout e, (fe) est continu 3 droite et réglé, et llm(f‘) u lorsque &-»-0. Mon-
trons que ¢ est continue a droite sur les trajectoires du flot; la continuité 3
droite en t=0 de t -—»ffetw) est évidente pour les points de W qui sont situés en
dehors du graphe (V]; soit donc w=(x,V(x))€[V], on a, pour t assez petit,

20, (x,V(x)) = £&(Sx,1) = E(x,V(x) = F8(x,V(x)), d'od la continuité a droite en t=0
pour ces points, et, finalement, la continuité i droite partout. Pour étre complet,

il nous reste d montrer que le processus (fe) appartient a Q pour tout e>0; il suffit
clairement de montrer que £® 0+ appartient 3 §0 .- Fixons )0, et mmissons X de la fa-
mille en avance (-t + )tXO’ par rapport 3 laquelle (ff‘l) est algébriquement prévisible.
Nous devons montrer que fvoS_1=)=(0+; on a déja fVE)=(\9/—’ ol )__(‘3_ désigne la tribu des
ensembles D-strictement antérieirs a V, engendrée par les ensembles de la forme B?c=
Apﬂ(V‘t) N e X4y Come s
que Bt GVO appartient a gp pour conclure; or, on a

est la restriction 3 X de GVO, il suffit de montrer

= 1) =
B?t°eV0 A8t °eVomV°eVa R A0°9t+9+Vomt+Vo‘°)’ avec AfE, ,
car VoBV = —V0 Le lemme (1.3) appliqué a la filtration en avance (F
E

9,

t +D) teg permet

a
a donc 3 X, ce qui achéve la démonstra-

alors d'affirmer que B?COS 1 appartient
tion du théoréme.

REMARQUE: nous voyons ici pour la premiére fois la raison pour laquelle nous avons
choisi la forme inhabituelle pour le flot sous la fonction V, en excluant ﬂoﬂ,et en
incluant au contraire [[V]; si nous avions pris les conventions habituelles, les asser-
tions (a) et (c) auraient nécessité que X fiit go—mesurable, et non pas seulement §0+-

mesurable.

Nous allons donner les résultats analogues pour les hélices. Soit Z une hélice
sur 9, nous noterons 2 = Zo® cette méme hélice transportée sur W. A toute hélice Z,
on associe le processus A% défini sur X par
=7 (x) pour 0%uéV(x)
(ii) %m{ u
= Zv(x) pour wdAV(x).
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Autrement dit, AZ est la restriction i X du processus arrété (ZuAV ) 0" Voici un ré-
sultat qui n'est pas nouveau: il a son analogue dans LAZARO(13) pour les flots sous
une fonction définis de fagon classique:

DEMONSTRATION: il s'agit de montrer que Z, peut &tre calculé en fonction de A” pour
t>0. Soit donc weQ, et tE]Vm(w) ,Vm+1(w)) , m®0; on a

Zt © = Zt (@) 'va(w) (w) +va(w) (w) 'va_1 (w) (w)+.. '+ZV1 () @)
v, ) T e M ) @ ) A @ @

En transportant cette formule sur W, on obtient
oy B Al . Z Koy _ AL N
(i) Z,(x,u) = A 9, (e (™) + ;(:0_ ‘mAVoS @ - A, o t=]¥ eow,T L)

Voici maintenant pour les hélices 1'analogue du théoréme (4.1):

(4.3) THEOREME: (a) 1'he11ce Z est algébriquement optionnelle sur (Q,F,) teR si et seu-

lement si le processus A 1l'est sur (X, Xt) 00

(b} 1'he11ce Z est algébriquement prévisible sur (Q,Ft) ©r si et seu-

lement si le processus A 1'est sur (X,X )t>0

DEMONSTRATION: la prévisibilité (resp. la bien-mesurabilité) de Z entraine clairement,
par restriction a X, celle de AZ, nous laissons cela au lecteur, et montrons les réci-
proques .

(b): soit AL e P (pour P(X; )) Dans une premiére étape, nous supposerons 1'e-

xistence d'un t>0 tel que A =0 pour tout t#t; calculons le processus arrété
(z tl\t) £20° Transportons-nous sur W, on a

Ziag(xow) = ZtAf,\\71 (x,u) = t+u(x}-A ),
ce qui donne, en revenant sur Q,

Zeap(@ = ALy (@ (ev w) - Ay 0 (©) (ev W) -

Mais, il est clair que le processus (At(“))t>0’ prolonge’;bar 0 en dehors de X, est al-
gébriquement prévisible sur (Q,gt) trp> 1e lemme suivant nous permet alors d'affirmer
que (Zt AE) tao st algébriquement prévisible sur (Q,gt) ©o'
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(4.4) LEME: soit YEg(Sl,gt)t; , et soit T une variable aléatoire go—mesurable et £0;
i P . N
le processus Y défini par Y u(to) = Yu-T(to) (GTw) , u*0, appartient 3 g(fz,gt) £30°

DEMONSTRATION: d'aprés (3.1), il s'agit de montrer que YTo(-)' est gomg(R+)—n\esurab1e;
or, si 1'on pose Y'(u,w) = Yoe-(U'Toe_u(Q) ,0), on a YT=Y‘oe+; le lemme provient a-
lors de (3.1) et de ce que Y'Egom]_s(k_,_) .

Revenons 3 la démonstration de (4.3). On a, pour t*0 quelconque

=Y (z -7 )y=Y"(z YoB, i -
t E;% A+ 1)t tAkt RSO tACk+D)E - takt | SAKE

Finalement, Z est la somme des processus de la forme

K
L!™ = ZyoB, 4.1
e PR (e

et
& _
2y = (Zpga) o8 -V (oce-kesry

Les processus de la forme Z‘k appartiennent clairement a g(n,gt) , tandis que la pre-
miére partie de la démonstration montre que les Z"k appartiennent aussi a g(n,gt) . De
tout cela, il résulte que (Zt) £50 € g(a,gt) 500 €€ qui est le résultat cherché, puis-
que Z est une hélice (cf. la remarque du début du §3) .

I1 reste 2 nous affranchir de 1'existence préliminaire de t: dans le cas général
le processus AL est 1a limite lorsque t —~ 0, du processus défini par (AE-A%.) .1 (t>8)
auquel on peut appliquer le résultat précédent.

(a) : supposons que Al Q. Pour tout €0, on a AZ € E__’(X,;(t+e)t>0, d'ol il vient,
grice au résultat précédent, que Z appartient a Q(Q,gt +£) pour tout €>0, donc aussi

~

a Q(Q,E) . Le théoréme est montré.

Nous n'avons pas encore fait intervenir de mesure sur les espaces considérés,
c'est ce que nous allons faire maintenant. Rappelons que, si A est un processus crois-
sant défini sur (X,%,,M), la formle () =JA(S°f A , od £ est YsB(R,)-mesurable
et positive, définit une mesure positive sur (XxR _,X®B(R,)), que 1l'on appelle la me-

sure associée au processus croissant A.

(4.8) THEOREME: soit Z une hélice croissante sur (W,E,@t,ﬁ) , et _soit AZ le processus

croissant qui engendre Z; la mesure de Palm de Z est alors la mesure associée au pro-

cessus croissant AZ .
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REMARQUE: il résulte en particulier de ce théoréme que tout processus croissant arrété
a V définit une mesure ¢-finie sur XxR,, puisque toutes les mesures de Palm sont ¢-fi-
nies (cette proptiété est satisfaite par tous les processus croissants lorsque )l est
bornée, mais pas lorsque )l est seulement <-finie).

DEMONSTRATION: comme au théoréme précédent, on se raméne d'abord au cas ol il existe
un réel t>0 tel que A%=0 Soit alors f wne fonction F-mesurable et 20 sur W, et nous
notons (f ) le processus sur X associé 3 f. L'existence de t permet d'affirmer que
ng 'f’oe dZ =0. On a alors

Y NPT -/ \ R V(x) t
3 1Ergofc,esdzs - %go 1?09 di, = Ld}l(x) & du %S £o (AL, (%)

V(x) t+u V(x) (u+BAV(X) 7
gxd}l(x) S du Yj £y (x)dA x) = S d}l(x)s du FJ f (x)dAs (69)

pz(f)

V(x) S
(Fubini) = L(d}l(x)[ £ (x)dA (x) Y[ du = de}l(x)go fs(x)dAs(x)

ce qui est le résultat cherché.

REMARQUE: en particulier, la mesure de Palm du compteur fondamental N est la mesure
P f fy () -

Donnons une autre forme de ce résultat, qui suggére une autre méthode pour 1'ob-
tenir, analogue 3 celle employée en (2.5) pour caractériser la mesure de Palm des pro-
cessus ponctuels stationnaires:

(4.6) COROLLAIRE: soit Z une hélice croissante sur (Q,F,et,P), 3 toute fonction f,
E-mesurable et 0, nous associons la fonction F-mesurable f définie par

Z

= = X S foe dz ; w ona alors ESO foeudZu = Efo oneudNu, ol 1'on rappelle que
N désigne 1e compteur fondamental.

Voici un autre résultat:

(4.7) THEOREME: soit V la probabilité définie sur (X,Y) par g -—p}l(g.V) » qui est &-
quivalente 3 la mesure d-finie }l; on a la relation suivante:

VBEE PmBD) - V(L) smp),
Z

ol 'ﬂw et Ty désignent respectivement les projections sur W et sur X.

DEMONSTRATION: 1'ensemble aléatoire (ﬁoﬁ.) étant §m=B(lR) -mesurable, sa projection sur
W est F-mesurable. D'autre part, il est clair que
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1, (Bab.) = ( kLEstk(rrxﬁ) x RNV ;

or, B étant XmB(R) -mesurable, ’IB(B est X-mesurable sur X. Comme S est un automorphisme
de (X,X,)), il vient que S(‘ITXﬁ) est également X—mesurable: ona A' c})‘&ﬁc A", a-
vec A',A'E)X, ).l(A"—A')=0, ce qui donne S(A') C S('Wxﬁ)c S(A"), avec }l(S(A"-A')) =
JU(A"-A")=0. Finalement, il vient que %e)zsk("'xﬁ) est également X-mesurable sur X.

~

Autrement dit, il nous reste 3 montrer que, pour B invariant de la forme
B = (AXROW , od A est S-invariant et X-mesurable,

ona B(B) = V(A). Mais, cela résulte de Fuhini: B(B) = fAd}x(x) [ Pau = V).

CONSEQUENCES FONDAMENTALES: 1/ (4.7) implique en particulier que deux processus sta-
tionnaires (fo8.) et (f'08.) sont P-indistinguables si et seulement si (fu) et (fﬁ)
sont ,J—indistinguables. Soit alors (fu) un processus prévisible sur (X,)=(t ,},l); ce pro-
cessus est indistinguable d'un processus algébriquement prévisible sur (X,)=(t); 4.1

et (4.7) nous permettent alors d'affirmer que le processus statiomnaire (fo6.) est pré-
visible sur (Q,gt,P) er Réciproquement, soit (fo8.) un processus stationnaire prévi-
sible sur (Q,I;‘t,P); d'aprés (3.3), ce processus est indistinguable d'un processus sta-
tionnaire de la forme (f'08.), ol f'EEO; griace 3 (4.1) et (4.7), (fu), étant j.l—indis-
tinguable de (ft'x) , est prévisible sur (X’)=(t’}‘\) . On a les mémes résultats pour le cas
optionnel. On peut donc étendre (4.1) au cas ol les mesurabilités sont prises au sens

habituel, et non plus seulement au sens algébrique.

2/ passons aux hélices croissantes. Si A est un processus
croissant prévisible sur (x,gt,},\ , i1 est indistinguable d'un processus croissant ap-
partenant 3 P; (4.3) et (4.7) impliquent alors que A engendre une hélice prévisible sur
(Q,__Et,P) . Réciproquement, si Z est une hélice croissante prévisible sur (Q,gt,P), elle
est entiérement définie par la restriction a EO de sa mesure de Palm; mais alors, cette
dernigre est la mesure associée 3 un processus croissant de P; (4.7) nous apprend alors
que Z est engendrée par un processus croissant prévisible sur ()(,)=(t ,}1) . On a les mémes
résultats dans le cas optionnel. On peut donc étendre (4.3) pour les hélices croissan-

tes au cas ol les mesurabilités sont prises au sens habituel.

3/ dans le cas général pour les hélices, il est clair
qu'un processus prévisible sur (X,}__(t ,)l) engendre un hélice prévisible. Malheureusement
nous ne savons pas montrer la réciproque en général, car nous n'avons pas montré que
toute hélice prévisible est indistinguable d'une hélice algébriquement prévisible.
Nous allons simplement traiter un cas moins général, et qui nous suffira par la

suite. Soit Z une hélice bien-mesurable, et p.s. continue a droite et réglée; nous
pouvons recopier la démonstration de (1.1) pour les processus stationnaires

continus i droites (mais, pas pour ceux qui sont continus 3 gauche, 13 est la difficul-
té dans le cas prévisible), et remplacér Z par un processus Z', algébriquement option-
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nel sur (Q,E.), satisfaisant identiquement 3 la relation des hélices, mais dont on
peut seulement affirmer qu'il est p.s. continu 3 droite et réglé; par contre, cette
derniére propriété a lieu sur un ensemble invariant et plein, dont nous jetons momen-
tanémént le complémentaire. Sur le reste, Z' est une hélice algébriquement optionnelle
qui est donc engendrée par un processus A', algébriquement optionnel sur (X,;t); si
1'on rajoute alors le morceau enlevé, il vient qme A' est optionnel sur (X,gt,}D, et

il en est de méme, par P-indistinguabilité, pour A. Finalement, une hélice p.s. réglée

est bien-mesurable sur CQ,gt,P) si et seulement si elle est engendrée par un processus

bien-mesurable sur (X,gt,F).

I1 faudrait bien entendu prendre certaines précautions pour ces énoncés dans le cas
ol M est seulement g-finie, et non pas bornée, nous reviendrons 13 dessus ultérieure-

ment.

(4.8) THEOREME DE SECTION PAR LES COMPTEURS: pour tout ﬁEE, et tout €0, il existe un
compteur NP porté par B, tel que

P my(BeB.) ) < B W@y L,

si, de plus, le processus (1Bo§.) est prévisible (resp. bien-mesurable), on peut choi-

sir pour RB un_compteur prévisible (resp. bien-mesurable).

Pour la définition de W(NB), nous renvoyons le lecteur & (§1,v). Par ailleurs, on rap-
pelle que, si Z est une hélice croissante,, et f une fonction E-mesurable et 20, on
désigne par f.Z 1'hélice croissante définie par (f.Z)t =ngoeud2u. Enfin, on dit
qu'une hélice croissante 7 est portée par A€F si 1'on a Z = 1A.Z.

DEMONSTRATION: il suffit de traiter les cas prévisible et bien-mesurable, le cas géné-
ral s'en déduisant par application de 1'n ou 1'autre avec la filtration triviale
Eé=§. Grice a la remarque 1/ suivant (4.7), nous commencons par nous ramener aux mesu-
rabilités algébriques: nous supposons donc que B appartient 3 P (resp. 3 Q). D'apres
(4.7) i1 existe mEZ et peN tels que

. N, a a a A
) W __/s"B) ) > PCmy(Be8.) ) - /2.

EN€m+p
Nous désirons maintenant appliquer le thdoréme de section (ordinaire) a ﬁ, considéré
comme ensemble aléatoire sur (X,gt,P); malheureusement, il y a 13 une difficulté die
au fait que }l est v-finie, et non pas bornée. Mais, d'aprés la conséquence importante
du théoréme (3.7), X est réunion d'une suite (Xp) d'éléments de §0+ deux 3 deux dis-
joints, tels que p(xp)‘oo pour tout p. Le th€oréme (4.7) implique alors 1'existence
d'un ensemble X' appartenant 3 §0+, tel que
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) VU SX ) A 1-g/a
keZ

et nous pouvons appliquer les théorémes de section en nous restreignant & X'. Il exis-
te un temps d'arrét D, algébriquement prévisible (resp. optionnel), satisfaisant a

v [o]e B0 5 Hay o > Hadix) -y,

ol j est choisi tel que P(A)‘pp => Y(A)¢&/4 pour tout AC X', ce qui

N
mEn<m+p
est possible parce que P et Y sont, restreintes 3 S"X', deux mesures bor-
nées équivalentes (MEYER(18,VIII,9.2)).

Revenons 3 W tout entier, sur lequel nous considérons le compteur ND engendré

)
mén<m+p

par le processus croissant t= (Dét)’ d'aprés (4.3) ce compteur satisfait aux condi-
tions de mesurabilité requises, et il reste 4 vérifier 1'inégalité du th€oréme. D'une
part, NP est clairement porté par B. D'autre part, on a

. oD
i W e sl O
kEZ
mais,).l étant S-invariante, zmtm (vi) implique

M) sy loly ) > }J(L._) "B ) - pp

mEnm+p

soit encore, d'aprés le choix de B
wii) P\ sfayph ) » VL) shaBxn ) - g/
mEn<m+p mén<m+p
Finalement, en combinant (iv),(v),(viii), il vient
V(lé)zsk(frxlnﬂ) ) > B (B8.) ) -,

ce qui est exactement 1'inégalité du théoréme, grice & (vii) et (4.7).

Nous allons consacrer la fin de ce paragraphe aux conséquences de (4.8) pour les
flots généraux en utilisant le théoréme d'Ambrose-Kakutani du §2. Nous rappelons (ct.
(2.1)) qu'un flot filtré (Q,E, _t,et,P) est propre si, pour tout ensenble B, invariant
et F-mesurable, il existe A € F 0| tel que P(A 0 A.8 )50 pour un réel r. Nous di-
rons qu'un flot filtré (R,E,F »Et» t,P) satisfait au theoreme de section par les comp-

teurs si, pour tout ensemble aléatoire stationnaire Y = Ao8. et tout e>0, il existe

un compteur NA (prévisible resp. bien-mesurable si Y 1'est) porté par A, et satisfai-
sant 3 1'inégalité du théoréme (4.8): P(T\’QY)‘P(SI )+e. Le théoréme (4.8), joint au
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travail effectué au §2, donne le résultat suivant:

(4.9) THEOREME: le flot filtré (Q,l;,gt,et,P) est propre si et seulement s'il satis-
fait au théoréme de section par les compteurs.

Voici un autre résultat que GEMAN-HOROWITZ obtiennent dans (9) directement, 2
1'aide d'une méthode beaucoup plus simple que la nbtre; bien entendu, ne s'intéressant
pas aux flots propres, ils n'obtiennent pas la section par les compteurs.

(4.10) THEOREME: soit (;z,g,et,P) un_flot quelconque; un ensemble F-mesurable est a-
lors polaire si et seulement s'il n'est chargé par aucune mesure de Palm bornée.

DEMONSTRATION: nous munissons ce flot de la filtration triviale £t=£; puis, nous le
partageons en sa partie propre et sa partie triviale, comme au §2. Sur la partie tri-
viale, le résultat provient de (2.2). Sur la partie propre, c'est une conséquence de

(4.9) (il n'y a aucunue difficulté i obtenir la section i 1'aide d'un compteur de me-
sure de Palm bornée).
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Nous travaillons dans ce paragraphe sur un flot propre (satisfaisant donc a (2.3))
en utilisant les notations exposées au début du §4. Commengons par une remarque qui
utilise les notations du corollaire (3.7):

REMARQUE IMPORTANTE: soit Z wune hélice croissante, de mesure de Palm p?; nous sup-
posons que la mesure que Z définit sur xR, est ¢-finie sur la tribu des prévisibles;
on peut alors définir sans ambigliité (méme si Z n'est pas intégrable) la projection
duale prévisible Z3 de Z, dont on montre exactement comme en (3.2), que c'est aussi
une hélice, dont la mesure de Palm est ¢-finie sur la tribu EO d'aprés la remarque qui

suit le corollaire (3.7). Autrement dit, toute hélice croissante définissant une mesu-

re d-finie sur les prévisibles a une mesure de Palm ¢-finie sur la tribu EO’ C'est

en particulier vrai pour le compteur fondamental N, pour lequel on peut méme exhiber
les ensembles sur lesquels u est finie: on a “(V*t)‘oo, d'ol }.1(VQS_1
VoS_1=-V0 est X)-mesurable.

at)<oo0, or,

Chaque fois que nous aurons besoin de 1'hypothése suivante, nous le préciserons:

(5.1) HYPOTHESE: la mesure fondamentale }1 est bornée.

Sous hypothése (5.1), on peut faire de la théorie générale des processus sur
(X,gt,p): on se raméne aux ''conditions habituelles' de DELLACHERIE(6) par la considé-
ration de la famille (¥,) obtenue en complétant dans X relativement & M la famille
(§t+). Soit alors I une fonction E—mesurable, bornée ou positive sur W, et soit (fu)
le processus qu'elle définit sur X; les processus (Sfu) et (1fu), respectivement
projections prévisible et optionnelle de (fu) sur (X,gt,p), sont encore portées par
Jo,v], et définissent donc deux fonctions sur W, que nous noterons 5 et 12 respec-
tivement.

Dans le cas général, ol 1'on ne fait plus 1'hypothése (5.1), soit g(p) la famil-
le des éléments B de X tels que la mesure 1B.H soit bornée. D'aprés la remarque
ci-dessus, X est réunion dénombrable d'éléments de g(p) deux 3 deux disjoints. Soit
alors (fu) un processus sur X; on peut définir sans ambigliité un procgssus (Sfu)
appartenant a Q(X,gt) tel que, pour tout B € g(p), le processus (1B. fu) soit une
version de la projection prévisible de (1B.fu) sur (B,guB,1B.P) (nous utilisons 1a
le fait que BxR,_ € B).

Moyennant cette convention, et la convention analogue pour les hélices croissan-
tes, nous pouvons énoncer sans hypoth&se (5.1) le résultat ci-dessous, ol 3(?0@.) et
1(?0@.) désignent comme 3 1'accoutumée les projections prévisible et optionnelle du
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processus stationnaire (foﬁ.) sur (W,E ,ﬁ):
(5.2) THEOREME: (a) '(£o8.) = ('2e8.) ; 3(%.8.) = (32,0 .
® @ =D o )

(Les notations sont celles du §4, et ZA désigne 1'hélice engendrée par A).

DEMONSTRATION: nous commengons par supposer que 1'hypothése (5.1) est satisfaite. La
fonction 'f (resp. 3% ) est caractérisée par 1'égalité Psgo 1fudAu = Sgo fudAu
(resp. NSSO 3fudAu =...), ol A parcourt 1'ensemble des processus croissants optionnels
(resp. prévisibles); il suffit en fait de se restreindre i ceux d'entre eux qui sont
portés par 1'intervalle stochastique ]O,V]. De méme, A1 (resp. A3 ) est caractérisé
par 1'égalité Pj8°fudAl =}q8°fudAu (resp. PfgofudAi =...) , ol (fu) parcourt
1'ensemble des processus optionnels (resp. prévisibles) a support dans J0,V]. Dans ce
cas, le théoréme provient alors de (4.1,3,5), de la remarque suivant (4.7), et de
(3.2,357). L'extension au cas général est immédiate, moyennant les remarques faites

au début du paragraphe.

<

Nous allons maintenant nous intéresser aux hélices 3 accroissements orthogonaux ;
nous allons en fait modifier la terminologie introduite au §3, qui était employée
dans une rédaction antérieure (et fausse) du §5. Nous appellerons HAO toute hélice H
telle que le processus (Ht)téo soit une martingale localement de carré intégrable;
nous notons H 1'espace de Hilbert obtenu en munissant 1'ensembles des HAO du pro-
duit scalaire (H,H") ——a-E(H1Hi). I1 est alors clair que 1'on a (cf.(14)), pour tous
s,teR, sit, E((Ht-HS)(Hé-H;)) = (t-s) E(H1Hi). Si H est un élément de H, le pro-
cessus croissant {H,H> associé 3 la martingale H est intdgrable, et c'est une héli-
ce croissante; la masse totale de la mesure de Palm de {H,H> est égale 2 ||H||2 (q5(]
désigne la norme de 1'élément H de H). D'autre part, nous appellerons HAQ locale

toute hélice telle que le processus (Ht)téo soit une martingale locale; pour tout

~

s€R, le processus (H )téo est encore une martingale locale relativement 3 la

t+sHs
famille de tribus (9§1£t)t50’ et ceci permet de décomposer 1'hélice H en HC+Hd,

ot H® et Hd sont deux HAO locales telles que Ht=H§+H§ donne, pour t>0, la décom-
position habituelle des martingales locales en leur partie continue et leur partie
somne compensée de sauts; comme 1'ensemble des o tels que J_ (AHi(uﬂ,s‘uft)‘oo
¥s,t*R est invariant et P-plein, nous pouvons définir, comme d'habitude 1'hélice
croissante [H,H] par [H,}ﬂt = [HC,HC]t + ) (AH&,O‘uét) pour t20, et le processus
HZ—[H,}H est aussi une HAO locale.

On a alors le théoréme suivant, o H désigne une hélice:engendrée par AH:
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(5.3) THEOREME: (a) supposons satisfaite 1'hypothése (5.1). Alors, H appartient a
H si et seulement si A est une martingale sur (X,;(t,p) , bornée dans 1.2, Dans ce

cas, 1'hélice croissante (H,H> (resp. [H,H]) est engendrée par le processus crois-
sant (LAY (resp. (AT

(b): dans le cas général, 1l'espace de Hilbert H est isomorphe a
1'espace de Hilbert L2 ()=(v,,.l)oL2 ()=(0,,.l) .

La partie (b) du théoréme a été montrée par LAZARO(13) dans le cas particulier ou
l'on a )__(V_= )=(0, ce qui implique en particulier que le compteur fondamental est prévi-
sible. Nous ferons la démonstration en plusieurs étapes.

2

DEMONSTRATION (a): Al martingale bornée dans L° ==> H€ H.

Commengons par supposer l'existence d'un t°>0 tel que AI}O pour t<t°. Grice 3 la
propriété d'additivité des hélices, il nous suffit, pour montrer que H appartient a
H, de montrer que, pour tout t E[O,t°[, on a

. 2\ 4 L s -

(1) E(Ht) +00 ; (ii) E(Ht] EO) 0.
Transportons nous sur W, il vient que ﬁt= ﬁtAV1 pour t4t°; montrons (i): on a,

pour t4t°

T
—~
jon ]
[3\S)
()
1]

an2 o P H B2 (P M H
Bdieyg) - }lfo (Mg, mAp © du -)Jfo duL dCAT, AT

H s _ /°° H H /5 ~ H §2
d¢A A du = d<¢A L, AD> du = t]A .
Pttty [ = N

ﬁEEO . Alors,

Montrons (ii): soit B 1'intersection avec W de AS x]s,oo[, ol ASE)=(S +

une application de Fubini (1égitime, puisque Ht'EL1 (P)) donne pour tét°

00
H H- _
fs du ls Wl b ap -0,

ce qui suffit pour obtenir (ii).
Passons au cas général: soit Bt = x x]t°,00[, ol t°0, c'est un &lément de
o .
g(x,>__<t); nous pouvons donc définir 1'intégrale stochastique AH’t = 1]§t°.AH, qui est
une martingale bornée dans Lz, nulle avant t°. D'aprés ce qui vient d'étre montré,

tr
—~
jash)
17.:1
(o)
0]

AH,t° engendre une HAO que nous notons Ht®. Soit maintenant une suite (t%) de réel:
30 décroissant vers 0, nous allons montrer que (th) est une suite de Cauchy dans H;
cette suite convergera donc vers une HAO H', mais, comme (th) converge simplement

vers H, on aura H=H', et nous aurons montré (a). Pour m0, HE™ Ryt est une HAO

2 m+n n H m+n
engendrée par AH, T AH, R o 1X x]tm+n,tn] A7 . Pour tét 7, ona
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5 o . 2 00 u+tAth
I th+m_ thu -1 £ I+ th) = l}_‘ [ du d(AH’ AH>
‘ t t thy uyt™*n S

1 [ L H Hy (S H |2
f)ltmm A A L_tdu ¢ ||Atn|L2 —0,

d'ol le résultat.

AH martingale locale ===> H HAO locale.

Si AH est une martingale locale, il existe, d'aprés DOLEANS-MEYER(23), une suite
(Rn) de temps d'arrét de la famille (Zt), croissant ,l—p.s. vers +00, et telle que,

pour tout n, on ait Al'gAR = A{cl + VE , ol A" et V! sont dewx martingales unifor-
T

mément intégrables arrétées i R,, A" &tant bornée dans L2, et VR bornée dans Ll et
d variation intégrable (]lsgo Idvlsllﬂoo) . D'aprés (a), A" engendre une HAO que nous
notons HD, Par ailleurs, on a VI = V-V ol VE et V! sont seux processus crois-

sants intégrables adaptés, admettant méme projection duale prévisible. D'aprés (5.2),

n

v,

qui admettent méme projection duale prévisible; par différence, il vient que V! en-

et V! engendrent respectivement les hélices croissantes intégrables ZIJ} et Zr_1

gendre une hélice qui est une martingale. Finalement, pour tout n, le processus
A}':ARn engendre une hélice qui est aussi une martingale; si noue désignons par T n(«\)
le premier temps d'entrée de la trajectoire t — th dans 1'intervalle stochastique
Eo—mesurable ]Rn,V], cette hélice coincide avec H jusqu'a 1'instant T e ot le Té-
sultat provient alors de ce que T p oo P-p.s.

Si AH est une martingale bornée dans LZ, alors, (AH,APB engendre ¢H,H>.

En effet, (AH) 2-<AH,AH> est une martingale , qui engendre donc une HAO locale de la
forme Hz- H<AH’AH> . Or, H2-<H,H> est aussi une HAO locale; il vient que les deux
hélices croissantes H<AH»AH> et <H,H> ont méme projection duale prévisible, et, comme

elles sont toutes deux prévisibles, elles sont égales.
locale
Pour toute HAO H, il existe une suite (By) d'éléments de_go, deux 3 deux dis-

joints et de réunion @ telle que 1, .H soit, pour tout n, une HAQ.
q B > DX 2

Cela résulte simplement de ce que 1'hélice croissante [H,H] admet une mesure de Palm
d-finie sur E,-
Si Al est une martingale locale, alors [AH,AH] engendre [H,H].

L'assertion ci-dessus permet d'affirmer que la décomposition A= (AH) Cs (AH)d engen-
dre la décomposition H=HC+Hd. On montre alors comme plus haut que <(AH)C, (AH)C> en-
gendre (HC,HC>, et il est par ailleurs clair que Z(AAIS{) engendre ]’_:AHi, d'ol le
résultat.
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Si H appartient a H, Al est une martingale bornée dans 12,

Posons
. H
R (x) = inf(u*0, |Au|5n) .

On définit ainsi une suite croissante (Rn) de temps d'arrét de la famille (Zt) ten-
dant P~p.s. vers +oo. On a donc
| At

(i) |Al

uI\Rn| ¢ n+‘A ) :

H
(AR - l (uéRn) "AARn

Nous allons montrer que
W A s@et'g
ce qui montrera d'une part que I\JAR est majoré en module par une fonction de L1{P)
pour tout u, et d'autre part, que cette famille de fonction est bornée dans L2 Consi-.
dérons le processus cr01ssant purement discontinu sur X qui admet & 1'instant Rn un
saut unique d'amplitude (AA ) ; il engendre une hélice croissante qui est fortement
majorée par [H H], hélice dont 1la mesure de Palm est bornée par hypothése; la mesure
associée 3 ce processus croissant est donc bornée, or, sa masse totale est }l(A Rn
et nous avons montré (iv).

D'aprés la conséquence 3/ suivant (4.7), A est optionnel sur ()(,Zt ,},\). Soit T
1e premier temps d'entrée de la trajectoire t —-8 K dans 1'intervalle stochastique

V] et soit T =T')\V Grice au théoréme d'arrét, on a, pour tout t>0,

1°

E(HtAT IF )=0. Transportons nous sur W, et appliquons cette égalité en prenant pour

]FE Ttintersection avec W de 1051 (g pePU™S) oy A%€X_,. On obtient

A

- R V()
) 0= E(Htl‘\Tn;B) = Asdp x) L Ht/\Tn(X,u) pe_p(u-s)du.

Par ailleurs, tAT x,u) = t+uARn(x) AuHA (x). Grace a (iii), (iv), et a la conti-
nuité 3 droite de A", on peut passer a la 11m1te en p dans (v), pour obtenir
- H _ - H _4H
0= Aersary @)~ Asag, () E0 I s CersaR T AAR) S

la derniére égalité résultant de ce que At +S—AH 0 sur 1l'ensemble (V€s). Nous avons

J(V\s)(lAS

donc montr8 que le processus (A'd\ ) t3p ©st, pour tout n, une martingale bornée
dans L2 Posons Bn ]Rn V]e}; La martingale ( IEA ) engendre une HAO qui n'est au-
tre que 1'intégrale stochastique 1Bﬁ'H; on a donc, pour tout n,

2 2

2
et le lemme de Fatou entrzine alors que ).l(Ago) £ E(H1)2, et AH est bien une mar-

tingale bornée dans LZ.
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(b): H est isomorphe 2 LZ(;(V,H)QLZ():(O,P).

Dans le cas ol ]l est bornée, nous avons montré en (a) que H est isomorphe a 1'espa-

ce de Hilbert obtenu en munissant 1'espace des martingales borndes dans LZ(P), nulles
d 1'origine et arrétées 3 1'instant V, du produit scalaire (A A") —A—P(ADO Aéo) =
p(AV AﬁJ Ce dernier espace est isomorphe au sous-espace de L (X)) constitué des v.a.
Av telles que u(Aleo) =0, autrement dit, isomorphe i L (X JeL (X ): on a donc déja
(b) lorsque W est bornée.

Dans le cas général, u est d¢-finie sur 50:
d'éléments de 50, deux 3 deux disjoints, de réunion X, et telle que la mesure 1Xn.P

il existe donc une suite (Xn)

soit bornée pour tout n; nous posons Wn= anR(]W. Soit gn le sous-espace de H
constitué des HAO portées par Wh. On peut recopier la démonstration faite en (a)
(1'invariance de Xn par l'automorphisme S n'est pas nécessaire) pour obtenir que
gn est isomorphe a L (Xn )eL (X 0) Le résultat provient alors de ce que 1'espa-
ce L (XV)QL (XO) est somme H11bert1enne de ces derniers sous-espaces, tandis que H

est somme Hilbertienne des Hn' Ceci achéve la démonstration du théoréme.

REMARQUES 1/: dans le cas ol 1'on suppose que les tribus ;V_ et 50 sont égales,
les martingales sur X sont constantes sur 1'intervalle stochastique.]o V] et sont
donc simplement de la forme Au(x) = h(x).1(véu), oi hE€ L (0. )eL (XO), c'est exac-
tement le résultat obtenu par LAZARO dans (13).

2/: au cours de la démonstration de (5.3), nous avons montré en supplément
que toute martingale locale sur X engendre une HAO locale. Il est raisonnable de Pen-

ser que la réciproque est vraie, mais je n'ai pas su la montrer dans le cas général.
Par exemple, il est facile de montrer que toute HAO locale i variation finie est-en----

gendrée par une martingale locale (c'est une conséquence facile de (5.2)). De la mé-

me facon, on peut montrer que toute HAO locale continue est engendrée par une martin-
gale locale sur X: on introduit les temps Rn—lnf(u\0 IAulén) , et 1'on désigne par
Tn le premier temps d'entrée du flot dans:ﬂR Vl on remarque alors que la martingale
locale (HtAT AV )t>0 est bornee par n, et la méthode de dérivation maintenant habi-

tuelle permet de montrer que (A UA )ulo est une martingale uniformément intégrable.
Dans le cas général, la difficulté provient de ce que 1l'on n'a aucunue définition ex-
plicite des temps d'arrét qui réduisent la martingale locale H.

Passons aux fonctions excessives de HOROWITZ-GEMAN, les notations sont celles du §3.

sus positif, non nécessairement 1ntegrab1e, et qui satisfait 3 1'égalité des martinga-
les (resp. 3 1'inégalité des surmartingales).
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(5.4) THEOREME: 1'hypothése (5.1) est en vigueur. Soit f une fonction excessive de

la classe (D); soient zf 1'hélice croissante intégrable associée a f, et Af 12

processus croissant sur X qui engendre zf. soient

(e_ufg) le potentiel de la classe (D) engendré sur X par le processus croissant

(eVaahy, et,

-u . . s . . s -s
(e f?;) une version continue 3 droite de la martingale positive }l(f{;oe dzg(x)\ )=(u)

Onaalors (a) £,09 =) + () pour WS  (b) £.10, € L W vu.

Réciproquement, tout processus croissant intégrable Af sur X définit de cette mani-

~

ére une fonction excessive f, unique 3 un ensemble polaire prés.

DEMONSTRATION: dire que f est une fonction excessive de la classe (D) associée a Zf
signifie que le precessus (e_tfoet) est la P-projection bien-mesurable du processus
(S Sdz ) teR’ Autrement dit, le processus stationnaire (fo8.) est la projection
b1en—mesurab1e du processus stationnaire (et}'00 SdZ ) " ((joo “Saz )09 ) teR’ Si
nous posons alors g = S de le théoréme (5.2) nous permet d' afflrmer que f-
Précisons la forme de §: on a g(x,u) = Sooe de(x u) = (isomorphisme entre et W)
= jooe dZ (0 X) = USOO st (x) En se rappelant que (x,u)€W, on a

- Ve s £ 0 s f -5, f © s f
e ugu(x) =ju e %dz_(x) +fv(x)e stS(x) =]uwe SdAS(x) +fV(x)e dz¢ ()

d'oll (a). Pour obtenir (b), remarquons que la condition "fEL1 (P)" signifie que 1la
fonction u —>-}J(V‘u-‘f ) est intégrable pour la mesure de Lebesgue, donc finie presquel
partout; mais, (e Ug I\V)u\O étant une surmartingale positive, il vient que la fonc#..
tion u — p(V u;e ufu) est décroissante, elle est donc finie sur R, puisqu'elle

est p.s. finie. L'assertion réciproque étant inmédiate, le théoréme est montré.

On rappelle que, si Qf désigne la mesure de Revuz associée a la fonction exces-
sive f, cette mesure est la mesure de Palm de 1'hélice croissante Zf, donc aussi la
mesure associée au processus croissant Af. Finalement, le théoréme (5.4) exprime que
la mesuré e_u.Qf(dx du) est la restriction & W de la mesure de Féllmer de la surmar-
tingale vositive (e~ ug AV) sur X (cela a bien un sens, grice a 1'assertion (b) du
théoréme) . Nous allons généraliser ce résultat aux fonctions excessives quelconques:

(5.5) THEOREME: 1'hypothése (5.1) est en vigueur. Soient f une fonction excessive
(uA V)f )
est

quelconque, et Qf 1a mesure de Revuz qui lui est associée. Alors, (e
une surmartingale positive sur X, fu.1 U4V appartient a L1 pour tout u, et la res-
triction 3 W de la mesure de Follmer de cette surmartingale est la mesure

U qof (dx,du) .
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DEMONSTRATION: la premiére assertion s'obtient en appliquant le théoréme précédent a
la fonction excessive bornée fAn, puis en passant 3 la limite en n. La deuxiéme asser-
tion s'obtient alors exactement comme au théoréme précédent. Passons i la derniére.

Si ﬁeEO est continue a gauche sur les trajectoires du flot, on a

£ o 168, 5 -s 1 a6 -t &
(vi) Q® =1lim£Q f 1508_ e "ds = lim — B(£;B-e7"Bo8,) .
t\0 0 tyo t
Prenons pour B 1a restriction a W de 1Av(x) .1 (vtu) .e_u, ol AV€)=(V+, et calculons
le dernier membre de (vi); il vient

VXx) | £ A
(vii) j;(d}l(x)L f(x,u) —l— (1§(x,u) - e t1§09_t(x,u)) du.

Pour (x,u) fixé, et t¢u, on a 6-t (x,u) = (x,u-t), ce qui donne dans ce cas

-t,. 3 _ -u, . ..
1ﬁ(x,u) -e 1]§09_t(x,u) = 1Av(x)’1(v-4uév+t)e ; pour t assez petit, (vii) est donc
équivalent a

f 1 [V 1t -u
AVd’l(x) thv e f,(x) du = Ef;w }_[(V&u;e £, Au.

~

Grice 3 ce qui a été montré, on peut passer 3 la limite en t dans cette expression,
pour obtenir }I(Av;Vkv;e_VfV); or, ceci est bien égal 3 Q'(A’x1v,00l ()J0,V]) , en dé-
signant par Q' 1la mesure de F6llmer d@ la surmartingale (e_va) . Le théoréme est
montré.

- Ufu:
définisse sur W une fonction excessive f: le cas ol f est de la classe (D) montre

ATTENTION! il est faux, em revanche, que toute surmartingale sur X de la forme (e

qu'une condition de '‘recollement' est nécessaire entre f0 L(8x), et fV(x) .
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Les résultats de ce paragraphe ont été obtenus conjointement avec Jean JACOD.

Nous reprenons les notations du § précédent: nous travaillons sur un flot filtré

(Q’E’Et’et ’

que N est algébriquement optionnel sur (Q’Et) , et que ﬂN =Q. Commme au §5, nous utili-

P) dont N désigne un compteur fondamental: on rappelle que cela signifie

serons le flot spécial sous une fonction associé. Dans tout ce §, 1'hypothése suivante

sera en vigueur:

(6.1) HYPOTHESE: (gt) est la famille minimale rendant le compteur N algébriquement op-

tionnel, et E=E, .

On vérifie que 1'on a 50 = O’(Nt—Ns;s,tLO) .

Bien entendu, la filtration ainsi obtenue n'est pas continue 4 droite, mais cela n'a
pas d'importance, puisque les notions de prévisibilité, etc... sont définies relative-
ment a4 la famille (F 11 est d'ailleurs connu (cf. LAZARO(13), JACOD(12)) que

=t+) *
Fos= O'(Nt-NS;s,t40) .

C'est néanmoins la filtration (gt) qui satisfait aux conditions spéciales du §1:

(6.2) LEMME: la tribu 20 ainsi définie est engendrée par une famille dénombrable de

fonctions bornées et continues sur les trajectoires du flot.

DEMONSTRATION: soient s et t deux réels 40; on a Nt-NS = lim %SE Nt-s°es+vdv lors-
que u\O; Nt—NS est donc limite d'ume suite de fonctions sur Q, continues sur les

trajectoires du flot, et go-mesurables pour u# -(svt); le lemme est donc montré dans
le cas ol N1 (et donc aussi Nt pour tout réel t) est borné. Dans le cas général, R est
limite croissante des ensembles Bn = (VO‘ -1/n), qui appartiennent a EO’ et 1'on vé-
rifie que le compteur N = 1Bn.N satisfait a Nr_lvn 2 -1; il reste donc 3 appliquer
a Nt 1e procédé de régularisation exposé plus haut. Enfin, le fait que 1'on puisse

choisir une famille génératrice dénombrable est alors une &évidence.
Par ailleurs, la filtration (gt) satisfait a4 la condition suivante:
(1) E, = Eg, VI (Ng5s4t)  pour t20.

L . c e _ - .
I1 en résulte que la famille ()=(t) satisfait a §t+_ )=(0+V6(Nslx,s—t) pour t>0. Mais,
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les résultats obtenus aux § précédents ne concernent que les restrictions a ]O,V:ﬂ des

processus définis sur X; ils restent donc entiérement valides si nous remplacons la
famille ()=(t) par cette méme famille arrétée 3 V. C'est ce que nous faisons dans le res-
te de ce paragraphe, tout en continuant 3 noter ()=(t) la famille ainsi obtenue; on a
donc

(i) 4y = )=(0+Vd( 1(\/45);5515 )

ol 1'on rappelle que V est le premier temps de saut 0 de la restriction 4 X de N.
Voici un résultat technique bien connu (LAZARO(13),JACOD(12)); les démonstrations
classiques en sont pénibles, et nous en donnons une qui est particuliérement simple:

(6.3) LEME: les tribus g(x,):(t) et )=(0+m§(]k+) ont méme trace sur ]O,V]; autrement dit

on a EO = )=(0+n__}§(m+) ]]0 V]l.

DEMONSTRATION: il suffit de montrer que tout &lément de P coincide sur ]O,V]I avec un

é1lément de )=(0 JEB(R,), la réciproque &tant évidente. Cela revient i montrer que, pour
tout AE)=(t +» l'ensemble (Ax]t,oo[)ﬂ]O,V] appartient 3 la restriction a ]O,V] de la
tribu __Xo+u]=3(lk+) . D'aprés (ii), il suffit de vérifier cette propriété pour A=(Vé4s), ol
sét, auquel cas 1'on a  (Ax]t,00[) (J0,V] =p. Le lemme est montré.

Dans tout ce §, nous dirons que la projection duale prévisible du compteur fonda-
mental N est 1'intensité stochastique de N; nous la désignerons par 7, et nous désigne-

Tons par A le processus croissant sur X qui engendre Z; enfin, nous noterons V le pro-

cessus croissant sur X qui engendre N: Vt=1 (V4t) *

(6.4) THEOREME: soit F(.,t) une version réguliére )=(0+-mesurab1e de },\(V>tl)=(0+); 1'in-
tensité stochastique de N est alors engendrée par le processus croissant A, algébri-

quement prévisible sur (X,;t) , défini par
Stl\V(x) -F(x,du)

(X)) =

X,U-

DEMONSTRATION: (ce résultat est, semble-t-il, dfi & PAPANGELOU(19)) le résultat est une
conséquence immédiate de (5.2), et d'un théoréme maintenant bien connu (DELLACHERIE(6,
étude d'un exemple), CHOU-MEYER(4), JACOD(12)) selon lequel on a \_/3=A.

Rappelons que 1'on désigne par HAO les hélices qui sont aussi des martingales sur

cale sur (Q,Et,P) . On a alors le théoréme de représentation suivant:
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(6.5) THEOREME: soit H une HAO locale; il existe alors une fonction EO-mesurable f
telle que

t t
(iii) Hg = 'g £00, (dNg-dz)), (iv) L |fu(x)| (dV,, (x)+dA, (X)) # +o0 }l-p.s. X.

Réciproquement,, pour toute fonction __I:‘O-mesurable f satisfaisant 3 (iv), la formule
(iii) définit une HAO locale.

DEMONSTRATION: commencons par la réciproque: si f satisfait a (iv), le processus
(fo8.) satisfait a _6t|foesl (dN,*dZ,) 4 +oo0 P-p.s., et il est montré dans CHOU-MEYER
(4) et JACOD(12) que le processus f.(N-Z) est une martingale locale.

Toujours d'aprds (4) et (12), si H est une HAO locale, H est un processus & varia-
tion finie, donc de la forme H = H'-H™. Nous montrons en annexe le résultat suivant,

intéressant en soi:

P . + - e ..
LEMME: les hélices croissantes H et H définissent des mesures ¢-finies sur les

prévisibles.

Ceci étant admis, dire que H est une martingale locale revient a dire que H
et H admettent méme projection duale prévisible; en particulier, il existe une
fonction g, go-mesurable et M) sur Q, telle que 1'hélice croissante g.(H++H_) soit
intégrable, ce qui revient & dire que le processus croissant ‘ét gu(dAﬂ++dA{'}_) est
intégrable sur X. De plus, (5.2) affirme que les processus croissants AT et AH
admettent méme projection duale prévisible sur X. Choisissons une fonction h(x)™0 et
X -mesurable sur X telle que la mesure h.u soit bornée, il vient que le processus
zt gudA{"1 est une martingale uniformément intégrable sur (X,)=(t,h.}l); le théoréme de
représentation de CHOU-MEYER-JACOD(4,12) nous donne alors que cette martingale est de
la forme _6tf1'1(d\_/u-d1\1), od f' est un processus prévisible sur X. Mais, cette éga-
1ité est une égalité presque slire entre processus a variation finie, et reste encore
vraie si 1'on revient i la mesure }l Par ailleurs, on a (1/g)|£'|.(\N+2) = H++H_, qui
est donc i valeurs finies. I1 est alors clair que la fonction f = f'/g satisfait aux

conditions de 1'énoncé.

UN EXEMPLE POUR LE THEOREME (6.4); placons-nous dans le cas ol (_Q,gt,et,P,Nt) est
un processus de renouvellement: cela revient a dire que la fonction de répartition

conditionnelle F(.,t) introduite en (6.4) ne dépend pas de x. il vient alors que le
processus croissant A qui engendre 1'intensité stochastique de N est de la forme
At(x) = A(tAV(x)), ol A(t) est une fonction définie sur R . en particulier, le cas
du processus de Poisson correspond a4 F(t)=1 -e't, ce qui donne A(t)=t, soit encore

Zt=t’ résultat bien connu.
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Nous allons consacrer la fin de ce paragraphe 3 parcourir le chemin inverse de
celui qui a été parcouru jusqu'a présent: peut-on reconstruire un compteur 3 partir
de son intensité stochastique?

Ce probléme a été résolu par J.JACOD(12) dans le cas non statiomnaire, avec R,
comne ensemble des temps, la réponse étant alors affirmative. Dans le cas stationnaire
la situation est beaucoup plus désagréable, comme nous allons le voir: on n'est assuré
ni de 1l'existence, ni de 1'unicité. Nous allons en fait nous contenter de ramener ce
probléme 3 un autre, mieux "connu'': la recherche d'une mesure invariante pour une cer-
taine chaine de Markov 3 temps dicret. Bien entendu, cela ne fait que renvoyer la bai-
le aux spécialistes des chalnes récurrentes! Mais cela a 1'avantage de montrer que les
deux problémes sont en fait de méme nature.

Revenons au théoréme (6.4); le processus croissant qui y est introduit est ca-
ractérisé par les propriétés suivantes, ol la notation AAt désigne le saut A-A e

(A1)  AA(X) €1 pour tout x et tout t30; si AAt(x) =1, alors A(X) = At(x}
pour tout s®t; A est arrété en V.

(A,ii)  1le processus croissant A est algébriquement prévisible sur (X,gt) .

(A,iii) P(AT) = }](VéT) pour tout temps d'arrét T prévisible sur (X,)=(t).

Enongons le probléme inverse. Nous nous donnons, sur le systéme (Q,gt,et,Nt) non pro-
babilisé, une hélice croissante Z satisfaisant aux conditions suivantes, issues des
conditions (A,i et ii):

(2,i) Az (W41 Voen, VeeR; si €]V ),V , ()] est tel que Az (w)=1, alors,
Z.(w) est constant sur [t,Vn+1(w)[ .
(z2,ii) Z est algébriquement prévisible sur (Q,gt) .

QUESTION: existe-t-il sur (Q,gt,et) une loi P invariante, telle que Z soit 1'intensité
stochastique de N lorsque (Q,gt) est mmi de la loi P? Dans 1'affirmative, la loi P
est-elle unique?
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Bien entendu, cette question ne peut &tre étudiée que sur 1'espace canonique des pro-
cessus ponctuels stationnaires, que nous allons maintenant décrire. Nous prenons pour
Q 1'ensemble des fonctions ® de R dans R (3 valeurs finies) purement discontinues,
continues 4 droite, 3 sauts unité, nulles a 1'origine, et telles que w(t) - *oo
lorsque t - *0o. On prend pour compteur fondamental la famille N des applications co-
ordonnées définie par N (w)=0(t). On mmit Q du groupe des translations ((-)t) teR dé-
fini par N oes Nt+s Ns’ qui fait de N un compteur. On pose §t= G(NS—Nu;s,u‘t) , dé-
finissant ainsi une filtration du flot (Ot) qui satisfait aux conditions habituelles
en vertu de (6.2); cette filtration est la plus petite qui rende N algébriquement op-

tionnel. Enfin, nous posons E=E 00

Passons maintenant 3 1'étude de 1'ensemble X. Posons X = ]Rf, et désignons par (Xn) —

la suite des applications coordonnées. Introduisons sur X la famille croissante de
tribus définie par X =q (Xm mén) , X=X Nous mmissons (X, X) de 1' automorphlsme

= —+(x)
§ défini par XnoS Xn+1’ qui fait de la famille de tribus (X ) une cascade: )=(n+1
_"
S 'X.
=n

I1 est alors clair que le sous-ensemble X de Q, constitué des trajectoires admet-
tant un saut 3 1'instant 0, s'identifie au sous-ensemble de X constitué des points X
tels que r_ (im(i),oémén) —~ %00 1lorsque n —*oo. L'automorphisme S défini sur
(X,X) est la restriction 4 X de 1'automorphisme S défini sur (X,X). Enfin, la trace
sur X de la tribu XO n'est autre que )__(0+ (et non pas )=(0!) .

De méme, la suite (Vn)nEZ définie sur X, se prolonge 3 X par les formules

V =) X pour n=0, =-)_ X pour n<40
n+1 - O ™ Az "

(1e décalage provient de ce que nous avons convenu que V1b(=0, VZIX=V’ cf.§2); en par=-
ticulier, ona V = 5{1
Enfin, toute mesure positive ¢-finie invariante sur (X {,5) est postée par X.

Voici une précision du lemme (6.3), suivant une idée de JACOD(12):

(6.6) LEME: tout élément de g(X,)=(t) coincide sur ]]0 ,Vl[ avec un é€lément unique de la
tribu X nB(R ).

DEMONSTRATION: il s'agit de montrer 1l'unicité, le remplacement de X Xo+ Par X0 n'affec-
tant pas 1'existence. I1 nous faut donc montrer que le seul élément de _OmB(R ) conte-
nu dans J0 V] est @. Soit donc f une fonctlon mesurable sur (XxR +,=0m=B(]ll+)) ; 11 exis-
te alors une fonction Y, mesurable de lR dans R, telle que £f(X,t) = l!l()(i x),t), ou
i parcourt 1'ensemble (0,-1,-2,...). D'autre part, V est la restriction a X de la co-
ordonnée 5&1 sur X. I1 est alors clair que la condition "f(x,t)=0 pour t4V(x)" exige

f(%,t)=0 partout.
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Soit maintenant A la classe de toutes les fonctions croissantes et continues i droite
définies sur R _, satisfaisant a: a/ AO=O, b/ AAté1 vt, c/ (AAS=1) = (At=AS,Vs>t) .

Soit d'autre part Z une hélice croissante sur @,F,,8 ) satisfaisant 3 (Z,i et ii).

£e»
Cette hélice est engendrée par un processus cr01ss;.nt A qui satisfait 3 (A,i et ii).

Le lemme (6.6) nous permet de prolonger A sans ambigiiité en un processus X mB(lR ) -me-
surable A sur XxR J'affirme que toutes les trajectoires t —»A (3] de A appar-
tiennent 3 la classe A définie ci-dessus: en effet (bri&vement), 501t B 1'ensemble a-
léatoire formé des couples (X,t) tels que 1'une des propriétés désirées ne soit pas

satisfaite; B appartient a XON_E(L), et le processus A' = 1BC../'\' est alors également
un prolongement convenable de A; un tel prolongement étant unique, il vient bien B=0.

Voici un lemme technique, dont on peut trouver une démonstration dans JACOD(11):

(6.7) LEMME: les formules

- _ [t -aF(s)
FO = exP('At)'Z:E(“'Ms)'e"P(AAsD’ Ay = goﬂs_j )

définissent une bijection entre la classe A et la classe des fonctions de répartition

décroissantes sur R,.

En vertu de (6.6) et (6.7) il vient que la donnée d'une hélice Z satisfaisant 3 (Z,i)
et (Z,ii), équivaut 3 la donnée d'une fonction F sur )'ixlg_ satisfaisant 3

(F,i) Vi&ek, F(X,t) est une fonction de répartition décroissante sur R,.
(F,il)  (%,t) —F(%,t) est XmB(R,)-mesurable.

D'autre part, le théoréme (6.4) montre qu'il revient au méme de chercher une mesure
positive ¢-finie ), invariante sur (X,X,S) et satisfaisant & (A,iii), ou une mesure

positive d-finie invariante }1 sur (X,X,8), satisfaisant a

(F,iil)  F(.,0) = UK »t|%p

Finalement, nous avons décomposé notre probléme en deux étapes distinctes:

ETAPE 1: trouver une mesure positive d-finie P, invariante sur (X S) , et satisfai-
sant & (F,iii); on sait alors qu'elle est portée par X.

ETAPE 2: '"remonter" p en une loi P invariante sur (Q,F Ee» ).
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EXEMPLE: revenons au processus de renouvellement, qui correspond au cas ol F(.,t) ne
dépend pas de X: F(.,t)=F(t) définit donc dans ce cas une loi v su# R,. La solution
(unique) 3 1'étape 1 consiste alors 3 prendre }l= Vﬂz On peut alors remonter }J en

une loi P invariante sur (Q,F,,8,) si et seulement si la loi définie par F est de mo-

LA
yenne finie, autrement dit si X1EL1 (¥), ou, ce qui revient au méme, X er] (}l) Tout
ceci est bien connu, voir par exemple LAZARO-MEYER(14) au § traitant des processus de

renouvellement. Le résultat ci-dessous ne surprendra donc pas:

(6.8) THEOREME: soit ;l une mesure positive ¢«finie sur X obtenue au cours de 1'etape

1. On peut remonter }1 en une loi P invariante sur (R,E t) si et seulement si X1 &

= t)
L (}1) Si cette condition est satisfaite, 1'hélice croissante Z est 1'intensité sto-

chastique de N lorsque 1'on mmit (n,gt) de la loi P ainsi obtenue.

DEMONSTRATION: la seconde assertion est conséquence de ce qui a été déja dit. La né-
cessité de "X EL1 (}1)" provient de ce que la loi P est, 3 un facteur constant pres,

la restrlctlon a Jo, V] de 1a mesure produit pndt sur Xxlk+, cette restriction doit
donc étre une mesure bornée, ce qui revient i dire que V € L (}D , Soit encore X1 =
L (p) , puisque la mesure invariante p est portée par X. Réciproquement, si X1, ou,ce
qui revient au méme,V, appartient & L (}D , on peut supposer que U(V)=1; 1le flot
sous la fonction V au dessus de la cascade (X,X,S }l) tel qu'il est décrit au §2 répond
alors a la question.

Etude de_1'étape_1.

Contrairement a4 ce gui se passe dans le cas des processus de renouvellement, c'est
cette étape qui pose les plus graves problémes dans le cas général. Tout au long de
1'étude de cette étape, nous oublions R pour travailler sur X = R.H en conséquence,
nous omettrons les signes "' partout oii ils se présentent, notant X pour X, S pour S,
etc...

Pour toute fonction f, positive et Xo—mesurable sur X, et de la forme f = l,JoXO.fO,

ol fO est )=(_1—mesurab1e, et ol §J est une fonction borélienne sur R;, nous posons

T(x,f) = fooS(x). F(x,{)

ol le noyau Y —F(x,§) est défini par la formule F(x,§) = J' y(t) F(x,-dt). On
définit ainsi un noyau de (X,¥,) dans (X,Xp)- R



149

(6.9) THEOREME (a): soit }l une mesure positive d-finie invariante sur (X,X,S) et sa-

~

tisfaisant a (F,iii); la restriction de }1 a )=(0 est alors invariante par T.

(b) : réciproquement, toute mesure positive d-finie invariante sur

(X,)=(O,T) se prolonge de maniére unique en une mesure positive 6-finie et invariante

sur (X,X,S), satisfaisant a (F,iii).

REMARQUE: comme (X, XO) s'identifie a I;I, ce théoréme exprime que 1'étape 2 équivaut 3
la recherche des mesures invariantes d'une certaine chaine de Markov d'espace d'états
RI;I, et de probabilité de transition T. Le programme annoncé plus haut est bien rempli.
DEMONSTRATION: (a): soit f une fonction positive sur X, de la forme f = fO'l*J°X0’ ol
fo est X_;-mesurable, et Y borélienne sur R,. On a

T = MEgoS; FC, 1) = PhiEgeS; YoX) = P(Egs YoXp) = AD)

ol la seconde égalité résulte de ce que p satisfait a (F,iii), et la troisiéme de ce
},l est S-invariante. Le résultat est démontré.

(b): soit P une mesure positive d-finie invariante sur (X, X , 1.
Soit f! une fonction X “mesurable, donc de la forme f'= £o57, od f est )=(0-mesurab1e.
Nous posons alors

(vid) pe = Pats

I1 nous faut montrer que cette définition a bien un sens, puisque 1'on peut aussi é-
crire f= (foS'1)oSn+1, avec foS e X_1C X, : mais alors, on a Tn+1(foS_ ) =
T“oT(foS_1) = T°f, puisque Tg = goS 1lorsque g est une fonction )=(_1-mesurab1e. Admet-
tons pour 1'instant que la formule (vii) définisse umne mesure positive 0¢~finie unique

~

,.l sur (X,X), il nous reste d montrer sue cette mesure satisfait aux conditions requi-

ses. Les égalités suivantes, ol f€)=(0,

pees™ = Patp = Py = Jees™

(1a seconde résultant de 1'invariance de PO par T) montrent que }l et S}.( coincident
sur )__(n pour tout n, donc aussi sur X. Les égalités suivantes, ol fo est )=(_1-mesurab1e
et ol Y est borélienne sur R+,

HCEgos; WoXp) = H(TCEgs WeXp)) = IPeEgo8; FXoD) = J(EqeS; FOX,HD)

(1a premiére résulte de la définition de }1 la seconde de la définition de T, et la
troisiéme de ce que }let }l coincident sur XO) montrent que }l satisfait a (F,iii):
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suffit de prendre pour Y 1'indicatrice de It,oo[.

~

I1 nous reste donc a montrer que (vii) définit bien une mesure ¢-finie unique sur

(X,X) . La formule (vii) définit en fait une suite (}ln) de mesures positives ¢-finies
sur an) telles que la restriction a X de )ln coincide avec }f“ pour mén. Si la mesure
initiale |° était bornée, 1'existence et 1'un1c1te de }X résulterait alors simplement
du théoreme de Kolmogorov (se rappeler que X: R ) 5 malheureusement, nous ne pouvons pas
appliquer ce théorgme dans le cas d'ume suite de mesures d-finies. Comme }p est ¢-fi-
nie, il existe une fonction h*0 et _O—mesurable sur X, telle que }l (h)=1. On définit
alors la suite de probabililités (;.l'n sur (X ) par la formule p’n(fn) )»\ (.16,
ol fn=foSn,fE)=(0. Cette fois, le théoréme de Kolmogorov nous permet d'affirmer 1'exis-
tence et 1'unicité d'une probabilité HM' sur (X,X) qui coincide avec p‘n sur __Xn pour
tout n. Posons alors }.l= (1/h) .}1' . soit f=foS*, et g = (1/h)oS™.f , on a

p(fn) = “'(1/h.fosn) = “O(h.'l‘ng) = po(h.”h.r[nf) - )lo(Tnf)

dk
(la troisieme égalité résulte de ce que Tng=(1 /h) .’Inf) . Autrement,/ la mesure }l ainsi
définie satisfait a (vii), et le théoréme est complétement montré.

REMARQUE: revenant le temps de cette remarque aux notations précédentes, expliquons
1'agrandissement de X, remplacé par i=]RE : les systémes projectifs de lois sur ()'i,zn)
admettent une limite projective sur ()'i,é__i) (c'est le théoréme de Kolmogorov), alors que

ce n'est pas le cas i priori pour les systémes de lois sur (X,)=(V ).
n

ETUDE D'UN CAS PARTICULIER: s'il est clair qu'un noyau markovien quelconque sur IRI;I
n'admet pas nécessairement de mesure invariante, on peut se demander si la forme par-
ticuliére du noyau T ne lui donne pas la possibilité de posséder toujours une mesure
invariante. Pour fixer le lecteur 3 ce sujet, nous allons étudier un cas particulier
simple: celui des intensités "3 mémoire courte', ou la fonction de répartition condi-
tionnelle F(.,t) est d(XO) -mesurable: il existe donc un noyau markovien t sur R,

tel que F(x,§) = t(X (x) ;4. Nous allons voir que, dans ce cas, T admet une mesure

+ =

invariante sur R, si et seulement si t en admet une sur R . En effet, si )l est une

mesure T-invariante sur (x,)=<0) , la restriction de }10 a o‘(XO) est clairement t-invari-
ante. Réciproquement, soit v une mesure t-invariante sur R+; pour toute fonction X0=
mesurable f de la forme f = ?1:11'20 I;Io)(m ™f est d’(XO) -mesurable, et nous pouvons
poser }J (£ = \’(Tnf) On laisse au lecteur le soin de vérifier que 1'on définit bien

ainsi une mesure )l qui est T-invariante. L'étude des intensités stochastiques ''a mé-

moire courte" se raméne donc 3 1'étude des noyaux markoviens récurrents sur R_.
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Recapitulation de_la_situation_concernant_le_probléme_inverse.

Nous pouvons résumer la situation ainsi: nous partons d'une hélice croissante Z
satisfaisant a des propriétés convenables, définie sur la réalisation canonique N =
Gl,gt,et,Nt) des processus ponctuels stationnaires, et nous cherchons une loi invari-
ante P sur (q,gt,et) qui fasse de Z 1'intensité stochastique de N.

Si nous négligeons la difficulté "mineure' examinée au théoréme (6.8), nous avons
montré que ce probléme se raméne au probléme de la reconstruction des cascades, que
voici: nous diposons, sur une cascade (X,gn,S), d'un noyau F(.,§), transformant les
fonctions d(X;)-mesurables en fonctions X-mesurables. Existe-t-il une mesure M inva-
riante sur (X,gn,S) qui fasse de F("1]t,oo[) une version de la loi conditionnelle
}1(X1*t|§0) ? Si oui, celle-ci est-elle unique?

Nous avons étudié cette question au théoréme (6.9) en associant 3 F un noyau mar-
kovien T sur (X,go), et nous avons montré que le probléme de la reconstruction de la
cascade (X,gn,S,pJ équivaut 3 la recherche des mesures invariantes pour le noyau T
sur (X,go).

La philosophie de tout cela est donc que les notions d'intensité stochastique
d'un processus ponctuel stationnaire d'une part, et de noyau markovien récurrent

d'autre part, sont de méme nature.

Nous nous plagons ici dans les conditions habituelles de théorie générale des
processus: un espace filtré complet G?,Et,P)tER+ satisfaisant aux '"'conditions habi-
tuelles'. Voici le résultat annoncé:

~

LEMME: soit une martingale locale 3 variation finie, de la forme M = M- M, od M*

et M sont donc deux processus croissants bien-mesurables (non intégrables). On peut

alors réduire cette martingale locale par une suite de temps d'arrét (Tn) telle que,

. P + . . Py
pour tout n, les processus croissants arrétés (MtAT ) et soient intégra-
n =

Mepr,)

bles.
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DEMONSTRATION: d'aprés DOLEANS-MEYER(Intégrales stochastiques, Sém. Proba.IV), il exis-
te une suite de temps d'arréts (Rn) réduisant fortement M en ce sens que, pour tout

P 3 o .
n, on peut écrire MtA = Nt + MRn'1(t¥Rn) - (MRn.1(téRn)). ,.ou les deux derniers
termes du membre de droite définissent une martingale 3 variation intégrable, et oi N
est une martingale arrétée a R, et bornée dans tout LP pour 1£p<40o. I1 nous suffit
donc de nous intéresser & N, qui est aussi, par différence, un processus a variation
finie de 1a forme N = N*- N™. Posons S~ inf(t: Nzék ou N;Ak). On a ANE +AN§k =

2 1 . . . ay 2 + -

lANSk‘E L“c L', et il vient bien que les processus arrétés (NtASk) et (NtASk) sont
intégrables. La suite de temps d'arrét T, = R.nASn répond alors a la question.

REMARQUE: ce résultat permet de montrer le résultat annoncé sans démonstration 3 la

~

remarque 2/ suivant le théoréme (5.3) concernant les HAO locales a variation finie.
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