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LES METHODES D’A.GARSIA EN THEORIE DES MARTINGALES

EXTENSIONS AU CAS CONTINU

par CHOU Ching-Sung

Université de Strasbourg
Séminaire de Probabilités 1972/73

A.GARSIA vient d’écrire un livre sur la théorie des martingales
discrète; dans lequel certains des résultats considérés comme les

plus difficiles ( les inégalités de BURKHOLDER, DAVIS et GUNDY, les
résultats sur les espaces HP ) sont établis par de nouvelles méthodes, y
extrêmement rapides et élégantes. Nous nous proposons ici d’étendre

les démonstrations de GARSIA au cas continu. La plupart du temps , il

s’agit d’un simple exercice de traduction, mais on rencontre parfois
une difficulté intéressante. Dans tous les cas, la comparaison entre

le cas discret et le cas continu permet de mieux comprendre la signi-
fication des démonstrations, les notations étant plus compactes.

Les références au livre de GARSIA figurent sous le renvoi [G] à la

bibliographie. Les autres références sont numérotées.

1. UN LEMME ELEMENTAIRE ET SES CONSEQUENCES

1. NOTATIONS

a) est un espace probabilisé complet, muni d’une famille crois-

sante de tribus satisfaisant aux conditions habituelles de

continuité à droite et de complétion dans F.
Nous aurons besoin d’étendre un peu la théorie usuelle de la re-

présentation des surmartingales, de la manière suivante : soit (Xt)
une surmartingale positive continue à droite, qui appartient à la clas-

se (D) mais n’est pas nécessairement un potentiel. Soit Xt = ~t +
sa décomposition de Riesz, et soit (Ai) le processus crois-

sant intégrable prévisible engendrant (Xt) au sens usuel. Nous posons
( 1 ) At=At pour , Aoo = A~ + X~
et nous avons alors pour tout temps d’arrêt T

(2) XT = 
représentation de (Xt) au moyen d’un processus croissant prévisible
qui présente un saut à l’infini. Il est très facile de voir que (At)
est unique, et nous l’appellerons le processus croissant prévisible

engendrant (Xt), comme lorsque (Xt) est un potentiel.
Une autre notion qui intervient dans cet exposé est la suivante.

Considérons un processus croissant intégrable (Bt), continu à droite,
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non nécessairement adapté, ne satisfaisant pas nécessairement à la
condition BO=O ( nous conviendrons que BO-=O, de sorte que dBs peut
présenter un saut en 0 égal à B~ ) et pouvant aussi présenter un saut
à l’infini. Considérons le processus (Xt), projection bien-mesurable
du processus pour tout temps d’arrêt T

(3) 

Ce processus est une surmartingale forte ( si ), en
général non continue à droite, appartenant à la classe (D), et réguliè-
re : pour tout temps d’arrêt T et toute suite TntT , E[XT In-

versement on peut montrer que toute surmartingale forte ré~gulière de
la classe (D) est ainsi engendrée par un processus croissant (Bt) adap-
té unique. Ces résultats de représentation ne sont pas tout à fait clas-

siques : ils sont dus à MERTENS dans le cas des surmartingales fortes

quelconques, la notion de surmartingale forte régulière ayant été déga-
gée par AZEMA [1].

b) Nous désignerons dans tout l’exposé, une fonction positive
croissante sur ~+ ( à valeurs finies ), et par ~ la fonction crois-

sante convexe

(4) ~(t) = 
0

~ ne change pas si l’on remplace o par sa limite à gauche : nous suppo-
serons donc 03C6 continue à gauche, en convenant que 03C6(0)=0. Nous aurons
besoin de l’inégalité
(5) ~(tx)  t~(x) si t1
qui exprime simplement que $ est convexe et que ~(o)=o,

Soit 03C8 la fonction inverse de 03C6

,et) = inf ( s : }
croissante et continue à gauche, et soit f la fonction convexe conjuguée
de $

(6) Y(t) =. 
0

L’inégalité d’YOUNG est alors classique :
(7) uv ~ 

On dit que la fonction § est à croissance modérée si Ç n’est pas bor-

née ( i.e. si.~(t)/t n’est pas bornée : le cas de ~(t)=t demande tou-

jours une étude spéciale ) et s’il existe une constante c telle que

$(2t):c$(t) - cela revient à exiger la même chose pour ~, avec une

autre constante. Posons dans ce cas
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(8) p = -Pu ~
On a alors les propriétés suivantes, si t est à croissance modérée

(9) 
(10) ~(tu)  si t>1 ([G], inégalités III.4.15 )
(11) ~(v)  
A l’aide de ces inégalités, nous démontrerons un lemmel:

LEMME 1. Soient A et Y deux v.a. positives telles que

(12) 
On a alors si t est à croissance modérée

(13) E[~(A)]  
y compris pour p=1 - on a l’inégalité plus précise

(13’)  ([G],cf. th.III.4.3 ,
" démonstration)

DEMONSTRATION. Nous appliquons l’inégalité d’YOUNG (7)
~(pY) + 

puis d’après (10), ~(~(~P(A))  ~~(~P(A)) d’après (5),
et (11) nous donne 

~ 

p(A)Y ~ pP$(Y)+ ~~ ( ~ ( ~P(A) )  pP$(Y)+ 
On intègre et on utilise (12), et on obtient

E[03A6(A)] ~ ppE[03A6(Y)] + p-1 p E[03A6(A)]
d’où (13) puisque Le cas est évident pour p=1

(p=1), et sinon on fait un calcul direct en utilisant l’inégalité de

HOLDER
c) On utilise fréquemment la norme d’ORLICZ associée à t

1 si et seulement si 1

Pour ces normes, consulter le livre de NEVEU [2], p.196-197.

2. LE LEMME DE GARSIA

La clef des méthodes de GARSIA est le lemme élémentaire suivant

([G], théorème III 4.2 ) , que nous appellerons simplement le 
" lemme

de GARSIA" dans la suite. Il faut remarquer que, si l’on se borne à

l’écrire pour une fonction 03C6 de la forme de sorte que 

(t-X)+ - ce qui suffit pour déduire le cas général - le lemme de GAR-
SIA est un lemme maximal identique à celui de NEVEU ([2], p.174), aussi

donné dans MEYER [3], p.53. La nouveauté consiste en l’emploi systé-

matique de ce lemme, avec toutes sortes de martingales (Yt) différen-
tes. Il faut remarquer aussi la disparition des temps d’arrêt.

1 Ce lemme est complété plus loin. Voir prop.4, fin de la démonstr.
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LEMME 2. Soit (Xt) une surmartingale positive continue à droite, 
rée par une martingale Yt=E[Y[Ft], YEZ+ , Soit le processus
croissant prévisible engendrant (Xt), On a alors
(14) 

.

DEMONSTRATION. Nous pouvons supposer 03C6 bornée, de sorte que toutes les

intégrales envisagées sont finies. Soit Ct= inf{s : As>t}. On sait

que pour toute fonction positive f sur ~+

/ [0,oo] ] f(s)dAs(w) 
°° 

. 
’

Appliquons cela avec Comme cp est croissante et s,

on a A~ A~ 
s

~(A~ )~. / 0 ~p(s)ds ~ =0 / )ds = ~ [ 0, oo ] 
intégrons par parties en posant processus croissant prévisi-
ble admettant la masse en 0 :

E[~(A~ )~~ j o ~A~~-As_)dBs] ~ E[ ]

car le processus (Bt) est prévisible, et la projection prévisible du
processus (A -A ) est le processus (X ), avec Nous majorons

X par Y , remarquons que (Y ) est projection prévisible du proces-
sus constant égal à Y, et que E[I Le lem-

me est établi. 
~ 00 00

VARIANTE DU LEMME. (Xt) est une surmartingale forte régulière, engen-
drée par le processus croissant continu à droite adapté (At), et majo-

rée par (Yt). On a alors la même conclusion (14).
La démonstration est la même, la projection bien-mesurable remplaçant

la projection prévisible.

COROLLAIRE. Sous les mêmes hypothèses ( ou celles de la variante ),
nous avons si t est à croissance modérée

(15) pP+1E[t(Y)]
et si t(t)=tP - y compris pour p=1
(15’) E[A]  pPE[YP] .
DEMONSTRATION. On tronque le processus (At) à une constante n ; le
"potentiel"correspondant reste majoré par Y, et on applique le lemme 2

et le lemme 1 - la condition d’intégrabilité (12) étant satisfaite.

Puis on fait tendre n vers +00 .

Ces résultats unifient. plusieurs propositions établies indépendam-
ment les unes des autres dans le fascicule [ ] de MEYER



217

PROPOSITION 1. Avec les notations ci-dessus, supposons majorée

par une constante c . Alors , pour p~1
116) et 1/{1-c) si c1 .

DEMONSTRATION. Pour la première formule, prendre Y=c, ~p(t)=tp ~. Pour
la seconde prendre Y=c, Cf. [3], p.49, th.45-46

PROPOSITION 2. Soit (Bt) un processus croissant intégrable non néces-
sairement adapté tel que Bo=O, Alors {~, ayant le même

(17) / ~>03BB}(A~ -03BB) dP ~ { A~>03BB}B03C9 
dP 

sens que ci-dessus )

On a la même inégalité avec X* au lieu de Boo .
DEMONSTRATION. Dans le lemme de GARSIA, nous prenons si s~À,
0 si sA, de sorte que 03A6(s)=(s-03BB)+, et Y=X# ou B . Cf. [ ], p.53,
th.49.

Nous déduisons maintenant du lemme de GARSIA le théorème de BURKHOL-

DER, DAVIS et GUNDY sur les processus croissants. Cf. [ ], p.56-57.

PROPOSITION 3. Supposons t à croissance modérée .
Soit (Xt) = où (Et) est un processus croissant inté-

grable continu à droite non nécessairement adapté, et soit le

processus croissant prévisible engendrant (Xt) ( est projection
duale prévisible de (Et)). On a alors

(18) 
et aussi

(19) 

On a aussi des résultats analogues pour les projections duales bien-
mesurables et les surmartingales fortes régulières. ([G], th.iI1.4.3)

( On n’a pas écrit les formules (18’),(19’) relatives à ).

DEMONSTRATION. Prendre Y=B~ ou X*, dans le corollaire du lemme de
GARSIA.
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2. APPLICATIONS A LA THEORIE DES MARTINGALES 1

1. NOTATIONS. DEFINITION DES DIVERSES NORMES.

Soit une martingale continue à droite. Contrairement à l’ha-

nous ne supposerons pas que et nous modifierons la défi-

nition usuelle du processus croissant associé de la manière sui-

vante: soit M’t = M.-MQ . Alors
(20) = M20 + [M’,M’]t pour = 0

On rappelle que ( cf. [4] )
(21) = Il [M,M]1/2~~L p 

pour 

tandis que la norme ~M~BMO est définie comme le plus petit nombre 
tel que c majore la surmartingale forte régulière
(22) ~ = 

Nous n’aurons pas besoin dans cet exposé des résultats de [4] sur les
normes HP et BMO : nous définirons d’après GARSIA de nouvelles normes

équivalentes à celles-ci, que nous étudierons directement.

GARSIA introduit en fait deux idées nouvelles et importantes

a) Un moyen d’étendre aux processus une semi-norme - notons

la n - sur l’espace L (0) : on pose
(23) ~ X ~n = infy n(Y)
où Y parcourt l’ensemble des variables aléatoires intégrables positives

telles que le processus soit majore par la martingale continue à

droite ( s’il n’existe pas de telles Y, on pose ~X~n = +ce ).
Cas particuliers : M (I~P~oo ) ~ 
b) Un moyen d’associer à n une seconde semi-norme, cette fois sur

l’espace des martingales : soit M une martingale telle que 

soit intégrable ( i.e., MeH1 ). On introduit la surmartingale forte

régulière
(24) ~ = E[ 

(25) = 

1 1 
-M M N

Il est facile de vérifier que ~=!t~ , ~~ ~B de sorte que
Il est bien une semi-norme sur H . 

-

Le processus est majoré par la martingale d’où l’

on déduit que 

1 Plusieurs résultats de ce paragraphe ne figurent pas dans [G], y et

sont des ’priva.te communications’ de M. GARSIA.
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Les cas particuliers les plus importants sont ceux des normes 

correspondant à la norme d’ORLICZ n , et particulier les

normes et d’autre part la norme correspondant
à 

Nous démontrons d’abord deux résultats d’équivalence de normes : 
est équivalente à la norme si $ est à croissance modérée,
et en particulier est équivalente à M Hp, pour p fini. En re-

vanche, > n’est pas équivalente à mais à 

Ceci suggère que les normes méritent aussi d’être étudiées lors-

que 03A6 n’est pas à croissance modérée - mais pour l’instant, on ne va

donner de résultats que sur les normes Il !!/ ~ ~L ~ .

PROPOSITION 4. Si  est à croissance modérée, les normes et

sont équivalentes. Cela vaut aussi pour 

DEMONSTRATION. (26) nous donne une inégalité dans un sens. Inversement,
nous allons montrer que entraîne Nous

avons un résultat plus précis pour )) ~(p B , p~1 fini, que nous n’énon-

çons pas.

Nous introduisons la troisième surmartingale forte régulière
(27) ~ = 
qui est majorée Dire que !M)L~:1 revient à dire qu’il existe
une martingale majorant avec Elle majore

alors’ et la variante du lemme de GARSIA pour les surmartingales
fortes nous dit que

(28) E[§([M,N]~)] ~ 
mais nous ne pouvons pas appliquer directement le lemme 1, car nous

ignorons si le premier membre est fini. Soit la fonction croissante
soit ~ la fonction convexe correspondante, et soit J la v.a.

Appliquons (28) à 03C6n et 03A6n
E[~)] = E[~(J~)] ~ 

= 

Nous appliquons le lemme 1 à ~ et à J bornée, obtenant que 
 p~~ , et enfin nous faisons tendre n vers +00. 

Nous passons à ~L B , en comparant d’abord les processus (24)
(22) . Pour la simplicité des notations, nous posons =

"f
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LEMME 3. une martingale positive. Supposons que l’on
ait pour tout temps d’arrêt T

~ 29 ) I YT
On a alors aussi

(30) 16E[Y2|FT]
(Si Y est une constante c , le second membre peut être remplacé par
2c2 ),

DEMONSTRATION. Supposons le résultat établi pour T=0. Soient T un

temps d’arrêt, et en appliquant le résultat pour 0 sur H munide
la loi P’=P(.IH), de la famille d e tribus de la martingale

au processus on obtient la formule géné-
rale (30).

Il suffit donc de montrer que 1~[Y2J. Notons la

projection bien-mesurable du processus (( A ~ -A t-) 1/2 ), (Zt) celle du
processus ((A -A ) 1/2), qui est plus grande que ( inégalité
de JENSEN : si U~0 ), La relation (~29) s’écrit 

et entraine donc et

] = 
C dAs 

J  
[ ZsYsdAs ]

Le processus Y Z est projection de Y (A -As-)-1/2, et

le dernier terme vaut donc

E[ j [ o , ce [ - 

2E[ 
C [ S ’ 

d (1D S 
]

Si est une constante c, on a fini : le dernier terme vaut 

 2c2 .
Soit (B ) le processus croissant , et soit sa pro-

s m OE S

jection duale bien-mesurable. Nous avons pour le dernier terme le

[YsdBs] = 2E[[0,~ [YsdCs ]= 2E[YC~ ]~ 2E[Y2]1/2E[C2~]1/2

D’après le lemme de GARSIA,  4E[(A~)2]=4E[A~], d’où l’on
déduit

]1/2
d’où l’énoncé si Joo. Pour obtenir le cas général, remplacer

At par AtAn , ’ appliquer ceci, puis faire tendre n vers +ce .

COROLLAIRE. Il M Il (~ ) 
La première inégalité est facile, et la seconde résulte du lemme 2.

Il faut remarquer que la norme BMO d’une martingale est plus facile

à manier que la norme Il Il (00) : en effet, la surmartingale forte en-

gendrée par le processus [M;MJt est aussi projection de 
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2. L’INEGALITE DE FEFFERMAN ET SES CONSEQUENCES

Nous rappelons d’abord, pour être complets, la démonstration de

l’inégalité de FEFFERMAN dans [4]. Il est essentiel pour la suite de
constater que cette inégalité est vraie pour des martingales qui ne

sont pas nulles en 0.

PROPOSITION 5. Soient (Mt) et (Nt) deux martingales uniformément inté-
grables. On a alors

(31 ) (c = ~)

DEMONSTRATION. Nous écrivons l’inégalité ([5), p.85)E[[0,~[HsKs|d[M,N]|s]~E[[0,~[H2sd[M,M] s Lo,ao C s s 
]1/2

où H ,K sont deux processus bien-mesurables positifs. Nous prenons
ici sH2s= 1 [M MJ1/2+[M,MJ1/2) , K2= 2[M,MJ1/2. On vérifie que le
membre de gauche majore 

[ 
le produit HsKs étant pres-

que partout >1 pour la mesure Id[M,NJI. Le premier terme au second mem-
bre vaut E[[M,M]1/2~]1/2. Le second terme peut s’écrire, après une inté-
gration par parties

E1/2[([N,N]~-[N,N]t-)dK2s ]

On projette sur la tribu bien-mesurable , on utilise la définition de

la norme BMO, et il reste simplement ~N~BMOE[[M,M]1/2~]1/2 . L’énoncé

en résulte.

REMARQUE. Plus généralement, le premier membre de (31) est majoré par

(p) 
~N~ 

(q) 
, où 

p 
et q sont deux exposants 1 , 

conjugués quelconques.
Ce résultat est , lui aussi, du a GARSIA - mais le cas ou p>1 peut aussi

se ramener aux inégalités de BURKHOLDER, et nous le laissons de côté.

COROLLAIRE. Si ~N~BMO  oo , on a p0ur tout temps d’arrêt T

(32) E[ |d[M,N]s~FT] ~cE[[M,M]~ -[M,M]T-|FT].~N~BMO

DEMONSTRATION. Voir le début de la démonstration du lemme 3 : le

procédé pour passer des espérances absolues aux espérances condition-

nelles est le même.

Nous allons montrer maintenant, toujours en suivant GARSIA, comment

l’inégalité de FEFFERMAN entraîne l’inégalité de DAVIS. Il faut pour

cela deux lemmes :

1 [G], théorème 1.3.1.
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LEMME 4. Soit (At) un processus ( non nécessairement adapté ) tel que
dont les trajectoires sont continues à droite à variation bor-

née, tel que .

(33) 1 pour tout temps d’arrêt T .

Soit (Bt) la projection duale bien-mesurable de (At), et soit (Nt)
la martingale Ft ] ) . On a alors ([G], th.II.4.1).

DEMONSTRATION. Soit (Xt) la projection bien-mesurable du processus
-At-). Nous commençons par faire un calcul d’espérances absolues :

s 
]

le processus B est adapté. Les processus (B -B ) et (A -A ) ont
même projection bien-mesurable (Xt), On en déduit que les processus

(B -B ) et (A -A ) ont même projection bien-mesurable ( égale en

fait à (Xt+)). Par conséquent
] (X 

s 
+X s+ )dB s - ]  C 

(dB s ~] _  2

Pour passer au cas général, on procède comme dans le lemme 3 : T étant
un temps d’arrêt, et H un élément de T ’ , on pose O’=H , ,

,Bt - BT+t-BT- ~ ~ et il vient

~ 

2

D’autre part, on a , donc ett t t

Par conséquent, comme X est majoré par 1 en valeur absolue

 2+1+2 = 5 .

LEMME 5. Soient (Bt) un processus croissant adapté continu à droite
(BO-=0), (Ut) un processus prévisible majoré2par (Bt-) pour t>0, H une
v. a. positive intégrable majorée, ar 
et (Lt) la martingale locale  UsdHs . Alors (Lt) est une vraie
martingale et ~L~BMO ~ 1.

DEMONSTRATION. L’inégalité BMO entraine ]~ 1, donc L sera néces-
sairement bornée dans L2. Supposons d’abord B 00 et H bornées. On peut
alors écrire 

[L,L]t = U2sd[H,H]s

ce 
|FT]

1 Cette égalité a lieu p.s. pour tout temps d’arrêt T, et les deux

membres sont des p rocessus bien-mesurables.
2 en valeur absolue
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le processus est une martingale, donc cette espérance s’
écrit

~ 1

Pour passer au cas général, remplacer B, par H par HAm , faire
tendre m vers l’infini, puis n vers l’infini.

Nous pouvons maintenant énoncer et démontrer l’inégalité de DAVIS.
Nous la donnons pour des martingales M non nécessairement nulles en

0 , ce qui sera essentiel pour le conditionnement plus loin.

PROPOSITION 6. Soit M une martingale. Il existe des constantes c et c’

telles que

(34) cE[M*] ~ E[[M,M]~] ~ c’E[M*] .
( et les mêmes inégalités avec E[ au lieu de E ).
DEMONSTRATION. Les inégalités conditionnelles sont des conséquences
immédiates des inégalités absolues.

Pour démontrer l’inégalité de gauche, commençons par supposer M bornée.
Au moyen d’un théorème de section choisissons une v.a. S positive finie
telle que ( S n’est pas un temps d’arrêt ), et posons

A. = processus dont la variation totale est 1 . Appli
quons les notations et les résultats du lemme 4, et l’inégalité de
FEFFERMAN :

 

co 

M dA ] = E[/ 
CD 

M dB 
S 

] ==E[M B~]

=E[d[M,N]s ] ~ c~M~H1~N~BMO ~ c~M~H 1

( la constante c change de place en place ). Pour étendre cela à tout

H , on remarque 1) que toute martingale MH1 est uniformément intégra-
ble, 2) qu’il existe des martingales bornées M~ qui convergent vers
M dans H~ , , 3) qu’alors U->0 , ce qui entraîne que (M -M~)~
tend vers 0 en probabilité, et permet d’appliquer le lemme de FATOU.
Pour tout cela, voir [4r], p. 138-140.

Passons à l’inégalité de droite. Supposons M bornée, appliquons
l’inégalité de Schwarz:

(35) E[[M,M]1/2~ ] ~ (E[M*+~])1/2 (E[ 
pour évaluer le second terme, on utilise l’identité

[M,M]t = M2t - 2Ms--dM s

où l’on peut faire tendre t vers +00. Multiplions par H= 1 M+~. Nous

avons Posons et étudions le dernier terme.
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On a d’abord

dM ] = ,M dM ,M s-dHs]=E[M dH .M ]
Appliquons le lemme 5 en prenant U,=M. , La martingale L. =
/ M dH 

s 
a une norme BMO ~1, et par conséquent ((31))

Revenons alors à (35) :

E[[M,M]~] ~(E[M~+e])~~(E[M~c[M,M]~])~~
d’où l’on déduit que

E[[M,M]~"]~ cE[M*] ( c change de place en place )
du moins lorsque M est bornée. Nous laissons de côté les détails du

passage au cas non "borne.

3. L’INEGALITE DE BURKHOLDER, DAVIS ET GUNDY

GARSIA a remarque que l’inégalité de DAVIS se met sous forme "con-

ditionnelle", et entraîne alors immédiatement la "grande" inégalité de

BOERKHOLDER, DAVIS et GUNDY sur la comparaison entre M* et [M,M], tou-
jours grâce au lemme de GARSIA.

Nous donnons d’abord la forme conditionnelle de l’inégalité de
DAVIS. Soit T un temps d’arrêt ; considérons la martingale M’ = 

( non nulle en 0 ) par rapport à la famille (F’t)=(FT+t). Nous
avons = et d’autre part M’" ~ 2M* et
M ~ Mm_+N’~ . Appliquons les inégalités (34) sous la forme condition-

née par rapport à F’ . Il vient ( avec une constante c’ modifiée )

COROLLAIRE. On a pour tout temps d’arrêt T

(36) 

(37) 

Nous pouvons alors appliquer le lemme de GARSIA, et le lemme 1 ( avec
le supplément donne dans la démonstration de la proposition 4 ), pour
obtenir directement le théorème de BURKHOLDER-DAVIS-GUNDY :

PROPOSITION 7. Si $ est à croissance modérée, on a(avec des constantes

c et c’ dépendant de ~)

(38) c’E[~(M~] . .

De la même manière, le lemme de GARSIA se prête très bien à la dé-
monstration du théorème suivant :

PROPOSITION 8. Soit un processus croissant continu à droite adap-

té tel que pour tout t~0 . Alors

(39) cE[$(~M~)] c’E[$(~~~-t-D~],
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