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Ière PARTIE

UNE CLASSE DE PROCESSUS DE MARKOV

EN MECANIQUE RELATIVISTE

§ 1. RAPPELS DE CINEMATIQUE RELATIVISTE

On se propose d’étudier d’après un article de Dudiey ~~ ~ , cer-

tains types de processus stochastiques décrivant des mouvements aléatoires

relativistes, qui possèdent à la fois une "propriété de Markov" raisonnable,

et des propriétés d’invariance par le groupe de Lorentz qui les apparentent

aux processus à accroissements indépendants classiques. Notre contribution

à cette question est d’abord un essai de clarification de la notion de mou-

vement aléatoire relativiste et ensuite une modification des démonstrations

de Dudley (dont il faut dire que certains points nous échappent, particulière-

ment dans celle du Théorème 5.1 [ 1 ]) destinée à les débarasser d’hypothèses

que Dudley lui-même considère comme parasites.

Voici d’abord quelques notations générales. La vitesse de la lu-

mière est prise comme unité. Intuitivement, nous appellerons référentiel

d’inertie un couple p = (R,H) constitué d’un repère orthonormé pour l’espace

R , et d’une horloge H liée à ce repère. L’expérience conduit à postuler

l’existence de tels système de référence pour lesquels l’espace est homogène

et isotrope et l’écoulement du temps uniforme. Tout autre référentiel d’iner-

tie p considéré sera supposé en mouvement de translation uniforme par
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rapport à p, , à une vitesse strictement inférieure à celle de la lumière.

Du point du vue mathématique, cela a la signification suivante : :

nous disposons d’une certaine variété à 4 dimensions E appelée espace-temps.

Un référentiel d’inertie p est une application de E dans R4 , , bijective

qu’on note

(1) M ~.----> p-1 (M) = x

Si p est un second référentiel d’inertie, la relation entre le

4 - vecteur x et le 4 - vecteur X = p 1 (M) est

(2) x = L-1 x = -a + Lh -1 x
où L appartient au groupe de Poincaré ou groupe de Lorentz non homogène,

- or = L (0) et L h appartient au groupe de Lorentz proprement dit. On se

bornera toujours dans la suite aux changements de référentiels d’inertie pour

lesquels L appartient à la composante connexe neutre de t c’est à dire

pour lesquels Lh conserve l’orientation de l’espace et le sens du temps. .

On supposera aussi que la coordonnée temporelle est celle d’indice 0 . .

On écrira simplement p = p L = a + p Lh .
Considérons le mouvement d’une particule relativiste ayant une

masse au repos non nulle. Il sera commode pour nous de le représenter dans

le référentiel p par un couple (t, w) d’un élément de R (l’instant ini-

tial) et d’une application de R dans R3, le mouvement proprement dit
ayant pour image dans E par p l’application s r- w(t + s ) de [0,+ 

dans R3.

La particule ayant une masse non nulle, , sa vitesse est toujours

strictement inférieure à celle de la lumière : : une manière confortable d’ex-

primer cela est d’imposer à w d’être sur tout intervalle compact I de R+, ,
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une fonction lipschitzienne de zapport aI 1 . (En fait dans ce paragraphe

on n’utilisera que l’hypothèse moins forte : l’application w est lipschi-

tzienne de rapport 1 et telle que )J)(t))1 presque partout pour la mesure

de Lebesgue ).

Pour fixer les idées et travailler sur des fonctions partout dé-

finies, nous définirons le 3 vecteur vitesse w(t) comme la dérivée à droite

là où elle existe et 0 aux points t où elle n’existe pas.
dt+

Comment se représente le mouvement dans le référentiel p = p L ?

En fonction du temps écoulé dans l’hor~loge H représenté par le

paramètre t , le mouvement est représenté par le 4-vecteur 

+ où le nouvel instant initial t est déterminé par

(t~~(o)) =r’(t~(o)). ~

Il dépend donc de to et de cu(0) . La fonction cp est strictement croissan-

te continue et nulle pour t = 0, telle que lim = + CI) comme on le
L

démontrera plus loin.

désigne la fonction réciproque de cp- , le mouvement est

décrit dans le référentiel d’inertie p par le couple (3) = 

où tf a été défini plus haut et où 03C9L est l’application

s ~> ~Js)) . .

On a des considérations analogues pour les vitesses . Il est avan-

tageux de caractériser la vitesse, non pas au moyen du 3 - vecteur de composan-

tes (i = 1,2,3) mais au moyen du 4 - vecteur de composantes.

(4) indice 0 : (1 - I~ ~(t)Il2) - 1~2 ~ indice i =1,2,3 : 

qui appartient à la nappe d’hyper bolotde

~ _ ~x E R~ ) I x = xo>0 , 2 (x~ +x2 +x3) = 1~
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Ce 4 - vecteur est appelé la 4 - vitesse de la trajectoire à l’ins-

tant t + t. On le désignera par w(t) et ses coordonnées par

03C9(t)i (i=1,2,3)

L’intérêt de ce 4 - vecteur tient au fait suivant : : à l’instant

t + t de l’horloge H, , la 4 -vitesse de la trajectoire dans le référentiel

d’inertie p est

03C9L(t) = L-1h(03C9(t))

et la trajectoire de la 4 - vitesse dans le référentiel d’inertie p est

l’application s -~ W L (~L(s.)) . . Une autre manière de décrire la trajectoire

qui jouera un grand rôle dans la suite, consiste à la paramétrer par son

temps propre. Le temps propre de la particule w est le temps indiqué par

une horloge entraînée par la particule en mouvement. .

Si l’on place dans le référentiel p , , le temps propre à l’instant

t + t est
o

(5 ) ~ (S)~~ ) 2 1~2 dS
0

où ch est le 3 - vecteur vitesse.

C’est aussi T(t,W) = J t ( ( )°) _ 1 ds est la composante
o

temporelle de la 4 - vitesse de la particule w .

Comme oo est lipschitzienne de rapport  1 sur tout intervalle

compact , l’application Tw est une fonction strictement croissante de t

mais il n’est pas exclu que la vitesse de la particule se rapproche de plus

en plus de celle de la lumière de telle sorte que la limite

(6) C(M) = lim T (t) = lim T(t,w)

soit finie.
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Soit alors jw l’application définie par

j w (Q) = -103C9 (o) si 03C3 ~ [0, 03B6(03C9)[

et lvn jw(Q) = j03C9(03B6-) = + °°

03C303B6(03C9)

Paramétrons au moyen du temps propre la trajectoire de la 4 - vi-

tesse ce qui nous donne l’application à valeurs dans la nappe d’hyperboloide de ?~

(7) W ; : T ~---> (M)(JjT)) . ~

C’est une fonction borélienne à valeurs dans 2( définie sur [0, la

première coordonnée est 2 1 sur [o,C((t))[ mais le fait que le module de

Lipschitz de w soit  1 sur tout intervalle compact de R+ entraîne

que W est bornée sur tout compact de [0, ~(w)[ .

De plus

T

; ds = jw (T) si T  ~(w)
0

T

et lim J 
T 

wo(s) ds = (D
o 

w

T 

Inversement, , si W est une fonction à valeurs dans 2( , , borélienne

bornée sur tout intervalle compact de son intervalle de définition [0, 6(~)C

et telle que

T

(8j lim S (W°(s)) ds = + co la formule

T_’~(w) 0

T  ~(w)

(9) ) = ) + ~ ~hw(t) W1(s)ds Ci = 1,2,3) ) définit bien
o
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une fonction lipschitzienne de rapport 1 1 sur tout intervalle compact de

R+ à valeurs dans R 3 si hw est l’application réciproque de l’application

j w : : ~ 0 , ~ ( w) ~ ~ R+ définie par

T

j w(T ) _ ,~ ( s ) ) J ds .

De plus on a (03C9(h03C9(t))) = W( t) ) pour presque tout t E R+ , , l’appli-
cation hw étant alors le temps propre de w . .

L’avantage de cette représentation est le suivant : dans un référen-

tiel d’inertie p = p L la nouvelle fonction West tout simplement

( 10 ) W : : s t------> Lh~ (W ( s ) ) ~

Un résultat auxiliaire.

Reprenons la notation p = p L = a + p Lh . . Soit le 3 - vecteur

représentant dans le référentiel p , , la vitesse de translation du second

repère par rapport au premier. Comme d’habitude on notera , le module

II VL~ et Y la quantité ( 1 - 03B22L)-1/2 .
Nous désignons par 03C11 le référentiel d’inertie a + p ; ; nous dési-

gons par p2 un référentiel au repos par rapport à p et à p1 1 (on aura

donc H1 = H2) dont le repère R2 a même origine que R1 et son premier axe

de coordonnées dirigé suivant le vecteur vitesse de 03C11(VL).Nous désignons par

p le référentiel en repos par rapport à p tels que les axes de R3 co Inc i-

dent avec ceux de R2 à l’instant 0 (commun) des horloges H2 et H . * On

écrira

p1 = a + P (translation pure)

P~ = G p~ (rotation spatiale pure)

p3 = sa p2 (transformation de Lorentz spéciale)
L

p - G p~ (rotation spatiale pure) . .
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Les transformations G , , G, s L 
sont déterminées de manière unique si 0 . .

Ainsi .

Rappelons l’expression de s- .
’ 

= YL ( xo _ ~L x 1 )
( 11 ) > - x1 _ = >X2 _ = 

Une première conséquence de cette décomposition est le comporte-

ment de la fonction ~L rencontrée en introduction.

Les translations et les rotations spatiales n’altèrent pas cette

fonction la fonction c~ admet une représentation de la forme

(12) ~ ~L(t) - ’ ~(t)-oj(0)>)

où la forme linéaire a (projection sur le premier axe du repère a une

norme égale à 1 . . _

Comme 1 et ou est lipschitzienne de rapport S 1 on trouve

aussitôt que c~L est strictement croissante et que sa limite à l’infini est

+ co . .

Nous allons maintenant examiner de quelle manière varie, , en fonction

de L (parcourant le groupe de Poincaré 1 ) le couple

représentant le mouvement dans le référentiel p = p L . .

LEMME 1. - Soit f un élément de C (R4 X 2! ) ) et soit .

Pour tout couple (to, w) posons

(13) u ((to~ w) ~f ) 
0
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. Alors la fonction sur le groupe de Poincaré JC à valeurs réelles :

(14) L h""’~ u~ ( L ~1 (t 0 ~w) ~ f ) )

est dans c(~). ~

Démonstration.

1) Continuité.

Il suffit de vérifier la continuité de cette application au point

I de  . En utilisant comme paramètre le temps t écoulé dans le référen-

tiel d’inertie "fixe" p [d’est à dire la coordonnée d’indice 0 dans R4~

(15) > u~‘ (L 1(t , w),f) _ ~f(L 1(t +t, 
o

Lorsque L tend vers l’élément neutre I de ~C , , ~L tend vers

0 et YL tend vers 1 ; l’application D étant lipschitzienne de rapport

S 1 , pour L assez prés de I on a 2 s ~L(t)S 2 pour tout t et donc

(formule (12)).

Cela permet de majorer uniformément en L (assez voisin de I) )

l’intégrale de N à + ~ (pour id assez grand) et il nous suffit de mon-

trer que sur [0,N] .

lim L-1 (t + t , w(t ) ) _ (t + t, w(t ) )

lim Lh1 (cu (t)) - (u(t)
L~I

lim ~2 ( t ) _   
L~I

lim cp’ ( t ) = 1.
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Tout ceci est trivial et prouve la continuité de l’application

définie par la formule (14) du lemme 1, § 1 par application du théorème de

convergence dominée de Lebesgue.

2) Comportement à l’infini. .

On notera ici f((t,x),x) la fonction f sur R4 x u .

. On peut se borner au cas ou f est continue à support compact

comprise entre 0 et 1. .

On fait la remarque suivante : : L’ensemble

est compact dans le groupe de Poincaré pour tout M E ~1,~~ , . Il suffit

par conséquent de montrer que lim u ~(L _ 1{t ,w) t) = 0 dans chacun des

deux cas suivants : 

°

A) + ex), r ~L " ~ ’ .

CAS A

Nous majorons f par une fonction h(t,x) comprise entre 0 et

1 continue à support compact sur R4 .

Nous écrivons u03BB (L 1 
03C9) ; h) dans le repère p = L p , , soit

~o 

h (tLo + s , 03C9L (s ) ) e-
03BB sds

Pour montrer que cela tend vers 0 lorsque L s’éloigne à l’in-

fini de la manière indiquée, il suffit de montrer cela pour l’intégrale étendue

à un intervalle fini [O,N] où N est choisi assez grand.

Or la fonction s ~ (tô + s , u~(s ) ) ) est lipschitzienne (dans R4

muni de la norme euclidienne) de rapport au plus (1+a 1=a)1/2 (car 03B2L s a  1 ).
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Sur l’ intervalle [0,N] le graphe de la fonction s -~ + s , , (s ) ) ) est

contenu dans la boule ( to’ L OL(0)) et de rayon (1+a 1-a)1/2 N . . Mais cette

boule s’éloigne à l’infini car son rayon est fixe et son centre

- c~ + Lh1 (to, , s’éloigne à l’infini. Elle finit donc par ne plus ren-

contrer le support de h et on a le résultat cherché.

CAS B

Nous majorons f par une fonction h comprise entre 0 et 1

continue à support compact sur 2( ; puis nous majorons celle-ci par une fonc-

tion de la forme ) ne dépendant que de la première coordonnée sur ?~

k étant continue à support compact sur R comprise entre 0 et 1 . Nous

prenons u~ sous la forme (15) : :

(16) [’ k((L h (cu(t)))o)e ~ ~L(t) 
0

Comme tend vers 1, , nous pouvons supposer SL ~ 0 et utiliser

la forme de Lh rencontrée plus haut. °

L’action de G ne modifie pas les composants d’indice 0 sur la

fonction cpL qui intervient dans une composante temporelle. L’intégrale est

donc la même que pour s~G . . Pour évaluer celle-ci nous pouvons supposer que
w(o) = 0 puisque les termes de translation n’interviennent pas. . Alors cp.
est donnée par la formule

(17) ~L(t) l = YL(t - ~L a~ w(t) >)

où la forme linéaire a sur R3 de norme 1 dépend de G. . La composante

d’indice 0 de la 4 - vitesse s’écrit alors

(18) YL(1 - ~L a~ wtt) > )
~1 - il 2

où est ici la 3 - vitesse
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Choisissons N > 0 fixe. La composante temporelle de la 4 - vitesse

est le produit d’une quantité bornée intérieurement sur [o,N] , (du fait que

w est lipschitzienne sur [O,N ] de rapport  1) , par yL qui tend vers

Par conséquent elle tend uniformément vers et comme k est à sup-

port compact, la fonction intégrée finit par être identiquement nulle du

[0,N] . D’autre part la mesure positive )

est de masse t sur R et la masse de l’intervalle [N, , est

~ e-~~(N) _ ~ e-h YL(N- ~L ar ~(N)>) S -IIw(N) Il)

Elle tend bien vers 0 lorsque L tend vers l’infini dans les con-

ditions indiquées et le lemme est établi.
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§ 2. PROCESSUS RELATIVISTES

RAPPELS. - PROCESSUS PRESQUE MARKOVIENS.

Nous laissons de côté pour l’instant la cinématique relativiste,

et nous considérons un espace d’états E localement compact à base dénom-

brable. Nous nous donnons sur cet espace une résolvante markovienne (V ) ,
qui transforme les fonctions boréliennes en fonctions boréliennes. Nous sup-

poserons qu’elle satisfait à la condition de continuité faible suivante (en-

traînant qu’elle sépare les points de E )

(19) lim pVf=f si 
p "~

La méthode exposée dans l’article fMeyerJ [2] ou Walsh ~1~ nous

montre que E peut être plongé, de manière naturelle comme espace mesurable,

non comme espace topologique J dans un espace compact E métrisable, muni d’une

résolvante de Ray Vp markovienne induisant Vp sur E, tel en outre que E soit

dense dans E , et que la résolvante V sépare È . Nous noterons c l’algèbre

(séparable) de fonctions boréliennes sur E formé des restrictions à E des 
’

fonctions de C (È J .

Considérons maintenant un processus (Zt) à valeurs dans E pro-

gressivement mesurable par rapport à une famille de tribus (F ) . . Nous dirons

que ce processus est presque markovien, avec résolvante (V ), si pour pres-
que tout t on a

ce

o 
p.s.

(p > 0 , On peut en fait choisir un ensemble de mesure nulle 1’1

indépendant de p et f, et alors la relation vaut aussi pour f borélienne

bornée, en particulier 



94

On en déduit que les processus (p ~ ]0, ~[, f6c)

toe-psfoZsds + e-ptVp(Zt,f)

sont, , pour t~N , des martingales. . Utilisant la théorie de Walsh [2], et le

fait que les Vpf (f E ç) séparent E , , et sont continues sur E , , nous

voyons que le processus à valeurs dans E

Yt = Zt+ = lim ess Zt

existe, est continu à droite et pourvu de limites à gauche, markovien avec

(pt)-le semi-groupe associé à la résolvante de Ray - comme s.g. de transition,
par rapport à la famille (Ft+), , et enfin que Yt = Zt p.s. pour presque tout

t . . Autrement dit, , un processus presque markovien n’est rien d’autre qu’un

processus obtenu en modifiant un vrai processus markovien, de manière arbi-

traire sur un ensemble de mesure nulle.

Nous avons développé tout cela pour parvenir aux résultats sui-

vants si T est un temps d’arrêt de la famille (Jt+) on a pour presque

tout t ~ + t - Y T + t (Théorème de Fubini), donc le processus ZT + t est

presque markovien avec la même résolvante. De même soit (At) une fonction-

nelle addition continue strictement croissante de la forme

t

At = J h o Zs ds ( h positive borélienne bornée sur E )
o

Nous supposerons pour simplifier que A ~ _ Soit (ï ) le

changement de temps inverse de (At) : : on sait que le processus y est
markovien et on a d’autre part

E[~oI{Z S T S ids i 
= Ei 

S }dAs] 
= °

(en fait, on n’utilise pas la forme explicite de A mais seulement le fait
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qu’elle est absolument continue par rapport à la mesure de Lebesgue). Donc

le processus ZT est encore presque markovien. On peut écrire sa résol-
s

vante

(20) 
0 

f o Zu dAu]

Processus Relativistes.

Désignons par Q l’ensemble de toutes les applications w de

R + dans R3 qui sont lipschitziennes de rapport  1 sur tout intervalle

compact. Nous poserons w(t) = X t(w) et nous munirons Q de la plus pe-

tite tribu rendant mesurables les applications X t de Q dans R3 tribu

que nous noterons 9 .

Nous travaillerons également sur l’espace muni de la

tribu ~(~tjX ~ : si est un élément de 0 nous conviendrons de poser
= to’ °

Un mouvement aléatoire relativiste est(intuitivemen un phénomène

aléatoire qui, pour chaque référentiel d’inertie donné, se présente

comme un processus stochastique ordinaire dont les trajectoires sont des mou-

vements relativistes possibles. Autrement dit, pour chaque référentiel d’iner-

tie p, on se donne une loi Pp de probabilité sur Q : c’est le processus

résultant de l’observation du mouvement aléatoire dans le référentiel d’iner-

tie p considérée. Ces lois sont soumises à une condition de compatibilité

qu’on va expliciter .

Considérons un second référentiel d’inertie p = p L ; nous avons

défini au § 1 une application de Q dans lui-même

(to,03C9)~L-1(to,03C9) = (tLo,03C9L)

Cette application sera notée tout naturellement L 1 , elle est
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mesurable et on peut donc considérer pour toute mesure P sur 0, la me-

sure image L ~ o P. . Notre condition de compatibilité s’écrit alors : :

(21) P p pour tout L et tout référentiel d’inertie p . .

Pour déterminer le mouvement aléatoire, il suffit bien entendu de se donner

P pour un référentiel p . On notera le rôle de l’instant initial : : si le

processus commence à l’instant 0 dans un référentiel donné, mais sa répar-

tition initiale n’est pas ponctuelle, alors dans un autre référentiel les

mouvements commenceront à un instant aléatoire. La situation est donc un

un peu plus compliquée que dans le cas "non relativiste" .

Avec la définition que nous avons prise pour la 3 - vitesse et la

4 - vitesse, au § 1 , , nous pouvons considérer les variables aléatoires Xt sur

3 ~
Q à valeurs dans la boule unité ouverte de R ou les variables Xt sur

Q à valeurs dans 2( . .

Il s’agit là d’une définition artificielle, qui permet seulement
. 

de faire du processus ou (t) un processus partout défini progressi-

vement mesurable par rapport à la famille de tribus naturelle

~t = ?(T , X ; ; s~t) rendue continue à droite ou (la famille ? analogue

sur 03A9 ) mais seules les fonctionnelles du processus (Xt) dépendant seule-

ment de la trajectoire auront une signification intrinsèque.

Processus markoviens relativistes.

Il est bien connu que les processus markoviens classiques présentent

rarement des trajectoires continues et encore plus rarement des trajectoires

différentielles. Etant donné le caractère négatif de cette remarque qui dit

qu’une certaine direction de recherche n’est pas intéressante, affirmation con-

£irmée par une étude plus détaillée de Dudley, nous nous dirigerons tout de
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suite vers la situation intéressante.

Nous allons rechercher des processus relativistes (XL) , , non pas
L

tels que le processus (Xt), observé dans un référentiel d’inertie quelconque

soit un processus de Markov ordinaire (puisque cela ne conduirait à rien d’in-

téressant), mais tels que le cou~le observé dans un référentiel

d’inertie quelconque, présente un caractère markovien au sens ordinaire. Bien

entendu, le ’’temps’’ est celui du référentiel d’ inertie d’observation. Cepen-

dant le processus (Xt) n’étant pas défini de manière naturelle pour tous les

t, , le caractère markovien sera en fait un caractère presque markovien.

Pour chaque référentiel d’inert ie p donnons nous une application

(x,v) ’2014* de R4 X ’lA dans l’ensemble des mesures de probabilité sur

n . . Cette application doit être mesurable. . Nous posons si f est une fonc-

tion borélienne positive sur E = IR4 x u

V03BB03C1((x,v);f) = E(x,v)03C1[oe-03BBtf(to+t, Xt,t)dt]

Nous exigeons que les noyaux forment une résolvante satisfaisant

en outre à la condition de continuité faible : :

( 19 ) lim 

et que le processus soit, pour toute loi P ’ , , un pro -
cessus presque markovien admettant cette résolvante (Vp) et la loi initia-

le e . Il est maintenant très facile de vérifier, compte tenu de ce que
nous avons dit plus haut sur les processus presque markoviens et leurs chan-

gements de temps, que si l’on se place dans un repère p = Lp et si l’on

définit

(22; 
~ 

o 
}

P 
p
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Ces nouvelles mesures possèdent encore les mêmes propriétés (ré-

solvante, caractère presque markovien...) Cessant de faire jouer un rôle

privilégié à p , , on peut dire qu’un processus de Markov relativiste est une

famille de mesures de probabilité sur  satisafaisant

pour chaque référentiel d’inertie p aux conditions ci-dessus et à la con-

dition de compatibilité (22) . . ,

Processus homogènes relativistes.

Il faut remarquer qu’il n’y a pas d’homogénéité temporelle séparée

dans le cas relativiste.

Nous allons maintenant borner notre étude (toujours en suivant

Dudley) au processus relativistes qui possèdent une homogénéité complète

par rapport au groupe de Lorentz : : ceux qui correspondent aux processus à

accroissements indépendants dans le cas classique.

Fixons un référentiel d’inertie p et deux points (x,v), (x’,v’)

de Il existe un élément unique du groupe de Poincaré .t , , soit L, ,

tel que L(x,v) = (x’,v’).

La condition d’homogénéité est alors la suivante

(23) 
P(x’,v’)03C1 = L o P(x,v)03C1

Si cette condition d’homogénéité a lieu dans le repère p, , elle

a lieu dans tous les repères. Elle est donc intrinsèque.

Vérification.

Soit p = p M . Nous avons d’une part

’ o- (22 ) 

M-1 o PML(x,v)03C1 
(23) 

M
-1
ML

0

(22 ) (23 J
D’autre part

L o PÎX’V~ - LM LM ~M o 
p ~22 ) J ° ~23 ) J ~

C’est bien la même chose ! !
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Fixons alors p ,(x,v) et utilisons le lemme 1 ~1 . .

Si f E Co (R4 X ) la fonction (14) est continue et tend vers 0 à l’infini

sur le groupe de Poincaré pour tout (t , w) E 0 . . Intégrant par rapport à

P(x,v)03C1 
.nous obtenons par convergence dominée que

(x,u) ~ EL(x,v)03C1[u03BB(to,03C9;t)] = E(x,v)03C1[u03BB(L(to ,03C9); t)]

est continue et tend vers 0 à l’infini sur R4 X . Autrement dit, , nous

avons une résolvante fellérienne faiblement continue sur R4 X 2( , , dans tout

repère p. . Il est bien connu qu’une telle résolvante est associée à un

semi-groupe de Feller.

Il est bien connu aussi que pour toute loi initiale, un processus

presque markovien admettant cette résolvante et cette mesure initiale admet

une modification essentielle continue à droite et pouvue de limites à gauche

(aussi borné sur tout intervalle compact)

’ 

(t 0 + t , Xt (w), Xt (u)) ) modifié en (t o + t, ’ X+(w), t X t +(w) )

Or Xt est continu donc X et la propriété indiquée signi-

fie tout simplement que la fonction X t est égale presque partout à une fonc-

tion continue à droite et pourvue de limites à gauche. Revenant à la défini-

tion de X 
t 
on voit que pour presque tout w la dérivée à droite 

existe (pour tout t ) et est une fonction de t continue à droite et pour-

vue de limites à gauche.

Désormais nous restreindrons donc Q à l’ensemble des applications

de R+ dans Q lipschitziennes de rapport 1 1 sur tout intervalle compact,

partout dérivable s à droite#ont la dérivée à droite est continue à droite et

pourvue de limites à gauche .

On va maintenant étudier les processus de manière plus approfondie.
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§ 3 . Changement de temps associé au temps propre et caractérisation
des processus markoviens relativistes homogènes.

Nous rencontrerons dans ce paragraphe la situation suivante :

Soient M~ et M2 deux espaces localement compacts à base dénom-

brable et G un groupe localement compact à base dénombrable opérant conti-

nuement, transitivement et librement sur M1 . On définit alors l’action de

G sur l’espace topologique E = M1 XM en posant

g(x1 ,x2) = x2j pour tout couple M2 . °

Il est clair que de cette manière l’opération de G sur E

possède les mêmes propriétés que celles qui sont associées à l’opération de

G sur M1.
De manière naturelle, G opère sur Co(F) et si f E Co(F) on

appellera fg l’élément de Co(E) défini par

= f(g.x) ou encore on posera

T 
g 
f(x) ~ f(g ~, x)

On dira qu’un opérateur linéaire continu V de Co(E) est in-

variant par l’action de G si pour tout g’E G et tout f E Co(E)

Tg V£ = Y Tgf ou de manière équivalente si

(V(fg) )g_1 _ V f . o

On a alors la proposition suivante (triviale pour l’essentiel mais

destinée à éviter des circonlocutions dans la suite).
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PROPOSITION 3.1’ - Soit une famille résolvante d’opérateurs bornés

positifs sur C o CE) invariants par G.

Alors

1) Pour tout p > 0 l’opérateur U se prolonge de manière unique

en un opérateur borné positif de Co(M2) identifié à un sous-espace de

dans Co(E) et si f E Co(M2j l’application partielle

x2 
’2014~ U p f(xl,x2) est dans Co(M2) pour tout x1 E M .

2) Si x1 est fixé dans M1 et si on pose pour p>O et f E Co(M2)

Vpx1 f _ on définit une famille résolvante d’opérateurs bornés

positifs sur Co(E) indépendante de x1 E M1 et notée 
.

Démonstration :

1; Soit E N 
une suite croissante de fonctions de telle

que

lim 1 pour tout 

Soit Alors appartient à Co(E J puur tout entier n ~ N

et de plus

(2’~ si 

La suite est croissante et simplement bornée sur E donc conver-

gente mais comme d’après le théorème de Dini, E ~ converge uniformément

vers 1 sur tout compact de E, la suite converge vers

~Up~(Co(E),Co (E)) et donc encore par le théorème de Dini, uniformément sur

tout compact de E.

L’inégalité (24J montre que la suite converge uni-

formément sur tout compact de E d’après ce qu’on vient de dire. Si on appelle

Upf la limite de cette suite (ce qui a un sens car cette limite est in-
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dépendante de la suite !cpnJn E N choisie J, on voit donc que Upf E J et de

plus l’inégalité (24J montre que

s 

Le prolongement Up ainsi défini est un opérateur borné de dans

Co (E J et 

J,C 0 (E J J 
- 

0 
(E J,C 0 (E J j 

~ Il est alors clair que

si f E Cx (M2 J, pour tout l’application x2 ~ J ECo (M2 J. La
conclusion cherchée résulte alors de la densité de C x(M2J dans Co(M2) pour

la topologie de la convergence uniforme sur M2 .

2j Soient x et x’ deux points de M~ ; il existe un élément g E G

tel que g.x = x’ et donc g(x,yJ = (x’ ,y~ pour tout y E M2 d’après la fa-

çon dont on a défini l’opération de G sur E . Alors si f E Co(M2)
= U P f (~r ~ ) _ (Up(f g ~ ) )g(x, . ) .

Donc

.) =Vxf .
Le fait que la famille d’opérateurs bornés positifs

sur Co(M2) ainsi définie soit une famille résolvante est alors trivial.

Reprenons maintenant l’étude des processus de Markov relativistes

homogènes définis antérieurement.

Un tel processus est la donnée de

X (Xt,t ), etc...)

où les P(x’vJ sont des mesures de probabilités usur  associées à un réfé-
P

rentiel d’inertie p et où Xt est le 4-vecteur vitesse "à droite" associé à Xt.
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/"---
+ dXt

Notons qu’en général on n’a pas Xt = j 
.

L’application (t ,w)..... ,. (w) = SBtoCW»-1 ds de P. X Ô dans R définit
o

une fonctionnelle additive continue, parfaite, strictement croissante, adaptée

du processus (/k , lÙ ) , On va étudier la résol vante du processus changé de

temps par rapport à cette fonctionnelle additive c’est-à-dire étudier l’évo-

lution du processus par rapport au temps propre de la particule.

~

Pour tout w E Q , posons

j a,wJ = j03C3(03C9) = si a E 10, «wJl

j (03B6-(03C9)) = + ce = lim j (a,w j = j ( = + ce

a - Ç(wJ
J Ç!wJ

On a alors la

~ pPROPOSITION 3.2. - La résolvante dU processus change de temps (x j ’ x j ) - est
£ellérienne. ° 

Démonstration.

So i t £ (R~ x N > . on a :

vf£x ,v> = iJ’e~ ~ " £ 1,« , 1, > d « i1B p 
o JC;]a

et ceci s’écrit encore vf£ x , v > = f(t ,t) ).h(t )dt i où on

a posé h(v) = (v° )-1/2 pour v E l/ .

On a 0  h(v )  1 pour v E N .

Donc, , si " 
~g dés igne la projection canonique de R~ x t/ sur 2/ ,

le nombre inf h(v) > 0 o
v ~03C0( supp £ J

Alors sur l’ensemble (Xt,t) E supp £ .
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Par conséquent

|Vp03BB f (xn) Î s [e-03BB03B1ft|f(Xt, t) Idtp 
o 

t t

et le terme de droite de cette inégalité n’est autre que

> 

( (f ~ ) (x,v) et on sait que la résolvante (U~)~> C

est fellérienne. Par conséquent (x,v lim J 
= 0 . .

IR4x u

Considérons pour ?t > 0 et f~C(R4xu) la fonction sur n à
K

valeurs réelles définie par

V ( 03C9;f) = 03BB03B6(03C9)e-03BB03C3f(03C9(j03C3), w(jQ) )d03C3
0

où on désigne par w(jQ) ) le 4 - vecteur "position" de la particule w à

l’instant t 
o 
+ j 

Q 
(cu) et par ) le 4 -vecteur "vitesse à droite" de la

particule w au même ins t ant .

Mais si on pose Q(w) = cu(j j ) alors ) = (w) et par conséquent

V (w; f) =  
r 

WQ+ . (w))do . .
0

Alors l’application du groupe de Poincaré L dans R définie par

L ~ v~ (L-1w ; f ) ) est cont inue .

I1 suffit comme dans la démonstration du lemme (1.1) ) de vérifier

la continuité de cette application au point I de .~ . .

F~ utilisant le temps propre du repère p on peut écrire

V (L - 1 w,f) _ ~ . = ~L(w) e -~~L~°) Lh . 1 ( w )) cp ’ L( ) Q cla
0

Comme l’application L ~ L 1(x,v) est continue de  dans
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R ~. et que f est continue il suffit de voir que

lim ~L(cu) _ 

car ce qui a été vu dans le lemme (1.1) permet de conclure .

Or, la définition du temps propre montre que c’est un invariant du

groupe de Poincaré, c’est-à-dire que si L E ~,

= T(t,w) pour tout 

et par suite ( est un invariant de ce groupe, c’est-à-dire que si

= on = ~ (w j pour tout 

La démonstration de la proposition 3.2 est achevée.

Dans la suite on appellera K le groupe S0~3J, qui est un sous

groupe maximal compact de = h . On notera |K) l’ensemble des

mesures de Radon positives de masse totale inférieure à l’unité sur ! qui sont

biinvariantes par K .

DEFINITION 3.1.- Un semi-groupe de convolution de mesures de’ 

... - 

CT o’~ + 
2014201420142014201420142014201420142014

est de type (HJ si lim o _ ( au sens de la convergence vague

des mesures où m est la mesure de Haar °

THEOREME 3.1.- Soit , M X 2(, J; (X ,X J J J un processus de Markov rel a-THEOREME 3.1.- Soit t (n, J, p t t un processus de Markov rela-
tiviste homogène tel que §= +ce p.s. (notations du § 1 ~6JJ. Il existe un unique

semi-groupe de convolution de mesures de type 
.. 

(Hj tel que si f

appartient à on ait pour tout point v de 

quel que soit le point x de où W représente la quadrivitesse du proces-
sus paramétrée dans le temps propre.



106

Réciproquement tout semi-groupe de convolution (~,?~Q ‘ ~ de mesures
’ 

+

de type (HJ définit un unique processus de Markov relativiste homogène dont le

semi-groupe de la quadrivitesse du processus paramétrée dans le temps propre ..

est donné par = f ~ ~,Q où f appartient à et tel que ~_ p.s. .

Démonstration.

Soit ) un processus de Markov relativiste homogène sur

M issu de (x,v) . . En utilisant la proposition (3.2) on voit que l’appli-

cation f ~ [ ~ e ~ af(W )da ~ définit pour tout ~ > 0 un opérateur

borné positif 

P 

039303C103BB,x sur C o () . La famille > p 
est d’ailleurs une

famille résolvante d’opérateurs bornés positifs de Co(?~) . Comme le sous-

groupe de  constitué par les translations de R4 opère sur R4 X 2( par

g(x,v) = (gx,v) la famille résolvante définie plus haut est indépendante de

x E R4 . Enfin elle est faiblement continue comme cela résulte aisément des

définitions données au § 2 .

Par suite , il existe un semi-groupe d’opérateurs sous markoviens

(P 03C103C3 )v E R 
+ 

sur Co() faiblement continu qui possède en outre la propriété

suivante :

(PQ.T g f ) (v) = ’t ) pour tout v E R+ , , tout f E Co ~2( ) )

tout g et tout v E H

il existe un semi-groupe E R de
+

mesures de (~~ [ ~h~~) tel que

v 
* f = Pp v f pour f E C 

o 
J et v E R . + .

De plus lim * f = f et comme K laisse 2( invariant ceci

montre que  converge faiblement lorsque Q tend vers 0 vers la mesure de
0

Haar de K , soit ~K est un sous-groupe compact maximal de n J.
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La réciproque provient du fait que le processus admettant

~x v comme loi initiale est déterminé trajectoire par trajectoire quand on

connaît la trajectoire de la 4-vitesse à droite mesurée dans le temps propre.

(Relation (9 J § 1 ~.
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~11~ PARTIE)

PRINCIPE COMPLET DU MAXIMUM ET LAPLACIENS GENERALISES SUR

LES ESPACES RIEMANNIENS SYMETRIQUES DE TYPE NON COMPACT

Le but de ce travail est d’établir une bijection entre les distributions

appelées "Laplaciens généralisés", sur un espace riemannien symétrique de type non

compact et les noyaux de Hunt invariants sur cet espace. Nous donnons en outre une re-

présentation intégrale des Laplaciens généralisés qui étend la formule de Lévy

Ihintchine et qui prend une forme particulièrement simple dans le cas d’un espace

riemannien symétrique de type non compact irréductible.

§ 1 . FORMULE DE LEVY KHINTCHINE POUR LES LAPLACIENS

GENERALISES.

aJ Définitions et Notations.

Soit X un espace riemannien symétrique de type non compact : il est

bien connu (Helgason [1] p. 1~3-174j que X est un espace homogène G/K où 

est une paire riemannienne symétrique. Soit un opérateur sur X possédant

les propriétés suivantes :

1 J Le domaine A de l’opérateur A contient l’espace espa-

ce des fonctions réelles indéfiniment différentiables sur X à support compact.

2 J L’opérateur vérifie le principe du maximum positif : : si f

est un élément de ,9~(XJ et si la fonction f atteint son maximum (nécessairement

positif ou nul) au point x de X alors est négatif ou nul.

3 J L’opérateur est invariant par l’action de G : soit 

l’espace vectoriel des fonctions réelles définies sur X ; pour tout élément g de G
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on note T g l’endomorphisme définie par = p(ur tout f

élément et tout point x de X. . La condition d’invariance de l’opérateur

(JJ A ,A) par l’action de G se traduit de la façon suivante : :

Pour tout gEG, le domaine A de l’opérateur A est stable par l’endomor-

phisme Tg de et pour tout élément t de ,~A on a : A Tgf = T A f . .

Soit (DA,AJ un opérateur sur X vérifiant les propriétés précédentes ; ;

dans ces conditions, il existe sur X une distribution T vérifiant les propriétés

suivantes : :

1 J Pour toute fonction (p élément de (On considère

ici la fonction 03C6 comme fonction sur G, , invariante à droite par l’action de K ,

de même que la distribution T est envisagée comme distribution sur G biinvariante

par l’action de K J.

2j Soit 0 l’image de l’élément neutre e de G par l’application

c anoni que TT : : G H .

Alors si cp est une fonction de atteignant son maximum au

point 0, , le nombre  > est négatif ou nul.

Ceci nous conduit à poser les définitions suivantes : :

DEFINITION 1.1. Soient X une variété différentielle de dimension réelle n , , non

compacte et w un point de X. . On appellera C 
w 

le cône convexe saillant de

sommet 0 des fonctions de qui atteignent leur maximum au point w. .

DEFINITION 2.2.- Soient X une variété différentiable de dimension réelle n, , non

compacte, et T une distribution réelle sur X . . On dira que T est un laplacien

généralisé par rapport à un point ~u de X si le nombre  > est négatif ou

nul pour toute fonction 03C6 du cône C . .

b J Représentation intégrale des Laplaciens généralisés.

Dans la suite, X désigne jusqu’à nouvel ordre une variété différentiable

de dimension réelle n, non compacte..

PROPOSITION 1.1.- Soit T un Laplacien généralisé sur X par rapport à un point CI)
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de X. ~ Alor La restriction de T au complémentaire de est une mesure de

Radon positive bornée au voisinage de l’infini notée J  . .

Démonstration : ° . Soit ~ une fonction de , positive et nulle sur un voisinage

de w. . Alors ~ appartient 
. 

à (- CwJ et par définition de T, ,  C ce qui

montre que la restriction de T au complémentaire de se prolonge en une mesure

de Radon positive qu’on appellera p . Pour voir que ~ est bornée au voisinage de

l’infini sur X choisissons une fonction g de telle que g(wJ= 1,0~g~1

et dont le support soit contenu dans V w où Vw est un voisinage de tu relativement

compact dans X. ° Soit f une fonction de , positive, dont le support soit

disjoint de celui de g. . Posons M = sup et appelons h la fonction de -~X; J
~ EX

définie par

h = Mg + f . .

Alors on a : :

pour tout, E X

Par suite, la fonction h appartient à C et il en résulte : :
cu

 T,h > ~ 0 . .

Comme on a

T,h >=MT,g>+T,f >

on voit que

T,f > s T,-g >, sup f(~)
~ EX

et ceci achève la proposition.

LEMME 1.1.- Soit E l’espace vectoriel réel engendré par le cône . Alors

Ew = 

Démonstration : ’ Appelons F~ l’espace vectoriel réel . Il est

clair que l’espace vectoriel E 
m 

est un sous-espace de F 
ay 

.

Soit f un élément de F . . Soit (U,6J une carte locale autour de w. .

Il existe un voisinage compact V w de 03C9 une fonction j3 de J telle que

= 1 si ~ appartient à , dont le support soit contenu dans l’ouvert U et

une fonction y de strictement positive sur supp , telle que, de plus



111

= pour tout point x de e(v ).

Alors la fonction est bornée et à support compact.

En effet, cette fonction est continue dans le complémentaire de w et

et si C est un point de V alors

039303C9,f

est un nombre positif ou nul ne dépendant que de w et de f comme cela résulte de

l’appartenance de la fonction f à Fw et de la formule de Taylor.

Le fait que le support de soit compact résulte de sa défini-

tion. En conséquence, il existe un nombre réel positif ou nul ne dépendant que

de w et de f tel que : :

ys0 .

Posons y. .

Il est clair que la fonction 03C61 appartient à et comme

= 0, il en résulte que ~1 appartient à C . .
Si on pose , il résulte des définitions de 03B2 et y

que Cf’2 appartient à Cw- Cw et par suite, la fonction f appartient à E w car

f = ~1+ CP2 . Le lemme est démontré.

Soit cp une fonction de C . . Définissons la distribution réelle T 
ç

sur X p ar la formule : :

T - e

Alors, si f est une fonction de .8~(Xj et si f est positive on a : :

~ 

 T~,f>=  

car la fonction appartient clairement à C . .
u~

Par conséquent la distribution se prolonge à C K (X; en une mesure

de Radon positive appelée 03C6.

A la proposition 1.1, on a démontré que la restriction de T au complé-

mentaire de cu est une mesure positive p . Ce qui précède et la définition de 
V

montrent que, pour toute fonction cp appartenant à Cw , , il existe un nombre réel
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négatif ou nul noté tel que l’on puisse écrire:

w~ 
= + (~~u’J J- cp). ~ . .

Propriétés élémentaires de l’application G de Cw dans ~ : m H 

La définition de l’application G de Cw dans IR_ montre aussi tôt

Qu’elle vérifie les propriétés suivantes:

1J Pour tout nombre réel positif ~ et pour toute fonction c~ de C
on a :
- 

2 J Pour tout couple 03C61, 03C62 de fonctions de Cw on a

G( 03C62) = G( 03C61 j+G( cp2 J.

L’application G se prolonge donc â E w en une forme linéaire notée encore G .

On a alors la proposition suivante:

PROPOSITION 1.2.- La forme linéaire G sur E~~ se prolonge à en un Lapla-

cien généralisé par rapport à w .

Démonstration: Soient (U, 8 J une carte locale au point cu J1s js une
suite de n fonctions de J telles que si x est un point de 03B8(U) J on ait

.(6 
1 

(xJJ = x. pour j = 1,...,n .~J J

Soit f un élément de et définissons la fonction gf de J par la for-

mule 
n

f = E gf ~
j=1 

J J

dans laquelle les applications (~,,) ~ j = 1, ... , n J définissent une base de

l’espace tangent à X au point w .

On voit aussitôt que gf appartient à l’espace vectoriel Ew (Lemme 1.1j

Posons G(f J = G(gf) . La définition de  entraîne aussitôt que cette

application est une forme linéaire sur R(X) 1 qui coïncide avec G sur E03C9

D’autre part, la Proposition 1.1 permet d’affirmer que la mesure de

Radon 03C6 est, pour toute fonction 03C6 élément de C03C9, une mesure bornée sur X

et par suite le nombre  T,1 > est bien défini.
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On peut écrire pour toute fonction 03C6 de C : :

03C6,1>=(03C6(03C9)-03C6).T,1>= 03C6(03C9)T,1>- T, cp > . .

Donc~~ 

 w~,1>=-~(~l+ 

Donc  T. cp > = ~p(u);T,1>+ .

Par suite, si f est une fonction de 

 T. gr> = 
XB~w~ 

.

D’après la définition du prolongement ? de G à ,~~(Xj, on peut écrire
que si ’ 

P [f(03B6-f(03C9)- Xjf(03C9)03C6j(03B6)]d (03B6)

Posons alors

 T, cpj> - ~,j , pour j = 1, ... , n ;  T,1 > _ ~, 0 .

Si on appelle T~’ l’application de dans ~ suivante :

f ~ J P Xjf(03C9)03C6j(03B6)]d (03B6) ,

le fait que XB{03C9} X’(W) +m (où y est l’application introduite dans la dé-

monstration du Lemme 1.1J entraîne que T~ est une distribution.

D’autre part, il est clair que

T = o a +  j ~03B4{03C9} ~xj +  + T  et par suite ? est une dis-

tribution sur X. . Comme = G(cpj s 0 pour toute fonction 03C6 appartenant à

C , , on voit que la distribution ? est un Laplacien généralisé sur X par rapport

à w ce qui achève la démonstration .

On va étudier de façon plus précise la distribution G . Notons d’abord

que si cp est une fonction de , ne dépend que du germe de cp au

point w. .

En effet, si 03C61 et 03C62 sont deux éléments de qui coïncident sur
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un voisinage de w et si f est un élément de à support contenu dans ce

voisinage il est clair que  T, (03C61- 03C62 ).f>B= ,(03C61- 03C62)f>=0 d’après la Proposi-

tion 1.1. .

Comme (D~’- est une fonction de Ew on peut écrire

 f(p - cp2 ?.~+~~- cp2 J~,’f > en utilisant la défi-

nition de G sur E et il en résulte que = .

Par conséquent le support de la distribution ? est réduit au point (w).

On va montrer maintenant que la distribution G est une distribution d’ordre deux

sur X. e

Appelons H(XJ l’espace de Banach des fonctions f deux fois continû-

ment différentiables sur X telles que

(i,j = 1,...,n;, ,

muni de la norme : :
n n

= sup If I + E 
1 sup |Xjf| ( + E 

* 1 
.

On a alors la

PROPOSITION 1.3.- Soit T un Laplacien généralisé sur X par rapport à w . . Alors

T se prolonge en une forme linéaire continue sur H(X}.

Démonstration : : Soient une carte locale au point w et u une fonction de

telle que = 

1+ ,E n1 pour tout point c appartenant à un voisinage

compact V de uj contenu dans l’ouvert U, , telle que de plus on ait : : 1

pour tout point Ç appartenant au complémentaire de {03C9} dans X. .

Soit f un élément de ; alors, avec les notations de la propo-

sition 1.-2 , , définissons la fonction kf appartenant à par la formule : :

f = u+ E + kf .

Alors on voit que

et = 0 pour j = 1,...,n .

Posons 03BB (f) = sup kf 1-
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A l’aide d’un développement de Taylor au voisinage de w de kf on voit

que l’application À de dans R est une semi-norme continue sur 

pour la topologie induite par la norme de .

Pour toute fonction f de ,~~(X j , , définissons la fonction 

~ 

hf de

par la formule h f a(f l.u + e.kf où ~ = sgn  T,kf>.
Alors

I s ~(f lu(~l+l~(f 1 (1-u(~11=~(f 1=hf(u~l . .

Par conséquent hf appartient à Cw et par conséquent on peut écrire

Ceci implique, compte tenu de la définition de la fonction hf ’ , l’inégalité suivante :

~(f j  T,u>+ 1  

Par suite, dans les mêmes conditions :

f  T , k f > ( s~(flT,-u>. .

Mais de la définition de la fonction kf et de la continuité de la semi-norme À

sur muni de la topologie induite par la norme de H(Xl , , on déduit qu’il

existe un nombre réel positif ou nul, a , tel que : :

1  pour toute fonction f de .

Ceci achève notre démonstration.

Il résulte de tout ceci que la distribution ? étant un Laplacien géné-

ralisé sur X par rapport à ao , , c’est en fait une distribution d’ordre 2 sur X

dont le support est réduit au point {(u) comme on l’a vu plus haut.

Par suite on peut écrire l’expression suivante du Laplacien généralisé

Z :
n

ff = c + E by j 03B4{03C9} + ij 03B4{03C9}

où les coefficients c, , , (aij J1 s i, j S n sont réels, , où les applications

£ ~ Xjf(wJ définies sur à valeurs réelles, , (j = 1,...,nl, , constituent une

base de l’espace tangent à X au point oo et enfin, où on a posé
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 j ôj j,£>= X.£(wJ pour tout £ élément de et tout j = 1,...,n .

Remarquons d’ailleurs que dans l’expression précédente, la matrice

(a.. J . , peut être prise symétrique car les crochets [X.,X.]=X.X.- X.X.
lJ 1  1,J  n 1 J 

" 

1 J J 1

sont des combinaisons linéaires des (X. )1~i~ n 
et peuvent être intégrés dans le

terme linéaire du développement du Laplacien généralisé G que l’on vient d’écrire.

Voici alors le principal résultat de ce paragraphe :

THEOREME 1,1.- Soit T un Laplacien généralisé sur X par rapport au point w

de X Soient (U EJ une carte locale au point w et y une £onction de IR (XJ

telle que 03B3(03B8-1(x)) = Z si xE E(V J où V 
UJ 

est un voisinage relativement
1=1 

~ ~ "

compact de m contenu dans U .

Alors il existe: :

aj Une mesure de Radon positive sur X (w) soit j telle ue

j  m et qui est bornée au voisinage de l’infini sur X .
X’ÎW)

bj Un nombre réel négatif ou nul et, , et une sui te (03B3j)1~j~n de

n nombres réels

cJ Une matrice réelle d’ordre n symétrique semi définie positive

notée (a.. )1~ i,j~n , tels que pour toute fonction m de IR(X) on puisse écrire :
- ij 

--- - 

. -

T,03C6> = et 

1 ~03C6* ~xj (0) +  aij ~203C6* ~xi~xj (0)

+ ’x, +~’i ,

pour tout système 0 = (xj)1~j, de coordonnées locales au point fi . On a osé
. j 

~~Î= ~po 0~~ . Les fonctions ~p. ont été définies au cours du § 1 .

J

Démonstration: : Il s’agit essentiellement de prouver, compte tenu de l’étude menée

antérieurement, que le nombre et est négatif ou nul et que la matrice (a..J~ ..’ iJ 

est semi définie positive. Nous savons que le nombre  T,1>= 03B1 ; mais par ailleurs

il existe une sui te croissante de fonctions (03C6n)n~N de IR (XJ 1 telle que

lJ la fonction appartienne à C03C9 pour tout entier n .

2J pour tout n~N, il existe un voisinage V (i,,J de v tel que pour
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tout point’ appartenant à on = 1 . .

3 J pour tout entier n, OS 1 sur X et lim 
m 

= 1 pour tout

point ( de X . . Alors  T,1 > =  T, ~pn>+  T,1-~ > + ( 1-~n( .

Mais le nombre  T, est négatif ou nul pour tout entier n et par

application du Théorème de Lebesgue : on peut écrire lim  T,1-nn > = 0.

Donc a = lim  > et par conséquent le nombre réel a est négatifn

ou nul. D’autre part , soit’ une fonction de classe C2 sur X , , contenu dans

H(XJ, telle que de plus on ait

= X.f(wJ = 0 (i= 1,...,nJ

= 2 (i= 1,...,nJ et 0

si et que 03C8 soit strictement positive sur X {03C9}.

Donnons une 
n 

suite de nombres réels et soit f une fonction

de valant E sur une carte locale (U,9j au point w et qui~ 
i=1 

~ ~

de plus est positive sur X . . Alors la fonction (-fj appartient à C et il en
c~

est de même des fonctions fn définies par :

(-f J exp (-n pour tout entier nE ~1

Alors, comme  est un Laplacien généralisé, on a

 G, fn > S 0 pour tout entier n . .

Mais  
J aXJ 

( 0 ) = 0 et  

1 
( 0 ) = -sij03BB

1 J

Comme lim fp(wj = 0 il en résulte que
p -. ~ 

~

lim  G,f >_ - 
i  K n 

s 0 et

Ceci achève de démontrer le théorème.

COROLLAIRE 1.1.Soit X un espace riemannien symétrique de dimension réelle n (stric-

tement supérieur à 1J irréductible de type non compact et soit T un Laplacien gé-

néralisé sur X ar rapport à 0 = n(eJ, invariant par rapport à l’action à gauche

de x sur X . .

Alors si £ est une fonction de on peut écrire: :
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 T,f>= a A f(Oj-8f(OJ+ j 

où a et 03B2 sont deux nombres réels positifs ou nuls, Q est le Laplacien

de X et où ~, est une mesure de Radon positive sur invariante par W

(groupe de Weyl de Gj et telle que

AB{0}|a|2 1+|a|2 d (a)+~

expression dans laquelle on a noté I.~ ( la métrique sur C~ associée à la forme

de Mlling B de Q (algèbre de Lie de G j.

Si ~AN désigne la décomposition d’Iwasawa de b , , on a noté f la fonction définie

sur A par l’expression

f(k a k Jd k d k ’ où d k désigne la mesu-

re de Haar normalisée du sous-groupe compact l de G). .

Démonstration : : Montrons d’abord que, dans le cas.où X est un espace riemannien

symétrique de type non compact irréductible la matrice 
.. s n 

est définie
ij Sl., Js; n

positive si elle n’est pas nulle. Soit Q l’algèbre de Lie de G sur IR. Soit

une décomposition de Cartan de Q (Helgason [1]) et soit F la forme quadra-

tique définie sur Po X .

n

où les désignent

une base de Po (qu’on peut identifier en tant qu’espace vectoriel à l’espace tan-

gent à X au point 0 = n( e j j. .

Le noyau de la forme quadratique F est un sous-espace vectoriel de ô
invariant par l’action de et conme l’espace X est irréductible deux cas

seulement sont possibles : : F est identiquement nulle où Ker F = {0}. Le seul cas

qui nous intéresse .est celui où F = t0}. La matrice n 
est alors

définie positive et définit un opérateur elliptique d’ordre 2 sur X. . Cet opéra-

teur est de la forme DQ avec les notations de Helgason ([1J, , p. 395j où Q est une

forme quadratique sur ~ invariante par l’action de (p. 30~j, et comme l’es-

pace X est irréductible, Q est proportionnelle à la restriction de la forme de

Xilling de Q à m. L’opérateur DQ est donc proportionnel. au Laplacien - Beltrami
dé l’espace X .
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D’autre part on va montrer que si la fonction f appartient à alors

= 0 .

Sinon il existerait un opérateur différentiel linéaire du premier ordre

non nul sur X invariant par l’action de K et toujours d’après Helgason ~1~ p. 395J

il serait de la forme DL où L est une forme linéaire sur m invariante par

. Comme X est irréductible il en résulte que L est identiquement nu~e

(si dim m > 1 ce qu’on a supposée.

Donc, pour toute fonction f de .6 (X j on a d = 0 . . Alors,

d’après le théorème 1.1 et ce qu’on vient de voir il existe deux nombres réels po-

sitifs or et S et il existe une mesure de Radon positive 1 sur X (0) tels que

 T,f>= 03B10394f (0)-03B2 f (0)+XB(0) [f (x)-f (0)]d 1(x)

pour toute fonction f appartenant à IR(X) car si le Laplacien généralisé T

est invariant à gauche par l’action de K, il est clair que  T,f > _  T,f~ > pour

toute fonction f de . De plus, la mesure ~ vérifie les propriétés énnn-

cées au théorème 1.1. Comme il y a un isomorphisme entre l’espace des fonctions con-

tinues à support compact sur X invariantes par l’action à gauche de K sur G

et l’espace des fonctions continues et à support compact sur G invariantes par W,

il existe une unique mesure positive ~, sur AB (0) invariante par ~~l telie que

pour toute fonction f de on ait : :

 T,£ > = 03B10394f(0)-03B2f(0)+ j’ AB{0} [f (a J f 
La mesure  possède en outre les propriétés héritées de 1 . Si 1.1 désigne la
distance sur G associée à la forme de Iilling de Q alors

AB{0} |a|21+|a|2 d (a)  + ~
§ 2 . . Intégrabilité du semi-groupe de Feller invariant associé à un Laplacien

généralisé sur un espace riemannien symétrique de type non compact.

Soit X un espace riemannien symétrique de type non compact. D’après
un Théorème de Hunt Th. 5.1. j, on sait que, étant donné un opérateur (A,A)
commutant à l’action de G sur X, associé à un Laplacien généralisé par rapport
à 0 sur X dans les conditions définies au § 1 aJ de la IIe Partie, il existe un
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semi groupe de Feller sur X admettant comme générateur infini-

tésimal. De plus, chaque opérateur P du semi groupe commute à l’action de G sur

X et par conséquent il existe une mesure de Radon positive 03C3 sur G, de

masse totale au plus égale à 1 , invariante à gauche par l’action de K telle que

pour tout point x de X, , et toute fonction f de Co(X j , , 
pour toute fonction f de C (X;. Par ailleurs, il est clair que la famille

mesures sur G, > biinvariantes par l’action de Y , > ainsi définie est

un semi-groupe de convolution.

On a alors le

THEOREME 2.1.- Soit X = G/t un espace riemannien symétrique de type non compact

Soit un semi groupe de convolution de mesures de Radon positives sur G

et de masse total au plus égale à 1 , biinvariantes par l’action de K sur G . .

Alors si 
0 

n’est pas le semi groupe trivial, le semi groupe 

d’opérateurs sur Co(X j défini par P f = f ~ ~,Q est intégrable.

(C’est-à-dire que la f onct ion Vf déf inie par

Vf = dQ a pp artient à Co(X j pour toute fonction f de Cx(X j). En
outre le noyau V ainsi défini satisfait au principe complet du maximum.

Démonstration : : On dégage d’abord le lemme suivant : :

LEMME 2.1.- Soit ~ une mesure de probabilité sur G biinvariante par K telle

r~ (mesure de Haar normalisée de Si pour toute fonction

f de l’opérateur P est un- opérateur borné de tel que !IP II  1.

Démonstration : : Rappelons que, d’après Helgason ([2], p. 15, on peut définir la

transformée de Fourier f d’une fonction f de par la formule

f (03BB,b) = 
X 

f(x j exp ( -i 03BB+ 03C1)(A(x,b))dx .

D’autre part, si  est une mesure de Radon bornée, sur G, , biinvariante par l’ac-

tion de I, la transformée de Fourier ~, de la mesure p. est la fonction continue

bornée sur Ao définie par ~,(J~ j = .

De plus, l’application f ~ f se prolonge en une isométrie de L2(XJ
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sur . Dans ces conditions, , considérons une fonction f

de L2(XJ. On peut écrire les inégalités suivantes :

!~f ~ 4~~~2 = ~~f . I~~~2 S ~ 

Donc IIP II s . D’ autre part, d’après le résultat d’Harish-Chandra

sur les fonctions sphériques cité dans Helgason (~1~, p. 428J on peut écrire pour

tout point À de Ao = L . Pour tout point À de Ao, ,

on a donc, dans les conditions du Lemme

exP(-pl(H(xkJJdk 

Par suite

!!~L=~~ - ~

Mais l’ensemble H = {x E = 1~ est un sous-groupe d’après l ’équation fonc-

tionnelle des fonctions sphériques sur X et un sous-groupe est compact car les

fonctions sphériques tendent vers 0 à l’infini d’après un résultat d’Harish Chandra

(~1~ ; ; Théorème 2, , p. . 585;. . Par conséquent, , comme = 1 et comme K est un

sous-groupe compact maximal de G, , H = {0~ et ~,(oJ  1 . Le lemme est démontré.

Si 
o 

est un semi-groupe de convolution de mesures de Radon po-

sitives, de masse totale au plus égale à 1, , biinvariantes par K et si on pose

P03C3f = f * 03C3 pour toute fonction f de et si la famille {P03C3}
03C3 ~0 n’est

pas le semi-groupe trivial il existe un nombre réel strictement positif oo tel

que I (~,o ~ mK J ; ; alors d’après le Lemme 2.1 on a ~I  1 et il existe

un nombre strictement positif Ci tel que 03C30 (0J = avec .

Alors 

~P03C3~ ~ 03C3(0) = (03C30 (0))
03C3/03C30 

= e-03B103C3
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et par suite J ! (p IdQ ~1 03B1 ~f~22 pour toute fonction de 

Mais (P f,f j J = u. (( f * f J J. Donc
7 cr 

’

pour fEL2(XJ

Mais si f est une fonction de C (X j , f est majorée en module par une fonction

de la forme où g app art ient à et il en résulte que

~0| 03C3(f)|d03C3 ~ ~0 | 03C3(g*g)|d03C3  ~.

Par conséquent, , il existe une mesure de Radon positive* 
° 

x sur G biinvariante par

r , intégrale vague de la famille { 03C3}03C3~0 .
Donc A = ~0 03C3 d03C3 .

Or si f est une fonction de la fonction est continue

sur X et comme la fonction f est majorée en module par une fonction de la

forme f 1 ~ f 2 où f 
1 

et f 2 sont des éléments de la fonction f ~ rs est ma-

jorée en module par la fonction f1* f2 * A qui appartient à CoiXJ ) comme produit

de convolution de deux éléments (f l et f2*A ) de L2(X).
Par suite la fonction est dans , Co(X J et la fonction Vf qui

n’est autre que f * x appartient à pour toute fonction f de .

Le noyau V vérifie le principe complet du maximum car il achève une

résolvante sous markovienne d’opérateurs de . (Meyer [1J p.235, , chap. . 9J.

COROLLAIRE 2.1.- Soit X un espace riemannien symétrique de type non compact.

Soit un opérateur non nul sur X satisfaisant aux conditions

du § 1. a J. 
’

Alors il existe un unique semi-groupe de Feller non trivial 

sur invariant par l’action de G et . intégrable, admettant comme

générateur infinitésimal.

Démonstration : : L’existence et l’unicité d’un semi-groupe de Feller non trivial in-

variant par l’action de G, Z C , 
sur Co(X J admettant (,$A, A J pour générateur

infinitésimal sont assurées par les résultats de Hunt ~1~ et le fait que, 
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est supposé non nul. Le Corollaire résulte alors de l’application du Théorème 2.1.

§ 3 . . Noyaux de Hunt invariants et Laplaciens généralisés sur un espace riemannien

symétrique de type non compact.

Soit X un espace riemannien symétrique de type non compact.

Soit V un noyau invariant par l’action de G tel que de plus l’image

par V de C soit contenue dans et que V satisfasse au principe complet

du maximum (Voir Meyer ~1~ p. 250j.

Supposons que V soit distinct de 0 . Existe-t-il un opérateur 

sur X vérifiant les hypothèses du § 1 aJ qui soit générateur infinitésimal d’un

semi-groupe de Feller tel que V = ~0P03C3d03C3 ?
La réponse à cette question fait l’objet du

THEOREME 3.1.- Soit X un espace riemannien symétrique de type non compact. Soit V

un noyau non nul invariant par l’action de ~ possédant les propriétés suivantes :

a J Pour toute fonction f de C ~ (X J , , la fonction Vf appartient

à C (x J.

bJ Le no au V satisfait au principe complet du maximum. Alors il

existe un unique semi-groupe de Feller non trivial, invariant par l’action de
_ 

~ 
-

u n et intégrable sur X tel que V = P ~ de .

Démonstration : ’ Soit V un noyau non nul sur X satisfaisant aux conditions du

Théorème 3.1.

D’après le Théorème 11 p. 257 [Meyer r11~, il existe une unique résol-

vante sous markovienne sur X telle que lim V~f = Vf pour toute
~> 

fonction f de C x (X) et constituée par des noyaux continus tendant vers 0 à

l’infini. Les opérateurs V~ sont invariants par l’action de G par construction

et par conséquent il existe une mesure de Radon positive v sur X et une famille

résolvante de mesures de Radon positives sur X telles que l’on ait :
+

Pour toute fonction f de Cx (Xl. ,

: 

[ 
Vf = f ~ ~, et = f ~ ~,~
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j =  (au sens de la topologie o- (?7? (X;,C./X;;
03BB>0

et 
~ ~

03BBd 03BB(x) ~ 1 pour tout nombre B de R .

La dernière condition montre que l’ensemble (B est borné dans 

pour la topologie et il existe donc une suite nombres

réels strictement positifs, telle que lim X = +00 et une mesure de Radon positive
k-*c. 

"

bornée 6 sur X telles que lim B. ~ = 0 (au sens de la topologie
" :le

et que 1 .

Soit B un réel strictement positif.

L’équation résolvante permet d’écrire:

B~’B"’’B~’B
pour tout entier k . Donc

~B- ~ ~ = ~k B* B ’

Soit f une fonction de Cy (X;

Alors ~(~~- ~.(~ ~ = ~ ~~ ~~ ~
Mais la fonction f*M. 

IB.k 
est dans C (X; pour tout entier k et

comme J P 03BB)(x) ~ 1 , il en résulte que

lim ~(f*~ ; = lim B~ f*~ . À):le " 

Donc

f*e=iim f~~-~~r~~ ~*(B~~~~+~ ’~0153 
" ~B~ ~~ " ~~

Car

~~ X;=~

Par conséquent e(f; = lim (~+ B;~ + (f; pour toute fonction de

k~~

C.. (X; et ceci prouve que 6 = lim (B + 03BB) (03BB +03BB) 
au sens de la convergence vague

k "co 
~ ~ï: 
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des mesures sur X , quel que soit le nombre réel strictement positif B . .

Reprenons l’équation résolvante :

~ f ( ~+ ~ ) 
= Àk 

Donc

~ - ~(X~ U 
= ( ~+ ~ j ~,~ ~ ~- ~ ~,~~’ ~ ( ~ k + ~ J

En passant à la limite quand k tend vers l’infini on a pour tout nombre réel

strictement positif B

~,~=w~~ 8
On remarque alors qu’on vient de démontrer le fait suivant : pour tout point adhé-

rent v de l’ensemble (À 03BB)03BB>0 quand À tend vers l’infini pour la topologie

de la convergence vague des mesures sur X et pour tout nombre réel strictement

positif B on peut écrire :

w~ _ ~,~ ~ v .

Donc en utilisant ces égalités et en passant à la limite suivant des suites de réels

strictement positifs convenablement choisies :

v = v*v .

Mais le théorème [Parthasarathy ~1~, théorème 3.1 p. 621 permet d’affirmer que, con-

sidérée comme mesure sur G, la mesure v a pour support un sous-groupe compact de G.

Comme les mesures ~,~ sont, comme mesures sur G , biinvariantes par l’action de

K , il en est de même de v. Mais K est un sous groupe compact maximal de G et

par suite v est ou bien la mesure de Haar de K (j ou bien la mesu-

re 0 . Mais ce dernier cas est exclu car les égalités précédentes entraîneraient

que V = 0 .

Par suite, l’ensemble t1 ~,~~~ ~ C possède un unique point adhérent quand

À tend vers l’infini pour la topologie de la convergence vague des mesures sur X

à savoir la mesure de Haar de K , 

On vient donc de prouver que

lim À VÀf(xl = f(x; pour toute fonction f de C (Xj

et tout point x de X .
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Le Théorème de Hille-Yoshida montre alors qu’il existe un unique semi-groupe de

Feller {P03C3} 0 Z 0 d’opérateurs sur C 0 (XJ tel que V03BB= ~0 e-03BB03C3 P d03C3 pour tout

nombre B strictement positif. Les opérateurs de ce semi-groupe sont évidemment in-

variants par l’action de G et comme ~PQ~~ Z 0 n’est pas le semi-groupe trivial

il résulte du Théorème 2.2 que V = 1,~ P do- . Le Théorème est ainsi complètement
.JQ 0

démontré.

En conclusion, les résultats des paragraphes 2 et 3 montrent qu’il

existe une bijection entre d’une part les opérateurs sur X satisfaisant

aux conditions du Corollaire 2.1 et les noyaux V sur X satisfaisant aux condi-

tions du Théorème 1.

Enfin, on remarque que la situation d’un espace riemannien symétrique

de type non compact est essentiellement différente de celle des espaces euclidiens.

En effet pour tout n entier il existe sur l’espace euclidien de dimension n des

semi-groupes de Feller invariants par le groupe des déplacements qui ne sont pas in-

tégrables. En particulier pour n = 1, le semi-groupe de la translation n’est pas in-

tégrable, pour n = 2, le semi-groupe de Gauss n’est pas intégrable.
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APPENDICE

On rassemble ici quelques résultats élémentaires de géométrie qui

interviennent dans le développement qui précède : :

A. Les groupes 0(1,n) et SO(1,n)

Soit n un entier ~ 1 et Q la forme quadratique non dégénérée

sur Rn+1 de signature (1,n) telle que la base canonique B = 
i sn 

de

soit réduite par rapport à Q. .

DEFINITION 0.1. - On appelle 0(1,n) le groupe des endomorphismes réguliers

de laissant invariante la forme quadratique Q. .

On appelle SO(1,n) le sous-groupe des éléments de 0(1,n) dont

le déterminant est égal à + 1 .

THEOREME 0. - 1 [ ] Soit G un groupe topologique localement compact à

base dénombrable et X un G - espace homogène localement compact à base dénom-

brable. Alors si K est un sous-groupe d’isotropie d’un point x EX dans G , ,

l’application canonique a: -~ X est un homéomorphisme.

PROPOSITION 0.1. - Soit le sous-groupe de 0(l,n) constitué des

endomorphismes A de 0(1,n) tels que dét A = + 1 et que aoo ~ 1 (par rap-

port à la base canonique de Rn+1). Alors SO (1,n) est la composante neutre

de 0(1,n).

Démonstration.

Soit 2( le sous-espace de défini par



128

{ x = (xo ’ ’ xn ) ~ Rn+1 Î xo > 0 ’ x2o - x21 -... - x2n = 1}
Montrons fi es t connexe :

Soi t x E l/ ; il existe tER tel que x = ch t et alors

x2i = . Donc si t # 0 le point ( ) E Sn-1 . Soit alors

CI’ l’application de dans M définie par

ç(t ,y) = (ch t , sh t y) .

La remarque qui précède montre que ç est surjective. Comme elle est continue,

il en résulte que  est connexe .

D’autre part le groupe d’isotropie du vecteur e E N dans So (ip)
o o

est le sous-groupe des endomorphismes H de qui s ’ écrivent dans la

base canonique B de R~~~ sous la forme

1 0e e e e e e e 0

H = .

I B~ 0 . 
où B E SO(n) (groupe spécial orthogonal) et d’après le théorème 0, 1 , le

groupe sa (1 ,n)/50(n) est connexe car homéomorphe à N .
o

Comme le groupe 50(n) est connexe on en déduit la connexité de 50~(1 ,n) .
Soit G (n) la composante neutre de 0(1 ,n) . L’image de G (n)

o o

par l’application y : 0(1 ,n) - (-1 ,1) X (]- ce, -1] U [ 1 , +oe i ) où Y(A) =

(dét A, a ) est connexe et contient le point (i , i ) . Par suite G (n) est
oo o

contenu dans et ceci montre que 50~(1 ,n) est la composante neutre

de 0(1 ,n) .

B . Décompos it ion de 50~ ( 1 , n ) en éléments simples. .

DEFINITION 0.2. - Soient E un espace vectoriel réel de dimension nà 2 ,
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Q une forme quadratique non dégénérée de signature (p,q) et B = (el,...,en)
une base de E réduite relativement à Q. .

. On dira qu’un endomorphisme V de E est une rotation euclidienne

élémentaire relativement à B si V est une rotation et s’il existe deux élé-

ments distincts i et j de l’intervalle [1,p] ou de l’intervalle [p+1,n]

tels que pour tout élément différents de i et j on ait = e . k
Lorsque 0  p  n , , on dira qu’un endomorphisme V de E est une

rotation lorentzienne élémentaire relativement à B si V est une rotation

orthochrone et s’il existe un élément i de [1,p] et un élément j de

~ p + 1,n] tels que , pour tout élément k de ( ,n] distincts de i et j , ,

= ek .

PROPOSITION 0.2. - 1) ) Si V est une rotation euclidienne élémentaire relative-

ment à B il existe des entiers distincts i,j de [l,pj ou de [p+1,n]

et un nombre réel 6 tels que V soit égal à l’endomorphisme Rij(6) défini

par : 

-

(ek) = ek si k ~ i et k ~ j

[R..(6)] (e.) = cos a e . + sin03B8 e .

(ej) ) = sin03B8 e . + cos03B8 e .

2) Si V est une rotation lorentizienne élémentaire relativement à B

(0 p n) alors il existe des entiers distincts i et j (i E ~ 1,pJ , j E ~p +1,n J)
et un nombre réel cp tels que V soit égal à l’endomorphisme dé- fini

par :

(ek) = ek si et 

(e.) = ch03C6ei . + sh03C6ej
( e .) = sh . + 
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3) Tout élément de SOo(1,n) s’écrit comme produit d’au plus

n(n+2) 2 rotations élémentaires dont au plus une rotation lorentzienne élé-

mentaire.

Démonstration.

1) Si V est une rotation euclidienne élémentaire et si 03A6 est la

forme bilinéaire symétrique sur E X E associée à Q alors :

~ ~~) > = ~~V(ei) ~V(~) ~ _ ~ > = 0 si k ~ i et k ~ J

Ceci prouve que la restriction de V du sous-espace vectoriel de E engendré

par les vecteurs e. i et ej . est un endomorphisme de ce sous-espace et méme

une rotation euclidienne puisque V est une rotation de E . . On a alors

aussitôt le résultat annoncé dans ce cas.

2) ) Pour des raisons analogues , si V est une rotation lorentzienne

élémentaire on a

V(ei) ) = Jt i . e i +03BB j .e j . où i ~[ 1,p] et j ~[ p + 1,n]

V(ej) = i ei  + jej

Comme V est une rotation orthochrone on a le résultat annoncé en considérant

le système d’équations :

~i -l~2 = 1 ~ti~.-?~j~i . = 1 ~i>0

2j - 2i = 1 03BB
i

i = 03BB
j j 
.

3) On suppose maintenant que p =1 . . Soit f un vecteur de E tel

n

que =1 avec f = E a1 >0 .

Alors comme 03B121 = a2 +...+ an +1 il existe 03C6 E R tels que

03B11 = ch03C6 et par récurrence sur l’entier k on peut déterminer une suite
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e 2’’ " 9 k’ "’’ ~n-1 1 de nombres réels tels que

a1 = ch cp

a2 = sh 03C6 cos 92
a3 = sh cp sin SZ cos a3

Q’k = sch cp sin ~2 8k-1 cos bx

an = sh cp sin6 2 *

Soit R1 l’endomorphisme de E défini par

R1 = E’t2(~) Rn_1 ~n(8n-2 j... R2~3 (82). °

Il est immédiat que R1 E SOo(1,n-1 ) ) et transforme le vecteur e1
en le vecteur f. .

Soit maintenant S élément de SOo(1, n-1) ) 
nn

Posons = f1 . Il est clair que Q(f )=1 i et que si , , f = E aj e a,~ ~ j=1~ ~
est strictement positif.

L’endomorphisme V de E défini par V = SOR"~ 1 est dans

SOo (1, n-1) et conserve le vecteur f2 (R1 est construit à partir de f1 1
comme indiqué en début de ce paragraphe). . On peut donc associer à V de

façon biunivoque un élément de SO(n-1). . De plus il existe un unique vecteur

f2 EE tel que S(e2) = V(f2).
Or ~(s(e2),s(e1))= ~(e2,e1)=0= ~ (s(e2),f2) _

~(v(f2~~ ’ v(f1 )) _ ~(f2~f1)
n

et par suite si f2 = E alors P = 0 et 03A3 03B22j =1 . .
j=2

Procédant par récurrence on voit que s s’écrit comme produit de

(n-1) +...+ 1 = 
n n-1 

rotations élémentaires dont au plus une rotation
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lorentzienne élémentaire ce qui achève la démonstration.

Remarques. - a) La proposition s’étend aus formes quadratiques de signature

(p(q) ; ; alors toute rotation se décomposera en au plus 
n n-1 rotations

élémentaires dont au plus p rotations lorentziennes élémentaires; ; la démons-

tration suit la même démarche que ce qui précède.

b) On a établi dans la proposition précédente un résultat qui est

utilisé dans la démonstration du lemme [ ] et qui a été démontré dans le

cas de SOo(1,3) pour des arguments de cinématique.
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