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Université de Strasbourg

Séminaire de Probabilités

CONSTRUCTION de PROCESSUS de MARKOV sur R"

par Pierre PRIOURET

1. INTRODUCTION.

Désignant par Cﬁ 1l'espace des fonctions de classe 02 a support

compact sur R? , on définit pour uECi , l'opérateur W,

(1) wu(x) = .Ejaij (x)Di’ju(x) +Z bi(x)Diu(x) + c(x)u(x)
+j {u(y) - ¥(|x-y]) (u(x)+ <y-x,7 (x)>}s(x,dy) = P(x) + s(x)
ol

la matrice (aij (x)) est non négative,

s(x,dy) est une mesure de Radon sur Rn-{x} telle que

- xeyl?
J s(x,dy) < 4>,

1+| x—yI 2

- Y est une fonction de classe C~ telle que Y(y) =1 si
IYIS1 1Y(Y)=O si IYIZQ,

- Wi(x) = c(x) + I(‘l—‘f(lx—y[)s(x,dy)) <0.

On sait que les générateurs infinitésimaux des processus de Markov

sur Rd sont de la forme de W sur Ci

auquel on va s'intéresser ici est, W domnné (avec les hypothéses de régularité),

(voir par exemple [1]). Le probléme

de construire un processus de Markov de semi-groupe Pt tel que
> t
(2) quelle que soit uECk,Pu-—u==J P Wuds.
t 0 s

On va également établir 1l'unicité de ce processus.
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La méthode utilisée pour construire un tel processus est en général,
aprés Ito, celle des équations différentielles stochastiques (voir Skorokhod
[7], Maizenberg [6]). La méthode présentée ici est analytique, s'inspirant de
celle de [1] pour les variétés compactes ; on obtiendra également des rensei-
gnements sur la régularité des solutions du probléme de Dirichlet associé a
W . (Voir Maizenberg [5] pour un traitement du probléme de Dirichlet par les
équations différentielles stochastiques).Nous allons présenter ici les grandes

lignes de cette construction.

2. Soit U wun ouvert borné régulier (3U de classe 03 par exemple) et
O0<a<1 . Nous allons introduire quelques espaces de fonctions holdériennes
sur U (voir Friedman [4]).

On pose pour x€U , dx = dist(x,dU) , dx,y = inf(dx,dy) .

lal, = swp |g(x)| ,
x€U

g(x)-g(y)
lsly = lol, + sup J—-——;,—l- ,
X,y€EU !x—yl

|g|2+q = lg‘a +2|Digla +E|Di,jg|a , et pour m= 1,

m mea |g(x)-g(y)|
Iglm o = |d .gl@ + sup dx — =
! X, yE€U Y lx—yl

‘g‘0,2+d= Igld + leig‘1ya + lei,jg|21d ‘

On désigne par C¥(U) , 02+°'(U) , c™%() , CO’2+°I(U) les espaces
de fonctions pour lesquelles les sommes | la ’ | |2+a ’ | |m o’ | |O 24w
r ?

sont finies ; munis de ces normes, ce sont des espaces de Banach.

On va faire sur W =P + S les hypothéses suivantes :

(P1) a.. , b, , c sont de classe ¢¥ ; (a., ) est strictement ellip-
iJ i 1]

tique. On suppose une fois pour toute que s(x,dy) a une densité et on pose :
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(3) sya(x) = _fU {u(y)-¥(|x-y|)(u(x) +<y-x , Vu(x)>}s(x,y)dy)

et pour f borélienne a support compact ,

(4) 12(x) = [ £(3)]|x-y|s(x,y)ay
(5) T 3e(x) = [ 2(5) (5,02, () )s(x )y
Pour tout compact K on note LP(X) - 1Sp<io - 1'espace des

fonctions de P oa support inclus dans X .

On suppose :

(S1) Pour tout compact X 1l'opérateur T est continu de Lw(K) dans
loc *
(s2) Pour tout ouvert U régulier, 1l'opérateur SU est compact de

2+ %) nc(T) dans c2¥(U) .
Le reste de ce paragraphe est consacré a l'indication de conditions

suffisantes pour avoir (S1) - (82) . Soient,

(s'1) Il existe p,O0Sp<+®, tel que pour tout compact X , T est conti-

P
nu de LY(KX) dans Cgoc .

(s'2) Pour tout ouvert U régulier, S est continu de C2(ﬁ) dans

U
c(U) et envoie, pour un B>« , C2+B(U) dans CB(U) .
(s"1) I1 existe p, 0OSp<+® tel que pour tout compact K , et pour tout

i,j, 19 est continu de LP(K) dans d;.!oc .

On a alors,
PROPOSITION 1. - Les conditions (§'1) et (§'2) impliquent (s1) , (s2) .

L'idée de la démonstration est la suivante. L'hypothése (S5'2)
et les techniques d'interpolation développées dans [1] montrent que Sy

est compact de C2+a(U) dans ¢*(U) . Notant 9, une suite de fonctions
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c” a support compact dans U telle que Py t 1U ; on définit

sgu(x) = sy(@uw)(x) 5

on a alors facilement que SE

Enfin 1'hypothése (S'1) permet de montrer que, lorsque n—+« , les st

est compact de CO’2+Q(U)QC(I—J) dans CZ'Q(U) .

convergent vers S en norme d'opérateur, ce qui entrafne le résultat.
PROPOSITION 2. - La condition (S"1) implique (S51) et (s2) .

I1 suffit pour cela d'appliquer la formule de Taylor avec reste

intégral dans (3) et d'un peu de calculs.

3. Donnons un exemple de noyau vérifiant (s%2) .

Soit N(x,y) wune fonction borélienne positive sur R® x R® , som-

mable en y pour chaque y , localement bornée, et supposons,

(™) Quels que soient les compacts H, X , on a pour y€H, x, x' €K ,

[N(x,¥) - N(x',y)| sc(®,x) |x-x'|Y ;

N(x
n+2-4 '
B |x-y| w
a<inf(Y,2) et p>— .

alors s(x,y) = - 0<u<n - vérifie (8"2) pour tout

Soient donc H et KX des compacts et f une fonction & support dans

K , il s'agit de montrer

(s) ITi’jf(x)| < c1(K)“f"p,K pour tout x € H ;

(7) ITi’jf(x) - Ti’jf(x')lscz(H,K)"f"p le—x’la , pour tout x,x'€H .,
D'une part,
|t 3e(x)| = |f N ) (73 %) (r57x5) | x=y] "2 (v)ay]|

s et ([ Ixl “He(y)ay|
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< c} (K)"f"p,K{IK |x=y]| (—n+u)qdy} 1/q

ol -3;= 1-1 et on a le résultat cherché si (nwu)g<n i.e. %> 1—% ce
P

qui est le cas si 1<g___2_a_'
P n n

D'autre part, si on pose,
W (x,3) = N(x,y) (3;7%,) (7572, |9 7%,
on a, compte tenu de o <Y et de (N—-1) ’
N'(x,y) < Ca(H,K) ,x€H, y€EK,
Nt (x,y) - N (x',y)| = C4(H,K)|x—-x'|a , X,x' €H, y€XK,
on a alors pour x,x' € H,
|t Ie(x)-1t 98 (x)| = |f (0 Gy3) |y R E - e () | -y] ) 2(r) ay|

SD1+D2 ou

D, = J'K |5 (x,5)-N (x*,¥)| ~|X-Y|—n+p'_a.f(y)dy
< ¢ (1,0 [x=x'|* [} [x=y| " 2e(v)ay ,

= 0 (B0 xex |ell (e [x-] CPHaay) /e

s oy x|l

n n . .
DS — D —— — < .
car p p-2 m implique (n p+cv)q n

D, = Iy Nt (x',y) (| y-x] T T | yxt | T T ) e(y)ay]
et compte tenu de 1l'inégalité, x,x' € H, y €K
Hly-x] ™ =9y | ™ 7] <, (8,1) |xox* |*Lane(| yx] , | y-xr )} 4~ 2

b, = 0,8, x-x[¥5] ({y Tine(ly-x], |y NICm = 2953 Vs

< om0 x4, ¢
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car p> “_—na& implique que (-n-w+20)q <n .

Ceci montre les inégalités (6) et (7) .

Remarque : On peut également montrer directement que si s(x,y) est associé
comme ci-dessus 3 un noyau N(x,y) vérifiant (N1) alors les hypothéses

(s1) et (s2) sont satisfaites sans utiliser les propositions 1 et 2 .

5. Dans ce paragraphe, on fixe un ouvert U régulier (i.e. borné, connexe,
3 < os '
de classe C” ) et on suppose vérifiées (P1) , (51) et (S2) . D'abord,
un résultat qui nous sera utile A plusieurs reprises.
. -]
PROPOSITION 3. - §i £ € L (K) - X compact - h(x) = IUC s(x,z)£(z)dz

appartient a % (v) et |h|2 i Cxlflw .
’

Démonstration ¢ Il faut montrer :

(8) quel que soit x € U, Idih(x)l < C.|f|m
(9) quels que soient x,y € U, di"';lh(x)—h(y)l < C|x—y|a|f|w .
’

Pour (8) il suffit de remarquer que si x €U, z € U° , d =< | x-y|

a'od |n(x)| = IJ‘UC s(x,z)lx—zl2 _I%;Lzl Sd;2 'fuc s(x,z)|x-—z|2l£(z)|

-2
de . C.Ii-‘lma d'aprés (s.1) .

La démonstration de (9) est un peu Plus délicate mais se fait par le
méme principe.

On va définir & partir de W un nouvel opérateur de CQ(U) dans U

par
(10) Vyf(x) = Puf(x) + s,£(x) , £€c®(v) , x€U;

ol S, est défini par (3) et ot
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(11) Pg(x) = Za;; (x)D; ;£(x) + Ebj (x)D;2(x) + " (x)2(x)
avec

(12) bg(x) = bi(x) - IUC Y(lx—z|)(zi—xi)s(x,z)dz
(13) c[il(x) = o(x) - IUC Y(lx—zl)s(x,z)dz .

Par une démonstration analogue & celle de la proposition 3 , on

établit facilement la
U 1,a 2,a
PROPOSITION 4. - On a b; €C (v) , c € c'%(V) .

Si u¢€ C(ﬁ) , on note You la restriction de u & 23U ; d'aprés
des résultats de Dougl is-Niremberg [3] (voir également Friedman [4]), on a

le théoréme suivant :

THEOREME 5. - Si a;; € ) , bg € c"¥() , c € c>¥U) alors 1'applica-

o o
tion u- (PUn,Y u) est un isomorphisme de 00'2+a(U)ﬂC(U) sur

c?%(y) x c(U) .

Considérons maintenant 1'application de CO,2+01(U) Nc(U) dans
Cz’a(U) x c(dU) , u- (wuu,‘You) = (PUu,You) +(SUu,O) ; c'est la somme d'une
application d'indice zéro d'aprés le théoréme 5 et d'une application compacte
d'aprés (S2) ; elle est donc d'indice O . Pour montrer que c'est un isomor-
phisme des espaces considérés, il suffit de montrer qu'elle est injective.
Ceci est une conséquence du principe du maximum de W, et plus précisément

i)

des lemmes suivants (rappelons qu'on a supposé U connexe).

LEMME 1. - Si u € CZ(U)nC(I_I) et si WUu(x) 20 pour x €U, alors si u

atteint un maximum 2 0 en Xq €U, u est constante.

La démonstration de ce lemme est assez longue mais & peu prés sem-
blable (sous des hypothdses cependant un peu différentes) a celle du théoréme

VII, chapitre I de [1] .
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Du lemme 1, on déduit de fagon classique le

— o
LEMME 2. - Soit uGCEnC(U) telle que wu(x)zo pour x €U et Y us<0

alors us<2O0.

On peut donc énoncer, WU-)\ ayant les mémes propriétés que WU ’

o
THEOREME 6. - Pour tout A 2 O , l'application u- ((wU-x)u,y u) - Wy

défini par (10) - est un isomorphisme de CO’2+a(U)nC(I_I) sur

%) x c(dU) .

6. On fixe toujours un ouvert U régulier et on considére 1'opérateur WU
défini par wUu(x) = Wu(x).‘lU(x) , u€ Ci .

En particulier,

- wou(x) + j'ucu(Y)S(x,Y)dy , XEU

0 , x£U .

On va montrer que la fermeture de (Ci,WU) est le générateur infini-

tésimal d'un semi-groupe de Feller sur CO(Rn) . Cela repose sur le

. n 2,a .
LEMME. - Soit f£ € Ck(R ) telle que f|U € ¢c“'"(u) , pour tout A >0, il

existe u unique, u € Ck(Rn) avec u|, € 00’2+a(U) , telle que

( —;IU)u =f.
En effet, (A —;Iu)u = f équivaut a :
(14) (k-wu)u(x) - IUC u(y)s(x,y)dy = £(x) , x € U ; au(x) = £(x) , x £U.
Soit encore
A

(15) (A-Wp)u(x) = £(x) + %fuc £()s(x,y)ay , x €U 5 u(x) = 28 | L eay .

D'aprés la proposition 3, n°® 5, J‘ c 2(y)s(x,y)dy € Cz’a(U) , d'ou
U
il existe une et seule solution & (15) d'aprds le théoréme 6, n° 5,

Soit By = {fu; ue Ck(Rn) , u|U € Co’2+a(U)} , alors on a le
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THEOREME 7. - Il existe un unique semi-groupe de Feller sur CO(Rn) dont le

générateur infinitésimal prolonge (,BU,WU) .

C'est le théoréme de Hille-Yosida-Ray car _&U o] C]:z est dense dans

-~

. . > 3
Cy » Wy ale principe du maximum (Lemme 2, n° 5) et (A —WU).BUD C
- Lemme ci-dessus - donc (A —WU)ﬁU est dense dans C .

Notations : On note PI; ce semi-groupe, GU

A

le processus de Markov canonique associé, Q est l'ensemble des applications

sa’ résolvante, X = (Q,Xt,Pg)
c.a.d.1.3.g. de R_ dans R® U {3} absorbées en {3} ; alors
+
G;ff(x) N EU(J e Me(x )at) .
b 0 t
On a également (formule de Dynkin), pour tout temps d'arrét T :

(16) B (e™Mu(x ))-u(x) = Ex(j; M (UA)u(x )ds) , u € 5y -

7. Soient U et V deux ouverts réguliers tels que VC U .

Considérons le processus XU et soit oy = inf(t 2 0, Xt ,@ V) ;

on peut considérer le processus X = (XU)v "stoppé" de ¥ au temps o :
- U - “T\V
X, = xt/\ov . Sa résolvante G, = (e ))‘ est donnée par
- U J‘"v At 1.u, My
(17 G)\f(x) =E, . e f(Xt)dt 3 Ex(e f(x"v)) .

Le probléme est de montrer l'équivalence des processus X et Xv .

Cela repose sur le

LEMME. - On a pour x € V et u € .5, , la formule

(18) Ey(e M7"u(xav)) - u(x) = Eg(f;" M (i )u(x,as
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Cette formule se réduit a (16) si u € By i il faut la prolonger a
‘&V ; ceci se fait en approximant une fonction u € 'BV par des éléments

u € ‘DU et un peu de calcul.

Ce lemme montré, soit f € (A—WV).DV y £ = (l—wv)u , W€ ‘&V et

G;ff(x) =u(x) ; de plus si x £V, £(x) = ru(x) .

si xev,

(&)2(x)

-\
U °v At 1 .U, M o _
Ex.r; e f(xt)dt *3 Ex(e f(xcv)) d'apres (17) - ,

-\o
U V -\t U \'
EXJZ e ()\-W)u(xt)dt + Ex(e .u(XGV)) ,

u(x) - d'aprés (18) -,

n

GXf(x) .
si xgv,
G £(x) = % £(x) = u(x) = GXf(x) .

: n = \'S
Comme (A -wv)ﬁv est dense dans CO(R ) - Lemme n° 6 - G =G

et on a montré le

THEOREME 8. - Soient U et V deux ouverts réguliers tels que VCU , alors

U . .
le processus X stoppé au temps de sortie de V est équivalent au processus

x.

8. Prenons pour U!1 la boule de centre O , de rayon n , il résulte du
théoréme de recollement ([2], p. 344) qu'il existe un unique processus standard
X= (Q,Xt,Px) - Q espace canonique - dont le processus stoppé au temps de
sortie de Un est X ™ . Plus généralement, si U est un ouvert régulier, le
stoppé de X a Oy est XU » Ce qui signifie que 1'on a les relations,

pour A > 0 et f€CO(Rn) ,

(19) G;Jf(x) = Ex(jzu e')‘tf(xt)dt) + % Ex(e—lou.f(xou)) .
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(20) ng(x) = Ex(f(XtAo_U)) .

Si on choisit £ € Ci et U un ouvert régulier contenant supp(f) ,

on a, gréce a (20) ,

t
B (#(x, o )) - #(x) = 5, jo We(x, )as

AU

to
=E IAUWf(X)ds.
xo s

Mais comme f(x‘7 ) =0, on a aussi
U

t.o
Ex(f(xt)1[t<GU]) - 8(x) = E_ ‘[oA u (X )ds 5

S . n -
si maintenant on fait croitre U vers R , o croit vers la durée de vie (

U

de X (le processus est standard) et compte tenu des conventions usuelles, on

obtient
.t
(21) Ex(f(Xt)) - £(x) = E, Jo Wf(xs)ds .
Considérons maintenant un processus de Markov standard X= (Q,Xt,?x)
vérifiant
~ ~ 2
(21) Eu(x.) - u(x) = I wu(X_)ds , quelle que soit u € C° .
x t X 0 s k
On notera R;': la résolvante de 3('U processus stoppé de T au temps
oy
De (21) , on déduit de facon usuelle, pour A >0 , u € C]2< N
~ ¢ -\t ~ [t -As
(22) E (e " u(x.)) - ux) =F j e T(w-A)u(x_ )ds ,
x t xJd, s

A o
(23) 'i:'x(e cUu()(cu)) - u(x) =‘§x JZU e_ls(w—)\)u(xs)ds .
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Cette derniére relation s'étend & u € .BU et on a donc, pour U

ouvert réguiier et u € 9,

-\o.
(24) u(x) =E, IZ“ ;"S(A-w)u(xs)ds +% (e Uu(xcu))

soit encore puisque W = V‘;U sur U, WU =0 sur U ,

(25) a(x) = Rg[(x-;ru)u] (x)

= G;{[ (l—;IU)u] (x)

d'od comme (A—WU).DU est dense dans Co(Rn) , R;\J = G;I puis, d'aprés 1l'unicité

du recollement, X = X .

On peut énoncer le

THEOREME 9. - Soit W un opérateur de la forme (1) , vérifiant les hypothéses

(P1) , (s1) , (s2) ; il existe un et un seul processus de Markov standard sur

n

R", X=(Q,Xt,Px) tel que,

.t
Exu(xt) -u(x) = E, Jo Vu(xs)ds , quelle que soit u € Ci .

9. Nous terminons par deux remarques.

D'abord, U étant un ouvert régulier et f une fonction donnée sur
u© » continue nulle en dehors d'un compact, il résulte de ce qui précéde que
u(x) = Ex(f(xcu)) est 1'unique solution du probléme de Dirichlet
wu(x) =0, x €U ; u(x) = £(x) , x € U° et que cette solution est telle que

n 0,2+«
ueck(R),uIUec (v) .

Enfin, on peut donner des conditions sur les coefficients de P et sur

le noyau s(x,y) pour que le processus X soit conservatif ou de Feller.
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