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Université de Strasbourg
Séminaire de Probabilités 1972/73

ENSEMBLES ALEATOIRES MARKOVIENS HOMOGENES

INTRODUCTION et BIBLIOGRAPHIE

Les quatre exposés groupés sous ce titre avaient pour but 4!
exposer, d'une part la thése de MAISONNEUVE sur les ™ systémes
régénératifs", et d'autre part le travail récent de GETOOR-SHARPE
sur les " last exit decompositions™ . Chemin faisant, la rédaction
initiale ( due 2 MEYER ) s'est beaucoup modifiée, et s'est écartée
de plus en plus des deux modéles. La contribution de MAISONNEUVE
y est aussi devenue si importante ( en particulier, par 1'amélio-
ration de Ybeaucoup de preuves ) que les exposés III et IV sont
signés par MATISONNEUVE et MEYER.

La notion de systdme régénératif apporte un langage commun 2
tout un ensemble de travaux se rattachant a4 1'idée suivante : décrire
un processus stochastique qui se trouve &tre markovien " sur® un
certain ensemble aléatoire fermé M , au moyen de son comportement
sur M et de la structure de ses "excursions'" hors de M. I1 faut
comparer cette idée 3 celle du calcul des probabilités classique s
lorsqu'un processus, par exemple une chaine de Markov, admet un
" imbedded renewal process" , on peut le décrire comme une succes-
sion de morceaux indépendants et de méme loi, mis bout & bout.

Lorsque le processus que l'on analyse est tout entier markovien,
et non seulement markovien sur M, on peut pousser la description
plus loin, en introduisant un semi-groupe "tué' qui donne la struc-
ture des excursions. On rencontre alors des problémes classiques en
théorie des processus de Markov : décomposition d'une diffusion en
processus 2 la frontidre et processus & l'intérieur ( travaux de
MOT00, OKABE, SATO, UENO... ) ; frontidres idéales des chalnes de
Markov et étude probabiliste du "retour de 1'infini" ( CHUNG, WIL-
LIAMS...) § étude d'un processus de Markov au voisinage d'un point
(ITO, KINGMAN...). La forme de ces résultats sur les processus de
Markov qui semble assez générale pour les unifier tous est celle de
GETOOR-SHARPE ( aprds un travail remarquable de PITTENGER-SHIH ).
Nous la présentons dans l'exposé II.
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Les exposés III et IV contiennent les résultats essentiels de
MATISONNEUVE. Dans 1l'exposé III, on associe 3 un processus " marko-
vien sur M'" un vrai processus de Markov, le processus d'incursions.

Le résultat donné ici est techniquement meilleur que celui que MAI-
SONNEUVE publiera de son cdté : 13 od l'on construisait un processus
fortement markovien, nous obtenons ici un processus de Markov droit.
Cela permet d'appliquer directement & un tel processus toute la
théorie classique des processus de Markov. Mais & quel prix ! Nous
pataugeons pendant des dizaines de pages dans de la bouillasse de
fonctions presque boréliennes et de complémentaires d'analytiques.
La récompense vient dans 1l'exposé IV, od nous présentons 1l'idée
de MAISONNEUVE, suivant laquelle toute la structure des excursions
est contenue dans le systéme de LEVY du processus d'incursions. En

particulier, nous donnons une nouvelle démonstration des résultats
de GETOOR-SHARPE .
Un court exposé V contient des applications aux chafnes de Markov.

SOURCES DES EXPOSES

Nous avons cité les sources directes : MAISONNEUVE, GETOOR-SHARPE.
Mais il est impossible d'aborder un pareil sujet sans faire un peu
d'histoire, et payer quelques dettes 3 des auteurs qui ne sont pas
directement cités.

L'idée des systlmes régénératifs vient en ligne droite de celle
des " Markov sets™ , qui généralise au temps continu celle des ' phé-
nomdnes récurrents™ du livre de FELLER. Au départ, il semble que le
probldme ait été posé par KOIMOGOROV, traité rigoureusement ( mais
dans un systéme d'axiomes inutilisable ) par KRYLOV—JUgKEVIa [14],
puis par HOFFMANN-JPRGENSEN [12] avec des axiomes beaucoup plus
maniables. Tous ces auteurs utilisent le processus qui correspond,
pour la théorie du renouvellement en temps discret, au processus de
L'8ge : c'est MAISONNEUVE qui a eu 1'idée de le remplacer par le
processus représentant le reste de vie , qui est bien meilleur. D!
autres aspects de la question ont été traités par J.HOROWITZ, par
KINGMAN...

Le travail de GETCOR-SHARPE se trouve & l'intersection de deux
autres "lignes" : d'une part celle de la théorie du balayage des
fonctionnelles additives, et d'autre part celle des frontiéres .

Dans la premidre ligne, il y a les nombreux travaux de GETOOR 1lui
méme, les travaux d'AZEMA [1],[2], qui ont ( d'aprds GETOOR ) joué

un grand rdle dans la genése du travail de GETOOR-SHARPE, Dans la se-
' conde,les
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articles de CHUNG [5],[6] ( qui ont fourni par exemple des modéles
concrets pour les lois d'entrée non bornées de la théorie ) , et
deux articles trd&s proches des idées de GETOOR-SHARPE : un remar-
quable article de MOTOO [19] déja ancien, qui a été peu lu par suite
de ses difficultés techniques ( il ne figure pas dans la biblio-
graphie de GETOOR-SHARPE ), et un article tout récent de DYNKIN [9].
Bien entendu, il faut aussi citef, 4 nouveau, l'article de PITTENGER
-SHIH [20].

N.KAROUI et H. REINHARD sont arrivés, indépendamment de GETOOR-
SHARPE, & des résultats tres voisins, en essayant de reprendre MOTOO
avec des méthodes plus modernes. Ils s'intéressent ( comme DYNKIN )
34 1l'aspect des " u-processus" qui permettent de rendre bornées les
lois d'entrée non bornées que nous rencontrerons, aspect que nous
laissons entidrement de c6té ici. .

Enfin, 1'idée de considérer le systéme de LEVY du processus 4!
incursions comme la clé de la structure du processus nous(¥*) est
venue de l'article d'ITO [13] sur les processus de Poisson ponctuels.

On voit qu'il s'agit d'un sujet qui se trouve au centre de la
théorie des processus de Markovy et qui ne s'est développé que par
1l'apport successif d'idées partielles, dues 2 une foule d'auteurs.
Maintenant qu'on approche d'une vue d'ensemble, il est bon de s'en
rendre compte.
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(*) Mais nous nous sommes apergus qu'elle figure explicitement chez
MOTOO |}
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Le travail de MAISONNEUVE est & paraitre, il n'en existe que des

prépublications sans démonstrations ( Notes aux CRAS t.274, 1972,

p. 497-500 et autres); le texte complet de la thdse de MAISONNEUVE

peut étre obtenu & 1'Ipstitut de Mathématique de Strasbourg, 7 Tue
René Descartes .

P,S. GETOCR et SHARPE viennent d'écrire un article, intitulé Bala-
yage and multiplicative functionals, qui étend [11] & des semi-grou-

pes associés & des fonctionnelles multiplicatives quelconques.
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ENSEMBIES ALEATOIRES MARKOVIENS HOMOGENES I

exposé de P,A, Meyer

Ce premier exposé est composé entiérement de préliminaires. Un
paragraphe donne les notations qui seront utilisées dans toute la
suite. Ensuite, nous présentons divers résultats techniques qui nous
permettront de construire de bonnes versions d'un ensemble aléatoire
homogéne dans un processus de Markov.

§ 1 . DESCRIPTION D'ENSEMBLES ALEATOIRES

DESCRIPTION DE SOUS-ENSEMBLES DE Ri

Cette premidre section ne contient pas de probabilités : nous con-
sidérons une partie M de Ei =]0,0 [, et nous introduisons les nota-
tions suivantes @

(1.1) D(t) = inf | s>t : seM} ( inf @ = 40 ) ; D(0)=D

C'est une fonction continue & droite (et pourvue de limites & gauche),
croissante, constante dans les intervalles ouverts contigus a M, On
pose

(1.2)  R(t) = D(%)-t

fonction positive, dont le graphe a 1l'allure suivante (" en dents de
scie descendantes"

AN

Elle est continue 3 droite et pourvue de limites & gauche. On intro-
duit aussi la fonction moins importante

(1.3) d(t) = inf { s>t : seM} N

qui n'est'en général” continue, ni & droite, ni & gauche. D'autre part
on a les fonctions ( & nouveau trés importantes )

(1.4) L(t) = sup { s<t , sel } (sup 6 =0)

(1.5) L4(%)
(1.6) a(t)

]

sup { s<t , seM |}
t-4(%)

1. La plupart du temps, M sera fermé., Dans ce cas, dv est continue &
gauche, L continue & droite, on a L:£+ et d:D_ .
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Cela fait déja une longue liste. On s'est efforcé, au prix de quelque
incohérence logique ( L correspond ad, D & £ ) de respecter les nota-
tions essentielles de MAISONNEUVE d'une part, et de GETOOR-SHARPE 4!
autre part. Donnons l'origine de certaines de ces lettres, afin d'
aider la mémoire du lecteur : D est l'initiale de début ( mais at-
tention : d correspond 3 un vrai début, D 4 un " temps d'entrdée" )

L correspond & last exit time ; @ et R sont empruntdés 3 la théorie

du renouvellement : @ vient de Zge , et R de reste ( de vie ).
D(t)(donc R(t)), %(t) (donec a(t)) dépendent seulement de M , ILes
fonctions L et £ sont croissantes, donc pourvues de limites & droite
et & gauche ; £ est continue & gauche ; @ aussi, c'est une fonction

" en d&nts de scie ascendantes"

A

Les fonctions R et @ déterminent 1'adhdrence de M. Par exemple
{ t>0 : R(t-)=0 |
Deux notations importantes : nous désignerons par M 1l'ensemble des

extrémités gauches d'intervalles contigus & ﬁ, et par M- 1'ensemble
des extrémités droites ., Par exemple

{ t>0 : L(t)=t, D(t)>t}

TRANSPORT D'UNE M&SURE SUR M

Nous supposons ici que M est fermé. Soit d'abord K une mesure
positive bornée Eur E . Iransporter p sur M, cela veut dire ramener
sur M la masse de p contenue dans M°, en attribuant 3 1'extrémité
gauche d'un intervalle contigu ]L(t),D(t)] non vide toute la masse
contenue dans cet intervalle . Noter que cela déplace aussi la masse
pPlacée en D(t), bien qu'elle soit sur M » €t que la masse contenue
dans l'1ntervalle J0,D(0)] est entidrement rerdue, puisqu'on travaille

sur R et non sur B, . 5i nous notons i la mesure ainsi obtenue, nous
pouvons écrire

(D F =Ty e+ T ke ey )

En examinant d'abord le cas ol u= ’ puls en intégrant, on voit
F=tx
que si f est borélienne positive sur E

(*) Bien que ce ne soit pas logiquement nécessaire, la notation I:'
est 18 pour rappeler que g=0 est exclu de cette somme.

Cette restriction n'est nécessaire que si I < oo .
q .
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(1.8) ff(S)ﬁ(dS) = éi f(z(s))l{i(s)>O}P(dS)

Au lieu de considérer des mesures, considérons des fonctions de
répartition : soit a(t)=p(]0,t]) , a(t)=p(]0,t]). Alors

(1.9) a(t) = a(D(t))=-a(D(0))

L'opération qui fait passer de a & a ( dérivation, transport, inté-
gration) s'appelle, dans la terminologie de GETOOR-SHARPE, le bala-
yage brut ("raw balayage", par opposition aux balayages adapté et
prévisible qui viendront plus loin ) de a sur M,

Une notion techniquement utile, parce qu'elle s'applique 3 des
mesures non nécessairement bornées, est la suivante., Soit p une

mesure sur Ri, non nécessairement bornée, mais admettant une transfor-
mée de laplace finie pour p>0. La mesure ﬁ(p) s'obtient alors en
formant la mesure bornée e P°pu(ds), en la transportant sur M, et en
multipliant le résultat par ePS. BExplicitement

(1.10) =) _ 1.~ . ' rgs -PS ) (45).
g Tt T S b %

(1o11)  Je@E® () = [ 24P O,y 1e7Pop(as)
d'ol en particulier , si f_I]O £]? la fonction de répartition a(P)
L'opération a3 a(p) s'appelle p-balayage brut.

Si la mesure p est diffuse, on peut remplacer £ par L ou 4+ dans
toutes ces formules.,

ENSEMBLES ALEATOIRES

Nous nous donnons maintenant un ensemble Q, muni d'une tribu F, d'une
loi P, d'une famille (Ft)t>0 de sous-tribus de E satisfaisan% aux
conditions habituelles., Nous appellerons ensemble aléatoire une

partie progressivement mesurable M de Rixﬂ . Nous dirons que M est un

fermé aléatoire si les coupes M(w) sont fermdes dans B*,

Dans ce cas, toutes les quantités que nous avons considérées pré-
cédemment dépendent 3 la fois de t et de w , et seront notées Dt(w),
L (w)ses 3 la fagon des processus, 11 faut noter

- Que Dt est un temps d'arrét, mais le processus continu 3 droite
(D ) n'est pas adapté : si (X ) est un processus bien-mesurable, le
processus (Xb ) est adapté a la famille continue & droite (F ), qui
"gvance" sur la famille (F ) 3 i1 en est ainsi en particulier des
processus (D ) et (Rt) (D —t)

- Que les processus (L )y (E ) (a%) sont adaptés 3 (F ) & les deux

derniers sont méme prev131bles.
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- Que l'ensemble M = { t : dy =0 } est bien-mesurable .

En ce qui concerne le balayage : considérons un processus croissant
(A ) ; son p-balayé brut (Atp)) s'il existe [ i.e. si pour presque
tout W /a> psdA (w)<o ], est un processus croissant non adapté

famille (F ), mais seulement & la famille (FD ). Les projections
duales de Iz , 8i elles existent, seront appelées suivant le cas
p-balayé prévisible, p-balayé bien-mesurable ( ou adapté) de (A ).
Tout cela est trés proche des définitions ( plus générales ) a!
AZEMA [1].

( Les familles de tribus que 1l'on rencontre en théorie des proces-
sus de Mgrkov ne satisfont pas aux conditions habituelles, mais sont
des intersections de familles 'complétées® (gg) qui y satisfont, L'ex-
tension des résultats précédents est alors immédiate.)

ENSEMBLES ALEATOIRES HOMOGENES

Supposons 0 muni d'opérateurs de translation 0 (t>0) : on ne
suppose pas que OO=I y mais seulement que OOOt-OtOO_ , pour tout tzO.
On dit qu'un processus (Xt)t>0 ( ou (Xt)tzo ) est homogéne si 1fon a
identiquement Xs+t = Xsoot o On dit que M est un ensemble aléatoire
homogéne si son indicatrice est un processus homogéne, Il y aurait
lieu, bien entendu, de relier 1l'opérateur de translation et la struc-
ture mesurable, mais en fait nous travaillerons toujours dans des

situations concrétes ol cela ira de soi ( processus canoniques).
Supposons M homogéne ; M est aussi homogéne, de méme que M“, M ...
Rappelons qu'on a posé DO_D « On a les identités suivantes

(1.12) D, = t+Do6, , donc D, 06, = -t

(1.13) Rt = ROOGt— DoO

en particulier, cela entraine que le processus (Rt) est homogéne.

Du+t

Si (Xt) est un processus homogéne, on montre aisément que le processus
(XD ) est encore homogéne.
t

(1.14) DoOt = D=t sur {D>t}

(1.15) D= lim DoO
>0

Inversement, si D satisfait & (1.14) et (1.15), le processus (D°ot)

est un “processus en dents de scie descendantes", continu 4 droite ;

si on le note (R.), 1'ensemble M={(t,w) : t>0, Rt_(w) =0}

est un fermé homogéne, et D(w) = inf {t>0 : (t,w)eM}, Ainsi ( si 1l'on
néglige, pour 1l'instant, les questions de mesurabilité ) la théorie
des ensembles homogénes est équivalente & celle des " temps terminaux".
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Partons de la relation (1.14) : t<D(w) => D(Otw)=D(m)-t , et rem-
plagons w par Osm ¢ il vient
(1.1?) t<Rs(w) = Rt+s(w) = R_b(Osw) = Rs(m)-t
de méme, si (Xt) est un processus homogéne , écrivons : t<D(w) =>
XD(m)=Xb (w)y et remplagons w par © w ., Il vient

t S
(1.17) t<R_(0) = X, (w)= X, (8.w) = X, (w)

S XDt+s Dt 8 Ds

De l'autre c6té, nous indiquerons seulement que le processus (at)
est homogéne, et que l'on a l'identité de définition des " familles
coterminales" de PITTENGER-SHIH

+
(1.18) LuoOt = (Lt+u—t)

I1 y a en fait beaucoup plus & dire sur ce sujet, qui constitue en
quelque sorte l'aspect"dual' de la théorie générale des processus.
Voir AZEMA [1], [2] .

FONCTIONNELLES ADDITIVES
Comme nous ne voulons pas préciser les questions de mesurabilité,
nous appellerons processus croissant , dans cette section, toute

famille (At)t>0 de fonctions réelles sur Q , telle que pour tout

we la fonctidn A.(w) soit croissante, continue & droite, nulle pour
t=0, et & valeurs finies ( ces deux derniéres conditions peuvent
parfois étre affaiblies, mais nous ne nous en occuperons pas ici ).
On dit que (At) est un processus croissant additif ( resp. p-additif)
si

(1.19) Ay = At Aod ( resp. Ajq = A e'ptAtocs )

Si (&) est additif , A} = éte_deAs est p-additif , et At=étepsdAé.
Inversement , si(A%) est p-additif , (At)est additif. On utilise en
théorie des processus de Markov 1l'expression " fonctionnelle additi-
ve" pour désigner les processus croissants additifs adaptés . On par-
lera ici, en imitant GETOOR-SHARPE, de fonctionnelle additive ( ou p-
-additive ) brute.

Soit M un ensemble fermé homogéne ; nous reprenons les notations
(Dt)’ etc. Un bel exemple de fonctionnelle additive brute est Kt =
Dt-DO , qui n'est autre que la balayée brute de la fonctionnelle ad-
ditive A=t sur M . Montrons d'aprés GETOOR-SHARPE que

PROPOSITION, La p-balayée brute d'une f.a.brute sur M est encore
additive.
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DEMONSTRATION, Cela revient & montrer que la balayée brute d'une
fonctionnelle p-additive ( brute ) est p-additive. Soit (Bt) p-addi-
tive, et soit CtzBD -B sa balayée brute. I1 faut prouver

0

t
Cppg (@) = C () = e—pS(Ct(Osw)) = e'Ps(BDt(osw)-BDo(Qsm))
= e-ps’e—pDo(Osw)BDt(st)-Do(st)(QDO(OSw)Osw)
-pD
= e p S(m)BKt(Osw) (QDS(I))

Par ailleurs, le premier membre wvaut

BDt+s(w)(w)-BDs(w)(w) = BDs(w)+Kt(osw)(w)—BDS(m)(w)

= e-pDS(m)BKt(QSm) (ODSw)

et c'est bien la méme chose.

§ 2 . ENSEMBLES ALEATOIRES HOMOGENES
D'UN PROCESSUS DROI?

Ce paragraphe est trés technique. Nous le divisons en deux parties.
La premidre reprend la méthode de WALSH, qui permet d'associer une
fonctionnelle multiplicative parfaite 3 toute fonctionnelle multipli-
cative exacte, en en extrayant quelques petits résultats supplémen-—
taires ( avec des applications aux ensembles aléatoires ). La secon-
de étend une intéressante remarque de MERTENS [15]. Tout cela est
extrémement ennuyeux, et on n'en parle que parce qu'on y est obligé,

Nous considérons ici un processus de Markov & valewrs dans E, sous-
espace borélien d'un espace métrique compact, et satisfaisant aux
hypothéses droites. Comme d'habitude, nous distinguons dans E un
point absorbant 8 , et nous considérons la réalisation continue 3
droite canonique de ce processus, a durée de vie

(0,£°,Xt,c,... F,Et,...,PP... ) ( notations usuelles )

et nous notons [3] la trajectoire constamment égale & 3. Voici quel-
ques notations maoins classiques

F* est la complétée universelle de F° sur 0

ée est la tribu sur E engendrée par toutes les fonctions p-exces-
sives (peﬂ+), ou encore par les fonctions 1-excessives, les 1-poten-
tiels... Elle est contenue dans la tribu presque-borélienne, elle
méme contenue dans la tribu universellement mesurable gu(E).

£%° est la tribu engendrée sans complétion par les v.a. foXS , T

Ee-mesurable, s<t : elle est contenue dans E* .
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COMPLEMENTS SUR LA METHODE DE WALSH

Nous partons d'une fonctionnelle multiplicative exacte (Gt) , 3
valeurs dans l'intervalle [0,1] : nous ne la supposons pas parfaite.
Les trajectoires G.(m) sont supposées toutes décroissantes et conti-
nues & droite, et nous supposons pour 1'instant ( cf. appendice)

(1.19) 6, ([3])=1 pour tout % , Gt(w)=Gc_(w) pour t > ¢(w)

Nous commengons par un lemme dont la démonstration est empruntée a
BENVENISTE et JACOD [3].

LEMME, I1 existe une fonctionnelle (G%) indistinguable de (Gt)’ et
adaptée & la famille (E9S).
DEMONSTRATION, Soit (Qt) le semi-groupe exact

Q (x,£) = E*[£oX,.G,]
et soit (V_) sa résolvante. Il est bien connu que si f est bornée,
p>0, V_f est différence de deux fonctions p-excessives, donc Ee—mesu-
rable. Soit f g-excessive bornée (q>0) ; la fonction Q,(x,f) est con-
tinue & droite, et sa transformée de Laplace est V.(x,f) ¢ les formu-

les d'inversion montrent que Qt("f) est ge—mesurable pour tout t.
On passe de 13, par classes monotones, au cas ou f est Ee-mesurable
bornée, de sorte que Qt est un noyau sur Ee'
Soit ﬂi la mesure sur gg
b4 _ nX
nt(h) = E [h.Gt]

La fonction xr+—> ﬂi(h) est B -mesurable sw E. Pour le voir, on se
raméne par classes monotones au cas ol h=f1oX ...fnoXt ( les fi
boréliennes, les tiét ) et une récurrence nous renvoie D aux remarques
ci-dessus concernant Qt‘ Comme E% est séparable, nous pouvons écrire

sur F° , mX(dw) = a (x,m)Px(dw)

=t t t

0d a, est <1, gexgg—mesurable. Posons alors successivement

bt(x,w) = inf_ as(x,w) pour s rationnel < t

ct(x,w) = bt+(x,w)

Gl (w) = cy(Xy(w),w) 4
I1 n'y a aucune difficulté & vérifier que (G%) satisfait & 1'énoncé.

Dans tout ce qui suit, nous changeons de notation, et supposons que

Gt est ggi -mesurable pour tout t .

Nous posons maintenant, suivant la méthode de WALSH

(1.20) Ft(m) = 1ims??8 ess Gt_s(Osw) pour >0

1.0n peut évidemment modifier (G%) de sorte que (1.19) reste vraie,
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C'est une fonction décroissante de t, ce qui permet de définir FO
par passage & la limite. Ce n'est pas utile pour l'instant,

Soit A une loi quelconque sur Q, et soit X la loi f°°0u(A)e-udu .
Pour r rationnel < t , encadrons Gt-r entre deux v.a.o Hr,HL Fo-me-
surables et égales A-p.p. , puis posons pour s réel <t HS = lim inf Hr

< r ts
gauche (G. étant

-

et H' = llmtsup H' s par continuité a
ris
continue & droite ) Hs et H' encadrent Gt et lui sont égales A=DeDes

Comme e SO R <X, H o0, et H! o0 encadrent G,_g00, et lui sont
égales X-p S., €t on a donc <Jt 'u(H'oOu—H 08 )du A >=0, Donc les

fonctions 1lim sup ess H oO 0 et lim sup ess H'00 encadrent Ft et
utio utio
lui sont égales A-p.s.. Comme A est arbitraire, nous avons montré que

T, est F*-mesurable.
Maintenant, posons

(1.21) U= { w : pour presque tout s, Gs+t(w)=Gs(w)Gt(Osw) pour
tout t>0 |}
(i1 suffit d'ailleurs que cela ait lieu pour tout t rationnel )

(1,22) V=1{ow: 6, weU pour presque tout u }

On peut alors voir que U et V sont g*-mesurables, V est stable par
translation, et V a une mesure égale a 1 pour toute loi PH, WALSH a
montré dans [21] que sur V le processus (Ft) est continu & droite,
décroissant , et satisfait & 1'identité I, =T .T 00 , et que de
plus il est indistinguable de (Gt) pour toute loi P, Nous ne repren-

drons pas ces résultats ici, nous allons plutdét nous intéresser au
comportement de (Tt) relativement aux opérateurs de meurtre kt'

Nous notons d'abord que le processus (Gt) étant adapté a4 la famille
(E%g), il posséde la propriété d'adaptation "algébrique' suivante 3

(1.23) %o, Yo', ¥s , ¥t>s , (Xu(w)=Xu(w') pour u<t)=>(GS(w)=Gs(w'))

Une conséquence intéressante est le fait que GS est £§+—mesurable :
en effet, si 1'on a t>s, on a Gs=Gs°kt , Or Gs est E*—mesurable, et
k, est mesurable de Ez dans F¥,

Montrons que U est stable pour les opérateurs de meurtre. Soient

weU, r;O. On veut montrer que pour presque tout s on a pour tout %
(1.24) Gs+t(krw) = Gs(krw).Gt(Oskrw)

Soit z=g(krw)§r . 8i sz , la relation s'écrit GZ_(krm)=Gz_(krw)Gt[a]
d'aprds (1.19), et c'est vrai d'aprés (1.19). Supposons donc s<z, donc
s<r : alors Oskrw=kr_sOSw , Gs(krm)=Gsw . Comme weU, nous avons pour



presque tout s
s+t(m) =G (m)G (0 w) pour tout t

Pour t<r-s, cette relation équivaut & (1.24), car Gs+t(m)=Gs+t(krm),
Gt(kr sOsm) = G (O w). Prenant t 4 gauche de z-s, et faisant croitre
t, il vient

GZ_(m) = Gs(w)qz_gi_(st)= Gs(w)Gc_(OSw)
et d'aprés (1.19) cela donne (1.24) pour les valeurs de t> z-s ., Donc
finalement krmeU. -

De cela, et du fait que [3]eU, résulte alors aussitdt que V est

stable par les opérateurs kr ( rappelons qu'il 1l'est aussi par les
e,)
_t L[]

Nous allons maintenant faire disparaitre entiérement 1l'ensemble
exceptionnel pour la multiplicativité, en modifiant Ft de la maniére
suivante : t &étant fixé, w aussi, regardons tous les systémes T =
(s1,t1,s2,t2,...,sk,tk) de nombres réels tels que kell , Oss,<t,...

<t, et que k O weV , "'kt -s O weV, et posons

st %4784 8y n °n 5n
JSw) =T (& w)... (6. w)
T t1—s tk-s Sy
_ s t
Jt(m) = inf JT(w)

Si weV, les conditions ci-dessus n'entrainent aucune restriction sur

T , et l'identité multiplicative entraine que Jﬁ(w)grt(m), donc Jt(w)=
Ft(m). Dans le cas général, on peut d'abord éliminer les couples
(sk,tk) tels que s8,=%, . Bn diminuant un peu %, on peut supposer que
tk est rationnel, en modifiant & peine Jf , buis encore augmgnter un
peu s, de menidre & le rendre rationnel : 1'inf peut donc étre pris
sur les subdivisions rationnelles, et il en résulte que JJG est E*-gg—
surable., I1 est clair que Jt est fonction décroissante de t, et que

-

si t<r on a J (w)= J (k w), I1 n'y a aucune difficulté a vérifier 1'
identité multlbllcatlve sur tout Q. On rend la fonctionnelle continue
3 droite en la remplagant par Ki= tTT st s+/J (0/0=1) : 1a fonctionnel-
le (K ) jouit encore de toutes les proprletes précédentes.,

On peut encore gagner quelque chose : la multiplicativité entraine
que K, _ (0 w) décroit lorsque st0 . Posons

(w) = llmglo o S(Q w)

alors le méme ralsonnement que WALSH fait pour les limites essentiel-
les, appliqué ici aux limites ordiraires, montre que (Lt) est encore

. s . - Lo
continue & droite : en voici le principe.
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On fixe w et t. Il n'y a rien 3 démontrer si Lt(m)=0 ( décroissance ).
Supposons donc Lt(w)>O ; alors Kt_u(Ouw)>0 8i u appartient & un inter-
valle ]0,a[ non vide. La relation Lt—s(csm)zlimults Kt-u(oum) pour
tout s entraine que Lt_u(Ouw)=Kt_u(0uw) pour les u n'appartenant pas
3 un ensemble dénombrable It . Nous prendrons € de la forme 1/n et
noterons I 1l'ensemble dénombrable réunion des It+e : si uelO,al n'
appartient pas & I, nous pouvons écrire

Lt+€(w) = Lt(w)Le(Otw)
Lt+e-u(gum) = Lt-u(guw)Le(Ot—uouw) = Lt—u(oum)Ls(otw)

Liveru (80 = Eppen(90) » Ty (8,0)=K, (8 0)>0

et par conséquent
Lt+e(m)

(6,w)
t-u' " .
Laissons u fixe : lorsque e 0, la continuité & droite de L résulte

K
— I‘t(w) t+e-u

aussitdt de celle de K.

Les autres vérifications relatives & L ne présentent aucune dif-
ficulté., Pour finir, nous avons construit une fonctionnelle L qui
jouit de toutes les propriétés suivantesi

- Pour toute loi initiale p, (Lt) est P“—indistinguable de (Gt) ;

- Toutes les trajectoires L (w) sont continues & droite, décroissantes
comprises entre O et 1 ; )

-~ La multiplicativité a lieu sur Q entier ;

- L, est F*-mesurable ;

- si tau , Lt(w)th(kum) identiquement ;

- Lt(w) = limslo Lt_s(OSw) identiquement .

I1 faut remarquer aussi que la limite Lo(w) = lim_ 4 Ls(w) existe.
La relation Lt(w)=L€(m)Lt_e(Oew) , Lt(w)= lim Lt_e(Oew) entraine que
ou bien Lt(m) = 0 pour tout t>0 ( et alors Lo(w)zO ) ou bien Lo(w)=1 .

On peut difficilement demander mieux,

AiPLICATION AUX ENSEMBLES ALEATOIRES HOMOGENES

Donnons nous un ensemble fermé M dans R:xﬂ, et les fonctions Dt
correspondantes, Nous faisons les hypothéses d'homogénéité suivantes

1) Pour tout t, D, est un temps d'arrét de la famille (E,) du pro-
cessus de Markov ( famille complétée pour toutes les lois P¥),.

2) Pour tout t, toute loi initiale p, D =t+Do6, PH-p.s.
Dans ces conditions , le processus (Gt)=(1 t<D}) est une fonctionnelle
multiplicative exacte., Elle satisfait 3 (1.19) si

(ﬂ).(1.193 a pu se perdre en chemin., Si 1'on y tient remplacer L, par L. _ aprés (.

g_
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(1.25) D>{ = D=+tm

hypothése que nous ferons dans toute ls suite. Nous pouvons alors

construire la version améliorée (L,) et le temps terminal

D'(w) = inf { ¢ : Lt(w)=0}
parfait ans exception !), exact, F*-mesurable, satisfaisant & la con-
dition des temps d'arrét "algébriques"

(1.26) r>D'(w) => D'(m):D'(krw)
I1 lui correspond un ensemble aléatoire
(1.27) M'={t>0 : D! =t } ol DI=t+D"00,
PH_indistinguable de M pour toute loi initiale p, mais doué de bien
meilleures propriétés : par exemple, l'homogénéité sans ensemble

exceptionnel, la mesurabilité progressive pour toute famille (£§+).

UNE REMARQUE SUR LES PROCESSUS DROITS 0O
La lecture est ici vivement déconseillée aux personnes sensibles.

Voici ce dont il s'agit. Nous utiliserons plus tard un processus
de Markov dont 1l'espace d'états sera une certaine partie de Q, lide
au temps terminal D' qui vient d'étre construit. Nous souhaitons pou-
voir appliquer & ce processus de Markov toute la théorie des proces-
sus droits ( systéme de LEVY, etc ) sans avoir 3 redémontrer tous les
théorémes sous des hypothéses un peu plus faibles ! Or les hypothéses
classiques sur les processus droits supposent que les fonctions exces-
sives sont presque-boréliennes et continues 3 droite sur les trajec-
toires, et aussi que l'espace d'états E est lusinien métrisable ., Q
lui méme n'étant pas lusinien, cette derniére condition ne sera pas
satisfaite., Nous allons montrer dans cette section que la théorie des

processus droits vaut sous une condition un peu plus faible qui, elle,
sera satisfaite.

A quoi sert l'hypothése ci-dessus ? On veut pouvoir prendre un
compactifié de RAY F de E, travailler sur le processus de RAY, et re-
descendre sur E, ce qui signifie

- que pour toute loi initiale p sur E, on sait définir la loi image
p' de p par l'injection de E dans F

-~ que l'on sait identifier, 3 des ensembles négligeables prés, le
processus sur E de loi initiale p, et le processus de RAY de loi ini-
tiale p' .

Sous 1'hypothése lusinienne, ce passage est fait en détail dans
MEYER-WALSH [18], p.154-155 ( avec d'ailleurs une petite erreur :
nous affirmons qu'en général E n'est pas universellement mesurable
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dans F, alors qu'il 1l'est toujours . La démonstration trés simple
de ce fait figure ailleurs dans ce volume ). Rappelons que cette
hypothése lusinienne signifie que

(i) E est plongeable ( avec sa topologie ) comme sous-espace borélien
d'un espace métrique compact E .,

MERTENS a remarqué dans [15] que 1l'on peut obtenir le méme résultat
sur le compactifié de RAY en affaiblissant (i) de la manidre suivante

(ii) E est universellement mesurable dans E, et pour toute loi initia-
le p sur E le processus de Markov reste P“-p.s. dans une partie
borélienne AH de E contenue dans B (pouvant dépendre de [TH I

Pour éviter toute confusion, soulignons que E et F sont sans relation
aucune en général : d'ailleurs E n'est plongé dans F que comme sous-
ensemble, non comme sous-espace topologique,

L'objet de cette section est de démontrer 1'énoncé suivant, qui
semble & premidre vue tout & fait délirant, et qui en fait rend la
remarque de MERTENS beaucoup plus facile & appliquer.

(iii) La remarque de MERTENS vaut aussi lorsqu'on suppose seulement,
dans (ii), que A“ est un complémentaire d'analytique dans E .

DEMONSTRATION, Faisons cette hypothése. Le processus ne rencontre
Ph_p.s. pas l'ensemble analytique A , qui contient E®. Le théordme
de capacitabilité entraine l'existence d'un K, de E ( notons le A'C)
contenant A° , €t que le processus ne rencontre P“—p.s. pas. Alors

A' est un borélien de E contenu dans E, ol le processus reste P“—p.s.,
et (ii) est satisfaite.

Le lecteur attentif de tous les volumes du séminaire strasbour-
geois se rappellera certainement qu'd la p.235 du vol.V, l'espace Q
des applications continues 3 droite de R+ dans E polonais est homéo-
morphe & un complémentaire d'analytique d'un espace métrique compact
- 3 vrai dire, pour une topologie peu intéressante, et que 1l'on chan-
gera dans l'exposé III ci-dessous. Le vol,VII, p.207, donne un autre
exemple, Ainsi. nous voyons que la remarque ci-dessus permet de pren-
dre pour E des espaces usuels.,

Revenons maintenant aux ensembles aléatoires du processus de Markov
(Xt) considéré plus haut [ et dont 1l'espace d'états, lui, peut sans
encombre &tre supposé lusinien ! ]. Partons de l'ensemble aléatoire

"imparfait" M , et reprenons la construction faite plus haut. Tout

d'abord, nous avons pris une version (ggi)—mesurable de la fonction-
nelle
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(gt) : par définition de la famille (E%i), il existe une suite (fn)
de fonctions 1-excessives, telle que (Gt) soit mesurable par rapport
4 la tribu engendrée par les v.a. fnoXS (neNL, seR ) : d'aprés (1.19)
quitte & inclure IE dans la famille, on peut supposer les fn nulles
au point 9 . Or les fonctions 1-excessives sont presque-boréliennes.,
Nous pouvons donc encadrer chague f entre deux fonctions boréliennes
fﬁ fg telles que les processus (f'oX ), (f'oX ) soient PM-indistin-
guables, Soit QP l'ensemble

{w: ¥, ¥, £10X, (0)=£20X, (0)}

0° est la projection sur Q de 1'ensemble borélien {(t,w) : In, fﬁoXt(w)
£ 210X, (w) | de B >xQ . Il en résulte sans peine que, si 1'on plonge

Q0 comme complementalre d'analytique dans un espace metrlque compact

5 , O est aussi un complémentaire d'analytique dans Q , de méme que
toute partie borélienne de Q .,

D'autre part, sur l'espace Q0 invariant par translation et meurtre,
les v.a. fnoXt sont mesurables par rapport & la tribu trace de £° .
En suivant la démonstration précédente, on vérifie alors sans peine
que les engembles U,V, les fonctions Lt , sont boréliens sur Q . Cela
nous fournira plus tard tous les complémentaires d'analytiques néces-
saires & la vérification de 1l'hypothése (iii).

APPENDICE : FONCTIONNELLES ADDITIVES

Nous nous proposons ici de revenir un peu sur le théoréme de perfec-
tion, en indiquant des compléments qui ne serviront pas dans les expo-
sés ultérieurs. D'une part, nous voulons lever la condition (1.19),
qui est trop restrictive pour les applications aux fonctionnelles ad-
ditives, par exemple, D'autre part, nous voulons dire un .mot des
fonctionnelles additives prévisibles.

Soit (Gt) une fonctionnelle multiplicative qui satisfait, au lieu
de (1.,19), & la condition plus courante

(1.28) G, ([31)=1 pour tout t , Gt(“)=Gg(”) pour t>C(w)

Nous pouvons alors écrire G=H,K, ol K satisfait 3 (1.19), et o H
est une fonctionnelle multiplicative ( imparfaite) gui ne saute gu'

3 1'instant ¢ . Nous en choisissons une version adaptée 3 la famille
(F°°), et nous lui appliquons le procédé de WALSH, sans nous occuper
des raffinements concernant les opérateurs de meurtre ( 1a condition
(1.19) était essentielle pour la stabilité de U par les opérateurs

k. ) : cela nous fournit une fonctionnelle multiplicative (Ht)’
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sans ensemble exceptionnel, & variables aléatoires F¥-mesurables.
Posons alors -

Hf =1 si $<¢ , H{F:EC/HC" si t>(
H' est une fonctionnelle multiplicative sans ensemble exceptionnel,
pH indistinguable de H pour toute loi p, & v.a. E*-mesurables. Et
maintenant, il est clair que -

— | - 1
t<r => H‘t = H‘bOkr

du fait que H' saute seulement & 1'instant ¢ : si t<r, t<((w), on a
t<(w) Ar= C(kr(m)) et les deux cOtés valent 1 ; si tzg(w) on a rzg(w)
et m=kr(w), et les deux cdtés sont égaux.

En combinant ce résiltat avec celui du texte appliqué & K, on
étend alors le résultat du texte aux foncticnnelles qui satisfont
seulement 3 (1.28) au lieu de (1.19).

NOTE SUR LE CAS PREVISIBLE

.

On est amené tout naturellement 3 se poser le probléme suivant
supposons que la fonctionnelle (Gt) de départ - imparfaite - soit
pour toute loi PM, prévisible par rapport & la famille (gg). Peut
on alors améliorer la condition sur la fonctionnelle finale (Lt)

fr = Lt(w)= Lt(krw) identiquement 7

On souhaiterait arriver au moins & la condition suivante : quelle
que soit la mesure pu, on a pour P“—presque tout w

(1.29) Lt(m)th(ktw) identiquement sur B,

J'ai essayé assez sérieusement de le démontrer, sans aboutir & un

résultat satisfaisant., Je voudrais seulement faire quelques remarques.

(a). (1.19) est incompatible avec (1.29) si la fonctionnelle de dé-
part n'est pas continue : en effet Lt-(w):Lt—(ktw)ng-(ktw)’

et d'aprés (1.,29) Lt(w)=LC_(ktm) : si (1.19) a lieu identiquement, on

ne peut donc pas avoir de discontinuités.

(b). Le processus (Gt) est , pour toute loi P!, indistinguable d'un
processus (Ht) algébriquement prévisible ( dépendant de p), qui
satisfait donc & 1l'identité thHtORt’ mais cela n'entralne ab-
solument pas que pour p-presque tout w on a Gt(w):Gt(ktw) pour
tout t.

(¢). Une réponse positive au probléme est connue depuis longtemps
lorsque la fonctionnelle (Gt) est associde & un temps terminal
prévisible D¢}:soit £ la fonction excessive E'[e—D], et soit
Dn le temps d'entrée dans l'ensemble {f>1-1/n}. Alors pour
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presque tout w on a pour tout n Dn(m)< 1lim Dn(m)=D(m). Si 1l'on note
. n
D' (w)= lim Dn(w) , Lt=I{t<D'} , On a Lt(w)=Lt(ktw) identiquement

pour tout t et tout w tel que Dn(m)<D'(w) pour tout n,

A partir de ce résultat, on arrive au moins & rendre & la fois
parfaites et "algébriquement prévisibles" les fonctionnelles multi-
plicatives qui ne s'annulent jamais ( i.e., les fonctionnelles addi-
tives ). Nous laisserons ici cette question, qui montre simplement
que suivant les problémes, on a besoin de résultats de "perfection"

un peu différents.
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ENSEMBLES ALEATCIRES MARKOVIENS HOMOGENES (II)

par P.A.Meyer

Cet exposé-ci est consacré, non pas encore & la présentation
générale de MAISONNEUVE, mais aux résultats essentiels de l'article
[11] de GETOOR-SHARPE, Il y a évidemment une relation entre ces ré-
sultats et ceux de MAISONNEUVE, mais nous n'aborderons cette question
que>dans 1'exposé IV : pour 1l'instant, nous allons suivre la méthode
" élémentaire™ , et trés belle, de GETOOR-SHARPE ,

Dans tout cet exposé, nous travaillerons sur la réalisation con-
tinue & droite canonique (Q,F,....) d'un semi-groupe (Pt) sur E ,
satisfaisant aux hypothéses droites. Nous supposerons E borélien
dans un espace métrique compact ( cette hypothése est un peu trop
forte, mais cela n'a aucune importance ) . La résolvante de (Pt) sera
notée (U_), D'autre part, nous désignerons par M un ensemble aléatoire
homogéne dans R:xﬂ, fermé, progressivement mesurable par rapport 3
la famille (gt). Le début D=D, de M est un temps terminal (parfait)
exact, et nous poserons

(2.1) Qt(x,f) = Ex[f°XtI{t<D}] ( semi-groupe associé & D )
(2.2) V_(x,£) = [® e P, (x,f)at

P 0 %
(2.3) F = { xeE : PX{D=0}=1 }

I1 est bien connu que F , 1l'ensemble des points " réguliers pour D"
ou " non-permanents pour (Qt)" est un ensemble presque borélien fine-
ment fermé. Nous posons

(2.4) bp = { (t,0) ¢ >0, Xt(w)eF }

C'est un ensemble aléatoire homogéne. Oh note Bf son adhérence,

RESULTATS ELEMENTATIRES

Nous nous proposons, dans cette section, de rappeler quelques
resu}tats classiques sur M et Ppr et surtout de classer les points
de l'ensemble M des extrémités gauches d'intervalles contigus a
M, Cette classification sera trés importante pour la suite,

Nous notons M' le dérivé de M ( ensemble des points non isolds ),

Mé le dérivé droit ( points de M' non isolds 4 droite ), M 1le noyau
parfait de M,
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PROPOSITION 1, M& c 'p'F c M

DEMONSTRATION, On sait que Pp est un fermé droit bien-mesurable.
L'ensemble pF\M' est bien-mesurable, et la définition de F entralne
qu'il n'y passe aucun graphe de temps d'arrét, D'aprés le théoréme
de section bien-mesurable, il est évanescent, et pFC M p.s..

Pour tout r rationnel, soit D! = inf { teM], t>ri D! est un
temps d'arrét dont le graphe passe dans M1, donc dans Pp ( propriété
de Markov forte ) . D'autre part, M! est l'adhérence & droite de la
réunion des graphes [D;] , donc M} est contenu dans FF .

REMARQUES, Noter le corollaire : M' et Mé ne différant que par un
ensemble dénombrable, il en est de méme de M' et Ppe

Les temps d'arrét passant dans M} et pp sont les mémes, mais le
premier de ces deux ensembles n'est pas bien-mesurable en général,

et on ne peut donc conclure qu'ils sont indistinguables.

Nous arrivons maintenant au point essentiel de cette section :

.

PROPOSITION 2. L'ensemble M <des extrémités gauches d'intervalles con-
tigus & M admet une décomposition en deux ensembles homogénes

M \pF , ensemble bien-mesurable, réunion dénombrable de graphes
de temps d'arrét (aussi égal 3 M\ep),

MaﬂpF , ensemble progressif ou_ne passi aucun graphe de t.d'a..
Ces ensembles seront notés dans la suite Mb ( p;en—mesurable) et
M: (rrogressif). Par exemple, 1'ensemble M~ associé & l'ensemble des
zéros du mouvement brownien est tout entier du type ™ (g'a été le
premier exemple connu d'ensembles progressif sans temps dtarrét ! ).
Loin d'étre une curiosité, M; est un étre extrémement important
( et méme tout & fait fascinant, oui, vraiment...).

DEMONSTRATION, Le fait que MﬂﬂpF ne contienne aucun graphe de temps
d'arrét, c'est la propriété de Markov forte : un temps d'arrét T
colle & M & droite sur l'ensemble {XTeF}. M\p, est un ensemble bien-
mesurable ; M\M' et M'\pF sont & coupes dénombrables ( prop.i), donc
aussi M\pF. D'aprés un théoréme de DELLACHERIE [7], M\pF est une
réunion dénombrable de graphes de temps d'arrét. En appliquant la
propriété de Markov forte & chacun d'eux, on voit que M\pF < Mﬂ,
d'ol la premiére assertion.

REMARQUES. Les versions actuelles de ces propositions remplacent
des formes antérieures fausses : AZEMA m'a donné 1l'exemple du pro-
cessus de translation uniforme , avec M:pH ,H={1-1/n, neN}. Dans
ce cas F est vide, mais M' n'est pas vide.
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DELLACHERIE a montré que le noyau parfait M est un ensemble alé-
atoire ( évidemment homogéne ), et que M\M est une réunion dénombra-
ble de graphes de temps d'arrét ( dépendant de la loi initiale ).
Définissons D et ¥ relativement 3 M : on a M = FE , et P est un
ensemble finement parfait ( dont 1l'existence est établie sans hypothé-
se de continuité absolue ). On a d'autre part M; = ﬁ; : du point de
vue qui nous intéresse le plus ici, celui de 1'étude de M: , nous
pourrions donc supposer sans inconvénient que M est parfait.

PROJECTIONS D!'UNE FONCTIONNELLE ADDITIVE BRUTE

Cette section constitue une digression, et il est vivement recom-
mandé au lecteur de regarder simplement 1'énoncé du théoréme 1, et
de passer directement aux sections suivantes.

Notre démonstration des résultats de projection - qui sont dus &
GETOOR-SHARPE - est différente de la leur : nous avons essayé de nous
affranchir de 1'hypothése de continuité absolue.

Fixons d'asbord une loi initiale p , et soit (At) un processus crois-
sant sur Q, non nécessairement adapté & la famille (g%), tel que
EV[At]<mo pour tout t. Rappelons comment on définit, en théorie géné-
rale des processus , ses projections duales bien-mesurable et prévi-
sible ( pour la loi PH), Etant donnée une variable aléatoire bornée Y,
£°-mesurab1e, on construit une version continue & droite et pourvue de
limites & gauche de la martingale E“[Y|£g], que 1l'on note (YS). Puis

on pose
(2.5) /Y.aQ¢= E“[]é,t] Y da ]

(2.6) /Y.aQ}= EP[go . Y dA]
Les deux mesures Q: et QP sont absolument continues par rapport a P“,
d'ol des densités qg y df 3 on montre alors que ces densités sont
P“-p.s. égales 3 des V.a. E%—mesurables, et régularisables en des
processus rroissants Ag,A% , qui sont respectivement les projections
duales bien-mesurable et prévisible cherchées.

Supposons maintenant que l'on ait EX[At]<mo pour tout t et tout
x , et que 4, soit FP-mesurable pour tout t. Le procédé précédent nous
donne pour chaque x des mesures Q¥,X s QE’X , dont il s'agit de choi-
sir bien les densités. Le lemme suivant constitue une étape importante.
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LEMME. Si Y est F°-mesurable bornée, il existe un processus (Yt) adap-
$é & la famille (F.), gqui est pour toute loi initiale p une version
PH-p,s. continue 3 droite de la martingale EM[Y|FA] .

DEMONSTRATION, Nous démontrerons aussi un petit raffinement. Soiv,
comme dans 1'exposé I,(£%°) la famille de tribus engendrée sans com-
plétion par les Vv.a. %X, , sc<t, ol ¢ est p-excessive (p>0). On vérifie
d'abord que si Y=fer (£ Ee—mesurable bornée sur E ), le processus

Yf = Pr—t(Xt’f) si t<r , Yt=Y si t>r

répond & la question, et qu'il est adapté & la famille (£%°). Cela
n'est pas difficile : commencer par le cas ol f=UPg , & bornée, etc.
Ensuite, on passe au cas ou Y est de la forme.f1c$r ...fner , puis
on fait un raisonnement par classes monotones, repoéant sur © le thé-
oréme VI.T16 de MEYER [16]. Le raffinement annoncé est la mesurabilité
de Y, par rapport & F2°,

Rappelons tout de méme le joli procédé de DAWSON pour écrire
"explicitement " (Yt) . Si w,w' sont deux éléments de Q, teR , nous

notons w/t/w' 1'élément de O défini si t<((w) par

(2.7) Xs(w/t/w') = Xs(w) si s<t , Xs_t(w') si s>t
et 8i t>¢(w) par (w/t/w')=w . Formons successivement
(2.8) T(w,t,0') = Y(w/t/w")

(2.9) Mw,t,x) = Exﬁ(w,t,-)]

On a alors

(2.10) T (0) = M(w,t,X ()

Ce procédé - et le lemme — sont encore valables méme lorsque Y est
g-mesurable, mais bien sir avec perte du petit raffinement.

Ceci étant dit, reprenons les formules (2.5) et (2.6) : dans (2.5),
nous utilisons la version de (Yt) qui vient d'étre construite , et
dans (2.6) nous définissons Ys_, par exemple, comme une limite inf
le long des rationnels, de maniére 3 éviter toute ambiguité., On a
alors le résultat

LEMME, Les applications x+> deQ¥ % ! deQi x sont universellement
1 9

mesurables sur E .

D'ol l'existence de densités qg(x,m), qg(x,w), B XE°-mesurables, et

la construction de densités valant pour toutes les P* en posant
¥(w) = of(X(w),0) 5 af(w) = a}(Xy(w),u)

Aprés quoi la régularisation donnera un méme processus croissant

(Az),(Ag), qui sera projection duale bien-mesurable ou prévisible de

(At) pour toute mesure initiale.

1, BENVENISTE et JACOD ont démontré dans leur note [4] 1e lemme, le th.1
ci-dessous, et rempli le programme de la remarque aprés le th.1.
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Voici maintenant le résultat important de cette section. Il s'appli-
que aussi aux fonctionnelles p-additives, mais on ne donnera aucun
détail,

THEOREME 1., Supposons que le processus croissant (At)’ tel que Ex[At]
< 00 pour tout x et tout t, soit une fonctionnelle additive brute .
Alors (A:) et (AE) sont des fonctionnelles additives.

DEMONSTRATION, Nous fixons reﬂ+ , et raisonnons par exemple sur
(Ag). Notre probléme consiste 4 montrer que les deux processus

By = Apyy — Ap i Oy = Afo0,
qui sont tous les deux croissants, nuls pour t=0, adaptés & la famil-
le (£r+t)’ sont indistinguables pour toute mesure P, I1 nous suffit
pour cela de montrer que pour toute v.a. £§+t—mesurable bornée Y
(2.11)  BM[Y.B] = EMY.C,]
et un argument de classes monotones montre qu'il suffit de traiter le
cas ol Y s'éerit H.ZoOr , ou H est gg-mesurable bornée, 2 E%—mesura—
ble bornée., Introduisons les martingales Yu et Zu’ assocides & Y et
Z par le premier lemme. Le cdté gauche de (2.11) vaut d'aprés un lemme
d'intégration bien connu ( MEYER, [46], VII.T16)

t t T+t
_ ni W _ nM w
EP[é BlY|E,, JdB ] = E [é Yo dhn, ] = BL £ Y dA;]

r+t fpi s w .
- E“[/ YudAu ] par définition de A" comme projection,
r

D'autre part, pour uzr , Yu vaut H.Zu 6, tandis que 1l'additivité

[+]
-r’®r
de A entraine que dA, = dA _ 06 . D'oll 1'expression

u-r
EP[ I_I/r+'l;Z
r

]

t
= ¥
1y OOy edh, 06 ] =E [H,(é Z dA 06 )]

Xy b
EMHu.E [é z da 1]

d'aprds la propriété de Markov simple., Le second membre de (2,11)
vaut quant a lui

% % X t
I w _ M w _ wH T w
B [é Y sdAsoOr] = E [H.é zsoordASoor] EM[H.E [é stAs]]

et 1'on peut meintenant remplacer A" par A, puisque (Zs) est un pro-
cessus bien-mesurable. En rapprochant ces expressions on obtient 1!
énoncé.. La projection duale prévisible se traite de méme, mais en
utilisant la propriété caractéristique ( MEYER [16], VII,D18 ) des
processus croissants prévisibles ou " naturels" .

REMARQUE. Les idées de la démonstration précédente permettent sans
doute une démonstration sans laplaciens approchés du théoréme de repré-
sentation des fonctions excessives de la classe (D), mais je n'ai pas
le courage de regarder.
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CALCUL DE p-BALAYEES ADAPTEES SUR M
Nous abordons maintenant 1l'essentiel du travail de GETOOR-SHARPE.

h désignant une fonction presque borélienne bornée, nous introduisons
les fonctionnelles

(2.12) A (n) = (f)thoXSds (additive)

(2.13) A,EP)(h) = ét e PhoX ds (p-additive)

(2.14) Kép)(h) = processus croissant obtenu par balayage
brut de A(p)(h) sur M

(2.15) Kf(h) = (/)tepsd'Agp)(h) : p-balayée brute de (4, (h))

sur M

Nous savons d'aprés l'exposé 1, proposition 1, que EP(h) est une fonc-

tionnelle additive brute. D'aprés le théoréme 1, le processus croissant

(EP(n))Y , que nous noterons

(2.16) XP(h) = projection duale bien-mesurable de I?(h)

est une vraie fonc%ionnelle additive adaptée, Le point essentiel de

cet exposé est le calcul de ZP(h). On note E@(h) 1'analogue prévisible,
Nous commengons par expliciter (2.15). D'aprés la formule (1.11),

si (Zs) est un processus mesurable positif

®, =p _ o0 _-ps_pig
(2.17) [P 2,dBY(n) = [P eTF%PTE 2y noX Ty, o)ds

Comme la mesure ds est diffuse, on peut d'ailleurs tout aussi bien
remplacer ls par Ls . Cette formule donne naturellement aussi,
si (ZS) est bien-mesurable

(2.18) Eu[éoo zsdxg(h)] = E”[ém e~PSePls 2y I{s s0jnoXgds ]

Nous calculons maintenant AP(h) au moyen de la formule (1.7), en te-
nant compte de la décomposition de M~ en ses deux morceaux M;'et M;
au début de cet exposé., Nous obtenons trois termes, qui sont chacun
une fonctionnelle additive brute.

D'abord le terme ' continu banal

(2.19) aB2(n) = Iyy(£)ah (h) = Iy(t)hoX.dt

I1 ne dépend pas de p, et il est égal a4 sa projection duale bien-
-mesurable gg(h).

Ensuite, le terme®discontinu banal®

(2.20) a'E%c’(h) g)_"e:;g epggg ’ ]e_pshoxsds . eg(dt)
g

]

Etant donné que M; est réunion dénombrable de graphes de temps d'
arrét, on peut décomposer BP(h) suivant ces temps d'arrét ( ce qui
bien sir ne préserve pas l'additivité ), et obtenir la valeur de la
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projection duale bien-mesurable

P - (]
(2.21) dFt(h) = g; . Vphng.sg(dt)

On peut d'ailleurs remplacer M; par M~ dans cette expression si on le
désire, car Vphng:O si geM_ .

Enfin, reste le dernier terme, discontinu "intéressant", qui contient
toutes les difficultés de la question
(2.22) aTP(n) = I:&d eP&/ e PSpoX ds.e (dt)(x)

gell, ]g9Dg] S €
Comme Tp(h) ne charge aucun graphe de temps d'arrét, sa projection
duale bien-mesurable est une fonctionnelle additive continue Tp(h),
identique & sa projection duale prévisible. Le premier résultat impor-
tant est alors le suivant :

PROPOSITION 3, fp(h)-f@(h)=(q_p)fp(vqh). (2,23)
DEMONSTRATION, Nous avons
(2.24) BP(h)-B%n) = (q—p)ﬁp(vqh>

les deux membres étant nuls : le premier de fagon triviale (2.19), le
second parce que gp(f) est portée, pour toute f, par M, donc par M!,
donc par PR , et que V h=0 sur F, En projetant & nouveau sur les pré-
visibles, on obtienz 1'égalité correspondante pour les projections
duales prévisibles BP,

Ensuite, nous avons
(2.25) BP(m)-B3(n) = (a-p)BP(V 1)

d'ol encore, en reprojetant,a}'égalité correspondante pour les pro-
jections duales prévisibles BP, C'est vraiment évident sur la forme
explicite (2.21), ou (2.25) se réduit & 1l'équation résolvante pour
les Vp .

Dans ces conditions , la relation (2.23) - qui peut s'écrire avec
des © au lieu des ~ , puisque les IP sont déja continues - est équi-
valente & 1'égalité suivante, ou figurent des projections duales pré-
visibles ( et qui a, bien sGr, son intérét ?ropre )

(2.26) (n) - 43(n) = (a-p)AP(V ) )
Les deux membres étant des fonctionnelles additives prévisibles, il
suffit de vérifier 1'égalité de leurs espérances, ou encore que l'on a

(2.27)  E*[(e-p)EL(V 0)] = E'[AD(n)-E}(h)]

Voici le calcul. Le premier membre vaut, d'aprés (2.17)

~

(*) Le calcul se remonte, et donne aussi (2.26) avec des ™~ au lieu de ™

(x) Sur ces trois formules on voit que Kp(h)=0 si h=0 sur F°.
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. - loo) p!z ~PSyq,
E [(q,p)é ¢S Tios eV hoX ds ]

Ceci est une intégrale du process%s (thoXS) par rapport au pro-
cessus croissant adapté st = eP' 778 I{ ids . Le théoréme VII,T15

eee

de MEYER 157 déja cité nous permet d'écrire 1'espérance

D
E'[(q-p)(f)m ep(LS—S)I{O<Ls§b}ds£ s hoxue—Q(u—s)du ]

Fubinisons : l'intégrale double sur les (s,u) avec s<uDg s'écrit
aussi comme intégrale double sur les (s,u) avec &ugs<u , et alors
on peut remplacer ls par Lu , d'ou 1l'intégrale

E [(q—p)/ Pl 1 jnoX, e-qu/“e<q-P>st ]

{O0<t <t
= E°[ / Pt Ti0et <ilh°x e q“[e(q-p)u_e (a=P) 414y 7

et la fin du calcul est immédiate.

Nous arrivons maintenant au point crucial du travail de GETOOR-SHAR-
PE, contenu dans les théorémes 2 et 3 ci-dessous.

DEFINITION, On désigne par (K ) une fonctionnelle additive continue,
telle que toutes les fonctlonnelles additives IP(h) soient absolu-

ment continues par rapport d K,
Par exemple, K = T1(1) possdde cette propriété : en effet si p>1
on a ~p(1)< K ( et donc TP(n) est absolument continue ), et si p<i

oma  fP(1) = T'(1) + (1-mTT(v) = 2T

Noter que cette fonctionnelle K est portée par F, donc par # son
noyau parfait, mais nous préférons ne pas imposer cette condition en
général . .
THEOREME 2. Il existe des noyaux T _sur E, transformant les fonctions

4 S
boréliennes en fonctions Eu—mesurables, tels que Vp(x,dy):Vp(x,dy)

pour xch, et _que

1) Les mesures 7 _(x,dy) pour xeF soient bornées et portées par FC
2) L'équation résolvante VP-qu(q-p)vqu soit satisfaite sur E
tout entier
3) Pour toute h bornée et tout p on ait
(2.28) (n) = i Vphox IFoX aK_

4) Pour tout x on alg 111np:>00 (x 1) =0,

1. Nous établirons en fait un résultat un peu plus précis, qui sera
signalé en cours de démonstration, et servira dans la suite
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[ 1la résolvante (Vp) ainsi modifiée n'est pas sous-markovienne en gé-
néral, et dépend de la fonctionnelle (Kt) choisie ].

DEMONSTRATION, Nous allons supposer, dans la premiére partie de la
démonstration, que (Kt) est strictement croissante et majore f1(1).
D'autre part, un lemme de 1'exposé I, § 2 nous permet de choisir une
version de (Kt) adaptée a la famille (ggi : nous ferons ce choix dans
la suite.

Nous aurons besoin du théoréme de MOTOO sur l'existence de densités
de fonctionnelles additives continues, sans hypothése (L) : rappelons
en la démonstration trés simple, due & GETOOR. Soit (At) une fonction-
nelle additive continue, différence de deux fonctionnelles additives
positives absolument continues par rapport & (Kt) : nous pouvons en
prendre une version adaptée & (g%g . Soit (Tt) le changement de temps
associé a (Kt)' Formons

a(w) = 1lim sup A (w)/11/n(m) , @=1im inf..,
n<m 1/n
Alors @ et a sont go-mesurables, donc dégénérées pour toute mesure
P*, Posons a(x)=EX[d], et de méme a(x)=E*[a] : alors a et & sont
égales K-p.p., et chacune d'elles est une version de la densité de
A par rapport & K, De plus, @ et a sont F°°-mesurables, et_donc a et a

sont B -mesurables. Voir par ex. le séminaire V, p. 231 .

Nous pouvons alors dire tout de suite comment nous ferons pour lever
la restriction relativement & K : nous poserons K%: t+Kt+f1(1), qui
y satisfait, et nous noterons ¢ une densité ge—mesurable de K par rap-
port & K', Nous aurons d'autre part des densités vé (h) des Ip(h) par
rapport & K', et il nous suffira de poser
vp(x,dy): E%E)vé(x,dy) si c(x)#0 , vp(x,dy):O sinon.

Passons & la démomstration proprement dite . Nous remarquons que Ep(h)
ne dépend que de la restriction de h a G=F®, et nous allons construire
des mesures vp(x,dy) sur G ., Soit G le compactifié de RAY usuel de

G par rapport i la résolvante (Vp) : la tribu induite par G sur G est
plus riche que la tribu borélienne de G. Pour toute fonction universel-
lement mesurable h sur G , appliquons le procédé ci-dessus & TP(n) re-
lativement a (Kt) : cela nous fournit deux fonctions B_-mesurables sur
E, que nous notons ;i(h), zp(h). Soit N l'ensemble

£.(x)

guG7p|fG|(x)=+oo}

{xeE : ﬂfeg(a) , 4 p rationnel, !pr(x)<y
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ou £, est la restriction de f 4G . Comme g(@) est séparable, N est
ge—mesurable et K-négligeable, Pour x¢N, nous noterons v_(x,f) la
valeur commune de gb(x,fé)et Fp(x,fc, pour feC(®) : v _(x,.) est alors
pour tout p rationnel une mesure bornée sur G. Si xeN , nous poserons
vp(x,.)=0.

On vérifie alors aussitdot, par classe monotone et encadrement, que
si h est universellement mesurable bornée sur G , v_h est universelle-
ment mesurable sur E, et est une densité de fp(hG)p.r. a (Kt)‘ Sih
est borélienne sur G , vph est B -mesurable sur E.

Soit N1 1'ensemble (Vq désignant la résolvante de RAY sur G ) :
{ xeE : Ip, q rationnels ,3feC(G) , vp(x,f)-vq(x,f)#

(q—p)vp(x,vqf) }
Comme V_ applique g(@) dans lui méme, c'est un ensemble ge-mesurable,
et il est K-négligeable . Remplagant vp(x,.) par O ( sans changer de
notation ) si xeN1, nous aurons partout la "relation résolvante"
pq = (@ P)VT,
D'aprés la remarque précédant le théoréme 2, nous pouvons supposer
( quitte & annuler encore vp(x,.) pour certains x ) que pour p ration-
nel on a
pvp(x,1) < pVY1 partout

la"relation résolvante" permet alors sans aucune difficulté, par con-
vergence uniforme, le prolongement de vp a8 toutes les valeurs réelles
de p.

Lorsque p augmente, la "relation résolvante" entraine que v_ diminue.
vp(1) est la densité de IP(1) par rapport & (Kt)’ et IP(1)40 lorsque
p=>w , de sorte qu'avec encore une annulation supplémentaire on peut

supposer que limpidp vp(1) = 0 partout.

Nous savons que G est unixersellement mesurable dans G , et si nous

prenons thE\G , nous avons Ip(h)=0 . Soit alors
J = {x:v_(x,h)>0 pour un p rationnel } ( ou pour un peR )

J est universellement mesurable et K-négligeable, mais non,ge—mesurable
en général. §i nous posons
(2.29) Vp(x,dy) = IFc(x)vp(x,dY)"’IF\ J(X)Vp(xydy)
ces mesures sont portées par E, et satisfont a4 1'énoncé. Mais Nicole
KAROUI m'a signalé que la perte de la ge—mesurabilité présentait des
inconvénients pour la suite. Que peut on dire ?

Soit p une loi initiale, et soit A une loi équivalente 3 la mesure
”UKﬁp . I1 existe un ensemble borélien pour la topologie de E , H < G,
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tel que 1'on ait A(G\H)=0, et que les fonctions universellement mesu-
rables sur G, traces des éléments de g(G), soient boréliennes sur H.
Comme H est lusinien, et l'injection de H dans ¥ est borélienne injec—
tive, H est borélien dans G . Donc si 1l'on pose h'—Iﬁ\H y V (.,h') est
Ee-mesurable dans E, 1'ensemble J'={xeF : vp(x h')>0 pour un p ration-
nel } est ge—mesurable ( on peut remplacer pef par peR ), et les noyamx

(2.30) fr;)<x,ay)=IFc<x)vp(x,dy3 * Ipygr (X)vp (x,4y)
= (1-IJ\J|(X))vp(x’dy)

opérent sur E, et transforment les fonctions boréliennes en fonctions
Ee—mesurables. D'autre part, J' est pUK—négligeable : pour le voir ,
il suffit de montrer que <yUK,IF.vp(.,h')>=O, ou encore que

(2.31) BH[ v, (Xgyn ) IgoX  aK ] =

(Ceci vaut d'ailleurs jolad Ip (h')] a'aprés (2.28)), Mais (2. 31) est
majorée par <pUKVp,h'> R nul puisque A(h')=0., Autrement dit, Vp et V'
ne différent que sur l'ensemble J"=J\J', et on a

i
(2.32) joladl /IJ"OXS sz]_o

La formule (2,28) vaut aussi avec Gé au lieu de V , mais 1'égalité
doit étre prise en ce sens que les deux membres sont PM-indistineuables

(et (Gé) dépend de p ). Nous avons tout ce qu'il nous faut pour la
suite,

REMARQUE. Sous 1'hypothése (L), on peut prendre pour p une mesure de
référence, et 1l'indistinguabilité pour P entraine 1'indistinguabilité
pour toutes les lois initiales : il existe donc des densités ge-mesu—
rables.

INVERSION DE LA TRANSFORMATION DE LAPLACE

PROPOSITICN 4, Il existe une famille (@t)t>0 de noyaux sur E, trans-

formant les fonctions boréliennes en fonctions Eu—mesurables, et pos-
sédant les propriétés suivantes

a) Pour tout xeE, Qt(x dy) est portée par FC , et bornée. Pour xeF®
on a Qt(x dy)=Q, (x,dy) .

~

b) On a Qth:Qs+t ; la famllle(@t(x,.» est étroitement continue &

droite pour tout x, et on a

(2.33) ¥ (x,day) = /® e PP, (x,dy)at
1Y 0 t

Tout revient en fait & trouver des mesures bornées qt(x dy) pour
xeF, prtées par e , et constituant pour tout x une loi d'entrée
pour le semi-groupe (Qt) :
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(2-34) qs+t(X9-)=/qS(X9dY)Qt(Y9-)

telles que pour xeF on ait, avec les notations de la démonstration
du th,2
® -
(2.35) v (x,dy) =/ e ptq (x,dy)dt
iy 0 t

Les propriétés de continuité & droite appartiennent en effet & tou-
tes les lois d'entrée pour (Qt)’ constituées de mesures bornéesl et
la mesurabilité en x des formules usuelles d'inversion de Laplace.

DEMONSTRATION, Récrivons nos hypothéses avec des notations simplifi-

ées : nous avons des mesures bornées vp sur Fc, satisfaisant &

2.36 -y =
(2.36) Vp~Vq -(p=q)v p N

(2.37) Lim e <Vpr1> =0 (th.2, 4))

Prenons a>0, notons f la fonction Va1 , partout >0 sur F? et notons

Q (x,dy) = e-a¥T%7 Q(x,ay)£(y) , Vi(x,dy) = g%;)va+p(x,dy)f(y)

' _ 1
v (dy) = :;;—T;va+p(x,dy)f(y)

Alors les v! satisfont (2,36) et (2.37) relativement & la résolvante
(Vé). De plus, nous avons

< va,1> -<vVv 1 > = p<v > = p<va,1><v',1>

atp atp 1Y
d'oul'on tire d'abord que <pv£,1> < 1 pour tout p, et ensuite lorsque
p=>00 que ZL:I.m.p < pv£,1 >=1.
Ad joignons & F® un point g, ce qui nous donne un ensemble G, et
identifions mesures sur FC et mesures sur G portées par F®, Définis-
sons sur G une résolvante sous-markovienne en posant

Wi (x,dy) = Vj(x,dy) si xeF® , Wi(g,dy) = vi(dy)

Si (W!) ne sépare pas G, il existe xeFC tel que vi(dy)—Vé(x dy) ;
alors Vasp (dy)= Va+p(x dy), et les Qt(x dy) forment la loi d'entrée
cherchée. Si (W') sépare G, prenons un compactifié de RAY G ,
semi-groupe de RAI correspondant (Qt)’ et posons qt(dy) Qt(g,dy)

La condition lim_ < pv'!',1> = 1 entraine que le processus de RAY issu

P p
de g rencontre immédiatement F®, Or cet ensemble est absorbant, donc
les mesures qt sont portées par FC et forment une loi dentrée pour
(Q}). Si 1'on pose q,(dy)= e? 1>qt(dy)/f(y) , on a une loi d'
entrée pour (Qt)’ dont la transformée de Laplace est égale a vp sur

1. Mais non borndes dans leur ensemble : en général qt(x,1%;z +00 ,
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Ja, [ , donc partout. La fonction <qt,1> est décroissante : sa trans-
formée de Laplace étant finie, elle est partout finie, et les mesures
q sont bornées.

En vue d'applications ultérieures, nous introduirons aussi ( pour
une mesure p donnée, cf. la fin de la démonstration du th.2 ) le
semi-groupe
(2-38) Q}t(x'dy) = (1—IJ\J| (X))Qt(X,dY)
dont la transformée de Laplace est (V%) - cf. (2.30) - et qui trans-

forme les fonctions boréliennes en fonctions ge—mesurables.

Nous aurons un peu plus loin une inversion de Laplace beaucoup
plus subtile 3 faire., En attendant, récapitulons tous les résultats
obtenus :

FORMULE DONNANT LES BALAYEES BIEN-MESURABLES SUR M
ta taA
TP _ _ [® -pu
(2.39) Ii(h) = (/) VohoX TpoX dK = c/) e Py cj) QhoXy IpoX dK_ .
Nous regroupons maintenant avec les expressions (2.19) et (2.21)
pour obtenir la formule fondamentale
v

(2.40)  EP(n) :

/tI Xa hoX 4T
5 M(s)ho Gds + 2K AT

/
0
/' (s)hoX_ds + /® e Pau/*q nox_ ar
M s Qu 8 8
0] 0 0
oi T est la mesure aléatoire

(2.41) dr_ = I_oX dK + ' ¢ (ds)
8 F' s s gel g

CONDITIONNEMENT ( CAS BIEN-MESURABLE )

THEOREME 3, Soit (Zs) un processus bien-mesurable positif, et soit
h une fonction positive sur E. On a alors pour tout u>O.

n =EH K 0
(2.42) E [ZL h°qu{L >O}]‘E [ZuIM(u)hoXu]+E [/ Qu_s(Xs,h)strs].
- u u J0,ul
Au second membre, noter 1l'intégration sur ]O,ul ouvert : en parti-

culier si u se trouve appartenir a M;(w), il n'y a pas de terme en

e, dans dFS .

DEMONSTRATION, Nous montrons d'abord que les deux membres de (2.42)
ont méme transformée de Laplace. A cet effet, nous recopions la formu-
le (2,18), appliquée au processus (e_psZs), et en y remplagant Ls par
Ls . Compte tenu de (2.40), il vient
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Ly

(2.43) = E”[éooe_ptIM(t)tht]+E“[éa)e‘ptztdrtéooau(xt,h)e-Pudu]

Hrro _-pt _ ® -pt
E [é e 7Py, hoX Typ, 0|8t ] = E“[é e™P'2,a%2(n) ]

Nous écrivons le dernier terme
Wr foo © A -pv
(2.44) E [é ztdrt{ Q_(X;,h)e™" av]
= BH[/® oDV, A
[é e dvé,v[Qv_S(Xs,h)stFs]
nous appelons t la variable v, et nous avons 1'égalité cherchée. Ainsi
les deux membres de (2.42) sont égaux pour presgue tout u .

On remarque ensuite que (2.42) est évidente lorsque h est nulle
hors de F, En effet, le dernier terme est nul , les mesures Qr(”')
étant portées par F®, Au premier membre, on peut insérer IFoXu ’
mais IFoXu£0 => uepp €M, donc Lu=u>0 , et le premier membre s'écrit
E“[ZuIM(u)hoXu], qui est aussi le premier terme du second membre.

Nous pouvons donc nous borner au cas ol h est nulle sur F.

Je dis aussi que pour vérifier 1'égalité (2.43) pour u=u_, on
peut se ramener au cas ou Zs=0 pour s>u . En effet, un processus
(Zs) général se décompose en deux : (Zsl{s<u }) qui satisfait &
1'hypothése précédente, et (ZsI{S>u }) pouro lequel (2.42) est
vraie : le premier membre vaut  ° E“[Zu IM(uo)houo] , et le
second membre se réduit & son premier terme? qui vaut la méme chose.

Dans ces conditions, un argument de classes monotones montre que
1'on peut supposer Z borné, continu a droite, adapté, nul sur [uo,oo],
et h de la forme V_f, £>0 bornée , p>0. Nous allons vérifier que les
deux membres de (2.42) sont des fonctions continues a droite de u au
point u, et leur égalité p.p. entrainera leur égalité en .

Dans ces conditions, nous allons vérifier que les deux membres de
(2.42) sont des fonctions continues & droite de u au point u  , et
leur égalité p.p. entrainera alors leur égalité en u,.

Pour le premier membre, c'est évident : M étant fermé, la fonction
L, est continue 4 droite. De méme, Lu>0 «=> ux>D, et I L >0 est con-
tinue & droite en u. Enfin, Z est continu & droite et u h=fo est
finement continue .

En ce qui concerne le second membre, la relation uzu, entraine
Zu=0, donc le premier terme reste identiquement nul, Le second terme
s'écrit aussi, pour la méme raison

EH Q X _,h)z_drl
L {O’uo[ Qu—s( s ) s s]
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Lorsque uwiu, , Qu (Xs’h) tend vers éu (X sh), et il faut seulement
vérifier une conditbn de domination, 09 nous avons supposé que h-fo
f>0 , de sorte que la fonction e ptQt(x,h) est décroissante pour

tout xeE. On a donc pour tout u compris entre u, et uo+e

Qu—s(xs’h) = ep(u-uo)auo—s(xs’h) = epeduo—s(xs’h)

' £ PERH
dont 1'intégrale est au plus e” E [ZLu hoX I{L >0§] ( lemme de
Fatou ), quantité évidemment finie. Le theoreme 8st établi,
Le corollaire suivant est une " last exit decomposition :

COROLIAIRE 1 ., On a
(2.45) Ph* = Q™ + E¥[hoX Iy(u)] + E‘[{ [du_s(xs,h)drs ]

O,u
DEMONSTRATION, On prend 2Z=1, p=ey dans la formule (2.42), en remar-
quant que L >0 <> uzD , de sorte que le co6té gauche vaut P h Quh

Un autre corollaire, qui est le principal résultat de condition-
nement. Je dois & N, KAROUI de m'avoir signalé une erreur dans la
rédaction précédente, qui est ici rectifiée.

Rappelons qu'une v.,a. Z est dite FL -mesurable s'il existe un
processus bien mesurable (Z ) tel que  Z= ZL . Les v.a. L, et X

sont EL -mesurables, avec respectlvement Zt_t , t=Xt . u
u

COROLLAIRE 2 , Posoms k,(x,h) = Qt(zxﬂl (0/0=0). Alors
(2.46) EP[hoxulgLu] = ku_Lu(XLu,h) PHop.s. sur {O<L <u}

DEMONSTRATION, Soit (Zt) un processus bien-mesurable borné, et soit
Z=ZLu . Si le processus (ku-s(XS’h)) était bien-mesurable sur [O,u],

nous pourrions écrire d'aprés la formule (2.42), en remplagant

g Par Z.k s(xs’h)I{s<u} et h par 1

EM[Z.x (X, ,h)I 1=©8H J Q. (X ,1)k. (X ,h)z ar_]
u-L L’ {O<Lu<u} 10,ul Qg Egr iy g £goR) 8501
Mais le second membre vaut aussi
p 3 - M
E [/0 u[Qu_s(XS,h)stFs ] = B*[ Z.noX .1
1
d'aprés la méme formule. C'est & dire (2.46).

{O<L <u§]

Malheureusement, le processus (ku_s(Xs,h)) n'est pas bien-mesurable.
Nous tournons la difficulté de la maniére suivante. lLa mesure p étant
fixée, nous considérons les noyaux V' de la formule (2.30), 1'en~
semble J" de la formule (2.32), les noyaux @% de la formule (2.38),

& partir desquels nous construisons des k%(x,h) comme ci-dessus.
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Puis nous remarquons que le théoréme 3 vaut tout aussi bien avec

les Qt qu'avec les Qt s Puisque toutes les fonctionnelles correspon-
dantes sont Pp-indlstinguables. D'autre part, si h est borélienne,
le processus (k&_B(XB,h)) est , lui, bien-mesurable par suite de la
ge—mesurabilité des noyaux Q%, et nous avons donc

E(hoX |F, ] = k! . (X; ,h) sur {O<L <ul
u -Lu u-Lu XLu’ u

et il reste seulement & voir , comme k'(x,.)=k (x,.) pour x¢J" , si
P”{XL ed" ,0<L <u}=0 . Or nous savons par (2.32) que

pp [ -

EF[ (j) I;w0XdK ] = 0
Comme J* © F, nous avons le méme résultat avec drs au lieu de sz.

Enfermons J" dans un borélien N possédant la méme propriété. La
formule (2.42) nous donne, avec ZS=I oX I{s<u}’ h=1

ul .
i = =
P {XLueN ,0<Lu<u}_EP[é Quog(Xgs 1) IyoX dT 1 =0

Le corollaire est établi.

La rédaction précédente comportait le calcul des balayées prévisibles
des fonctionnelles AP(h), et des indications sur le conditionnement
dans le cas prévisible. Il s'agit d'une question sur laguelle GETOOR
et SHARPE obtiennent de trés jolis résultats, mais qui est assez
étrangére au sujet de ces exposés : les ensembles homogénes . Aussi
ne reprendrons nous pas cette partie de 1l'exposé.

[ Cette suppression entraine un " trou" dans le numérotage des for-
mules ] .
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II, COMPLEMENTS A GETOOR-SHARPE

Nous allons mettre le résultat principal de GETOOR-SHARPE sous
une autre forme, qui se prétera 4 une extension trés plaisante.
Les méthodes seront une extension immédiate de celles de GETOOR-
SHARPE,
Nous commengons par mettre le th.2 et la prop.4 sous la forme
"délaplacifiée® suivante . On notera que 1l'inversion de transforma-
tion de Laplace n'a pas un aspect aussi compliqué que celle du thé-
oréme 3,

PROPOSITION 5.~ Pour tout u>0, toute h positive , la projection

duale bien-mesurable de la mesure aldatoire

(2.52) ad%h) = 7' _hoX_ I e _(dt)
t geM“ g+u {g+u<Dg} g

est la mesure aléatoire
‘\11 ~
(2.53) adi(n) = Qu(Xt,h)IFoXtth

DEMONSTRATION, I1 faut remarquer que (2.52) admet comme " fonction
X mon wdnptze/ u

de répartition” une vraie fonctionnelle additive/: J, (h) admet en

effet au plus % masses unité sur l'intervalle [0,a], la sommation

portant sur des intervalles contigus & M de longueur > u .,
Nous avons & vérifier que , si Z est bien-mesurable positif

T - B 20
(2.54) BH[ EM" ZghOXg_mI’gﬂKDg}] = B [é%tQu(Xt,h)IFOXtth]
m

On peut supposer Zt nul pour t>a, Z positif borné, h positive bor-
née. I1 est facile de voir alors, par classes monotones, qu'on peut
se borner au cas ou (Zt) est continu & droite, h continue bornée
sur E, D'autre part, le résultat est trivial (0=0) pour hIF , donc
i1 suffit de le démontrer pour hlge , puis pour qVq(hIFc) (g>0).
Autrement dit, on peut se ramener au cas od h=V g , & positive bor-
née, g>0, 4

I1 est alors évident que le c6té gauche est une fonction continue
é droite de u sur ]0, [ ( rappelons que la somme n'a qu'un nombre
fini de termes ! ). Pour voir qu'il en est de méme du cotd droit,
on note que la fonction e—quﬁu(xt,ng) est décroissante, et on
applique le théoréme de Lebesgue.

I1 ne reste plus alors qu'a vérifier que les deux membres ont
méme transformée de Laplace en u : c'est la formule (2,28),

Dans le résultat suivant, la proposition 5 ne joue qu'un rdle
trés accessoire. Nous revenons en fait au principe méme de la démons-
tration de GETOOR-SHARPE,
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PROPOSITION 6 , Soit ¢ une fonction F*-mesurable positive sur Q.
Posons -

(2.55)  k(x)=E*[c] , Tl(w)=koXy(w)

Alors la mesure aléatcire suivante, ou u est >0

(2.56)  aGy(c) = ):’M_, cod (dt)
ge
admet comme projection Juale bien-mesurable

(2.57)  af(e) = Qu(X,,k)IpoX dK,

DEMONSTRATION, Compte tenu de la proposition 5, tout revient &
montrer que les mesures aléatoires ng(c) et ng(E) ont méme pro-

grul {grud o g

jection duale bien-mesurable. On peut évidemment supposer ¢ ( et c)
bornée., Tout revient & montrer que si Z est bien-mesurable, continu
A droite, nul pour t>a fini, borné

EM[ 7', 2 cob I =EF[T' ZGoo I 2.
[gr,,; g°° gt lg+u<0gi] Dg:eM; g% gt {g+u<Dg¥] (2.58)

On se raméne par complétion au cas ou c est F°-mesurable, puis par
classes monotones au cas ol ¢ peut s'écrire Y=h1°Xt1"‘hn°th (h1...
hn continues sur E ), de sorte que YoQu est une fonc-
tion de u continue & droite., Puis, par passage & la limite, on se
raméne A considérer c=qf°°e—unoOudu : alors les fonctions coOu et
300u sont continues & O 4roite en u. On se raméne alors & vérifier
que les deux membres de (2,58) ont méme transformée de Laplace en u.
Remarquons d'autre part que M; est une réunion dénombrable de
graphes de temps d'arrét : la propriété forte de Markov entraine
alors 1'égelité correspondant & (2,58), avec M; au lieu de M; .
Pour finir, il nous suffit de vérifier 1'égalité des t?ansformées
de Laplace des deux membres de (2,58), avec M~ au lieu de M; . Ne

pas s'inquiéter : les quantités qu'on a ajoutées sont finies, et les
transformées de Laplace seront finies.
L'égalité 4 démontrer s'écerit alors

' D - ’ -
(2.59) EM[ g_;M_, zg(é ol e P“du)oog] =B ... el ) L]

Remarquons que nous ne changeons rien dans cette formule en rempla-

sant c(w) par c(w)Ip.oX,(w) , et donc C par E.I_coXO. Ce changement

fait, nous pouvons ajouter aux deux membres les quantités, toutes

deux égales & O, puisque les nouveaux coe.,soo, sont nuls p.p. sur M
jolal (/)OOIM\M*(s)coOSZSds 1, BY (/)00,,, Co0 ... ]

Cette addition faite, nous voyons apparaitre des intégrales par

rapport & des mesures p-transportées sur M (cf. (1.10),(1.11)).
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D'aprés (1.11), 1'égalité i démontrer s'écrit maintenant
brye Py 1 -ps =E# 3
(2.60) B [(/) Zy 70 Tyy s0° co® ds]=E"[/... Tob ds ]

Oor 4 Zzs sont F_ -mesurables , et E[Cogslgs]=cogs .

S’
On aura noté que cette démonstration est exactement la méme que celle
de la proposition 3,

La proposition analogue & la précédente pour M; est triviale, On en
déduit par addition

PROPOSITION 6' , La projection duale bien-mesurable de

.6 ' co0 I
(2.61) ):Mge - ©°%g+u fg+u<Dgleg(dt)
est
(2.62) Q,(X;,x)dr, , o  ar = IFoXtth+E'_' e g (dt)
ge

Nous en arrivons maintenant au résultat final, que nous énongons

pour M ( i1 y a2 un énoncé analogue pour M laissé au lecteur ).

’
D'abord quelques notations : nous désignergns par EX les espérances
sur  correspondant aux processus de Markov admettant (Qt) comme
semi-groupe de transition, Soit aussi @ 1'ensemble des applications
continues 3 droite de ]O,c0[ dans E, 3 durée de vie, muni de sa
famille de tribus naturelle (g%), engendrée par les coordonnées (Xﬁ).
Pour toute loi d'entrée (nt)t>0 , 11 existe une mesure positive
o-finie et une seule sur (X , donnant la masse finie <nt’1 > 2
{c>tl pour tout t>0 , et telle gue pour tout t>0 le processus (X§+s)
soit markovien avec (Q ) comme semi-groupe de transition, T, comme
mesure initiale., En particulier, pour tout xeE nous avons une mesure
sur O correspondant & la loi d'entrée (Qt(x,.)) : nous noterons
ﬁé les espérances correspondantes,

Nous considérons Q comme une partie de o~ , €t nous prolongeons
D ( qui peut &tre supposé universellement mesurable : cf. 1'exposé
)

3 @ par la formule D(w) = lim t+D(Otw).
t=0

X
PROPOSITION 7, Soit C une fonction £°—mesurable positive, telle que

C([3])= 0, et soit c=Cokn., Alors la projection duale bien-mesurable
de

(2.63) T . coo_e_(dt)
ZelM g 8

est
(2.64) ol jar
(2. q Lelary
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DEMONSTRATION, Nous devons vérifier que si (Zt) est bien-mesurable
positif, borné, nul pour t>a, nous avons

w X
u)%' - BM[a%t
oiadl Z coe ] =E [éEQ [c]thFt]

X
Commengons par le cas ou , sur QO

X X ‘
C = h1 oxt1 eee hnoxt (O<t1ooo<tn ’ h1 .a'hn bornées
nulles en d )
Posons Y = h1oX0...hn°th_t1 I{D>tn—t,§ sur 1 , Alors on a
- .6 jection
cOOg = Y°Og+t11{g+t1<D w et nous avons par (2.62) la projectio
duale cherchée : E°*[v] vaut Eé[h1°XO"’hn°th-t1] ( espérance pour

(Qt)’ sans chapeau ) et ﬁt (x,Eé[..]) vaut ﬁg[c]. La formule est
donc établie dans ce cas.

Nous choisissons maintenant un ™0 , et remarguons que I§Z>Tl=
IE\{b}°XT , de sorte que si C est de la forme ci-dessus, il e? e?t
de méme de CI{Z>T} . Mais les deux membres de 1'égalité, appliquée
a CI{6>Tl , sont des mesures bornées en C ( du fait qu'il y a au
plus a/T intervalles contigus de longueur >7 , et de 1l'égalité
précédente pour C=IE\§a}oXT , qui vaut 1 sur 1l'ensemble K:ﬂ}) Un
raisonnement de classes monotones donne alors 1'égalité désirée pomr
CI{;>T} , ou C est £°-mesurable positive. Il ne reste plus qu'a
faire tendre Tvers 0, C étant nulle sur {/=0}.

4
REMARQUE, On aimerait avoir une formule donnant, sans trop de
restrictions, la projection duale bien-mesurable de

'
Y. co0 e (dt)
geM g8

lorsque ¢ n'est pas de la forme Cokn. C'est assez facile lorsque
¢ est de la forme YoOa ( a0, v Fo-mesurable ), On écrit alors

!

L co0 e _(dt) = lim t T _(yoo_ )oo I e _(dt)

nge g8 u<a,ui0 a-u’ Tgtu” {grud, g
La projection duale bien-mesurable de cette dernidre mesurs aldatoire
est, d'aprés (2.62)
Q(X;,B,_ Kar, ot k=E°[Y]
Cette quantité croit lorsque ulO . La projection duale bien-mesurable
cherchée est donc limu Qu(Xt,Pa_u}adFt o Quelle est 1'interpréta-
tion de cette limite ?
Soit (ﬂt) une loi d'entrée pour (Qt) 3 nuPt—u croit lorsque u<t

décroit et sa limite, que nous noterons ﬁt , est une mesure positive
( non nécessairement 9-finie ), et on a ﬁs+t=ﬁsPt‘ Supposons qu'il

1. Ces pgoblémes sont en partie résolug dans l'exposé IV, et des solutions
completes figurent dans un travail 3 paraitre de N.KAROUI-H,REINHARD
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existe une mesure sur O , pour laquelle (X?) est markovien, admet
(Pt) comme semi-groupe de transition et (ﬁt) comme loi d'entrée,
et notons E 1'intégrale correspondante, Si c est de la forme YoOa,
nous avons

EBle] = E[YoGa] =< ﬁa, E°'lvy] >=< ’ﬁa,k> = lim < ,P,_ Xk >
Cela s'applique en particulier 3 la loi d'entrde (ét(x,.)) » et on
voit que la limite précédente s'interpréte comme 1'espérance BX [c]
pour une certaine"mesure" - lorsque xeF° y i1 est assez facile de

voir que c'est en fait Ex[c]. I1 y a 14 certainement une question
intéressante.

REMARQUE, Si 1l'on prend pour ¢ , dans toutes ces évaluations (2,61),
(2.63) .., une fonction de la forme c'.I{D:G)} s la somme ne comporte
qu'un seul terme., Soit L le dernier point de M : on évalue des
espérances de la forme E“[ZLc'oOLI{L< }] : le lien avec le théoréme
de WALSH , dans le dernier paragraphe de MEYER-SMYTHE-WALSH E%—, est
évident, et on peut en fait déduire le théoréme de WALSH de la
proposition 7. Indiquons sommairement le principe de la démonstra-
tion. WALSH introduit la fonction g(x):Px{D=oo}, invariante pour
(Qt)’ et le semi-groupe " conditionné" thQf . Le probléme consiste
d savoir gi ( 2 étant bien-mesurable , et By<eoo<ty étant > 0 )

m
BRIy 0 } 2oby K, oo hn°XL+tn]

- gt
= EM1 ;ZLh1°XL+t1'"hn-1 oX 'R"n‘t

{L<oo L+t (xt ,hn)]

n-1
Pour cela, on évalue les deux membres au moyen de la prop.7, le

n-1 n-1

premier valant par exemple

EM[ /®ar EXS[h oX h oX, I
0 s Q 1

t1"' {D(I)‘]

Reste donc simplement & voir si

E}Qc[h1oxt1...h OX IlD ool] =

oo.h 0 R
t1 n=-1""% _, t,-t
Cela ne présente aucune difficulté.
PROBLEME, Le théoréme de WALSH concerne en fait la famille de tri-
bus £L+t’ plus grande ( en apparence ? ) que celle que nous avons

atteinte ici ( engendrée par Fp et les XL s S<t ). Pour atteindre

(x

~X
E-[h, oX
Q1 n-1

tn_1’hn)I{D=m 4]

directement FL+t’ il nous faudrait savoir prOJeter des mesures
aléatoires de la forme

[ .
%;Mﬂ c°0g+t1{g+t<Dg}eg+t(dS) ( au lieu de eg(ds))

Cela semble intéressant, de toute fagon.
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ENSEMBLES ALEATOIRES MARKOVIENS HOMOGENES (III)

par B, Maisonneuve et P.A. Meyer

Cet exposé est presque entiérement consacré & la démonstration de

1'un des principaux résultats de MAISONNEUVE : le caractére fortement
markovien ( et méme un peu mieux ) du " processus d'incursion". Nous
ferons en divers endroits des hypothéses simplificatrices, par exemple
des hypothéses de mesurabilité, Si 1'on tentait d'en donner une des-
cription axiomatique compléte, la théorie deviendrait extrémement
lourde !

L'objet essentiel de 1'exposé peut se décrire ainsi : étant donné un
processus (Xt), et un ensemble aléatoire homogéne M sur lequel (Xt)
posséde une sorte de propriété de renouvellement, décrire de maniére
intrinséque (Xt) au moyen d'un couple de processus , dont 1l'un repré-
sente le comportement sur M , 1'autre le comportement entre les passa-

ges dans M. Le cas le plus intéressant est celui ou (Xt) tout entier
est déjd un bon processus de Markov, qui se trouve ainsi'décomposé"
de maniére intrinséque. Pour éviter des confusions, disons tout de
suite que cette décomposition n'est pas la décomposition classique
en " processus a la frontiére et & l'intérieur" de la théorie des
diffusions, car celle-ci comporte un changement de temps au moyen
d'un temps local de la frontiére ( question que MAISONNEUVE étudie
dans un autre chapitre ).

I, NOTATIONS, AXIOMES, ETC,

Nous considérons un espace d'états E, borélien dans un compact
métrisable ¥ ( hypothése un peu trop restrictive, mais qu'importe ?)
Comportant un point 8 ( qui sera supposé isolé pour la topologie de
E ). Nous désignons par Q l'ensemble de toutes les applications de
B, dans E, continues a droite et a durde de vie ( ce choix particulier
de Q est destiné surtout i nous éviter une théorie axiomatique
mais nous nous permettrons den changer).Coordonnées Xt , durée de vie
¢ , translation Ot , opérateurs de meurtre kt’ tribus naturelles E%,
Fo , Si P est une loi de probabilité , EP est la complétée de E°
pour P , EE est engendrée par Z%+ et les ensembles P-négligeables,
z: ’ g* sont les intersections de toutes les tribus gﬁ sy 7. On se
donne aussi @

*
( )Rédaction de P,A.Meyer
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DONNEE 1 , Une famille (Px) o e lois sur E , telle gue pour tout
AeF° ( donc aussi AeF* ) la fonction P°(A) soit universellement me-
surable sur E, et que P = e[a]

On définit P* par intégratlon, si p est une loi sur E, et on dé-
finit les notations abrégées g“ ( au lieu de FPP FPP )y By Eys
comme d'habitude en théorie des processus de Markov. Nous dirons que
nous sommes dans le "cas markovien" si la famille (Px) est celle d'un
processus de Markov droit ( donc sans point de branchement, en parti-
culier ).

DONNEE 2, Un ensemble aléatoire homogéne fermé M , progressivement
mesurable par rapport a[toute]famille (gz).

Pour toutes les considérations élémentaires qui vont suivre, il
suffirait d'avoir la progressivité pour les familles (zg), mais 1l'exi-
gence ci-dessus se justifiera lorsque nous regarderons le semi-groupe
du processus d'incursion. Rappelons que la (pénible) derniére partie
de 1l'exposé I montre que cette hypothése est anodine dans le cas marko-
vien,

Nous ferons encore deux hypothéses, qui sont satisfaisantes pour
l'esprit, et assez anodines ., On rappelle que D.—:DO est le"début"de M.

1) D¢ => D=+oo

2) t>D(w) => D(ktw)=D(w) (D est un'temps d'arrét algébrique" )

2) entraine que si deux trajectoires w et w' coincident sur un inter-
valle [0,t[, -alors M(w)NJO,t[ = M(w')NJO,t[.

On peut énoncer maintenant 1'axiome fondamental, qui exprime une
propriété de Markov forte du processus (Xt) 4 tout instant d'entrée
dans M,

REGENERATION SUR M, Si S_est un temps d'arrét de la famille (F ),

le temps d'arrét DS ( de la famille (F ), ou méme (F*)» 9 une fonctlon
Fo-megurable positive, on a pour toute loi p sur E

(3.1 EMl@odplq oo yIEg] = B 2e]T i ) “Phop,s. (1)

Quelques extensions triviales : si S est un temps d'arrét de la famil-

le (Fll ) » le résultat s'applique encore ( prendre un t.d'a. S' de la
famllle ( +) éeal Plop.s. 4 S ) ; de méme, le résultat s'applique
avec FE au lieu de FT . Par complétion, il vaut aussi si ¢ est P-mesu-
rable.

Voici une extension qui n'est pas triviale, et qui servira beaucoup
dans la suite.,

(1) I1 faut aussi supposer E“[¢]=E”[EXC[¢]], une sorte de régénération
a 1l'instant O.
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DEFINITION.(?%) ’ (gi), (Et), (g:) désignent respectivement les

familles de tribus ( continues a droite ) (gﬁ ),(FP Y, (Fy ), (FX ),
— — =D =Dt =Dt =Dt

PROPOSITION 1, Si S est un temps d'arrét de la famille (Et), =Dy
est un temps d'arrét de la famille (gt), et on a Fq € Fp. La pro-
priété de régénération (3.1) vaut encore sous ces hypothéses.

DEMONSTRATION, Lorsque S est de la forme t, (teR,Aef =F, ), T veut
(Dt)A , et est bien un t.d'a. de (gt). On passe de }i, par inf finis
puis limites décroissanteg, au cas général, Soit Aegs ; nous savons
que S, est un t.d'a, de (gt), donc d'aprés ce qui précéde D(SA) est
un t.d'a. de (gt) ; or c'est aussi (DS)A , donc AeFp .

I1 y a de petites variantes de cette premiére par%ie, lorsque S
est un t.d'a. de l'une des autres familles, On laisse cela.

Passons & (3.1). Introduisons le processus de 1l'age (Qt)’ adapté
et continu & gauche. Pour k>1 , désignons par (Skm)m>0 les temps 4°
entrée successifs ( définition récurrente habituelle...) de ta)
dans 1l'intervalle ] %’EéT ] ’ et rangeons les en gne suite unique
(Un). S étant un t.d'a. de (E,), soient T=Dgy , AeFg<F, , BeF°. Nous
supposons AC{P<co } et nous décomposons (3.1) en deux

(3.2)  PHanoz'(B)nfs=T}) = /PXT(Bi apt 2
AN{S=T

(3.3)  PH(an,.....n{s<t}) = /.....

o0 .dPu ?
anjs<ri

(3.2) est facile : soit S'=T, T'=DS, s nous savons que S' est un t.
d'a, de (Et)’ donc nous pouvons lui appliquer directement (3.1). L'en-
semble A'=AN{S=T}| est contenu dans {T'<® } , T' colncide sur lui avec
T , et on vérifie aussitot qu'il appartient & Fp, ; (3.2) se raméne
alors a (3.1).

Passons & (3.3). Posons Vn=DUn , ce sont des temps d'arrét de la
famille (gt). et nous pouvons leur appliquer (3.1). D'autre part,
8i S<T, il existe un Skm entre S et T pour k assez grand et m conve-
nable , donc ( changement de nom ) un Un, et alors T=Vn. Posons
alors

Al = An{S<T§n{T=Vn}
A = Al 1
n n\pgﬂAp

On vérifie sans peine que A efy , on applique (3.1) & Ap etV , on
n
somme sur n et on obtient (3.3).
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La proposition 1 admet une extension , immédiate par classes monoto-
nes :

Si S est un temps d'arrét de la famille (gt) et T=Dg ; si G est
une fonction positive FnxF-mesurable sur (2, on a PHp.s.

(3.4)  BPLG(w,0pw) T4y oy jIEq] = EXT(w)[G(“’")]IiTm’ !

POINTS DE BRANCHEMENT

Nous allons rencontrer un peu plus loin la notion de " processus droit
avec points de branchements, & valeurs dans E" , Il s'agit d'une no-
tion qui se réduit essentiellement & celle de processus droit ordinai-
re, et que nous décrirons aimsi.

L'espace d'états est partagé en deux morceaux B et D ( points de
branchement, points de non-branchement ), tous deux universellement
mesurables, Sur D, on se donne un processus droit ordinaire ( ce qui
sous—-entend d'habitude que D est lusinien, mais cette hypothése doit
8tre affaiblie : cf., la fin de 1l'exposé I ). Pour tout xeB , on se
donne une loi de probabilité Po(x,dy) sur D, On prolonge alors le
semi-groupe a E=BUD en convenant que pour xeD les exP restent les
mémes ( i.e. ne chargent pas B ), et que pour xeB ethszO(x,dy)Pt(y,.)
La réalisation canonique du processus droit a4 points de branchement
se construit ainsi : on considére les applications de R dans B ( éven-
tuellement & durée de vie ; on décide alors que 3eD ) w : t+> w(t)=
X, (w)

- continues a droite et a valeurs dans D pour t>0

- admettant une limite & droite w(O+)=XO+(w)eD pour t=0

- telles que Xo(w)=XO+(w) si Xo(w)eD
L'ensemble de ces applications s'identifie évidemment au sous-ensemble
de Exqp formé de tous les couples (x,w) tels que Xo(w)=x si xeD, On
munit cet ensemble de lois Px, etc., C'est vraiment évident.

De tels étres n'ont jamais fait l'objet d'une véritable théorie.
Ils ne sont dignes d'intérét que lersque les points de B sont bien liés
au comportement " & gauche" , comme dans le cas des processus de RAY,
Leur comportement " 3 droite" , en effet, se raméne & leur étude sur
D, puisque le processus ignore complétement B aprés O, Une remarque,
cependant, qui fournit un guide pour les définitions des fonctionnel-
les additives, etc, sur cet espace canonique de trajectoires non con-
tinues & droite en O : de méme que l'on n'a pas pris PO=Identité, on
ne doit pas prendre OO=Identité : Oo(w) est la trajectoire continue a
droite qui coincide avec W sur 10, [. Les conditions usuelles d'
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additivité, etc, doivent étre alors exigées pour OO aussi .

DEFINITIONS RELATIVES AU PROCESSUS D'INCURSION

Pour tout we), MAISONNEUVE appelle incursion a l'instant t la trajec-
14(0) = ap(640) = Oy (ap v) toire

ol a désigne un opérateur d'arrét. Nous modifierons légérement cette

définition, en gardant le terme d'incursion, mais en changeant de no-

tation, en considérant plutot comme incursion & 1'instant t

Un avantage tout de suite : nous pouvons dire que w est une incursion

si w:jo(w) ce qui, compte tenu des conditions 1) et 2) page 2 de cet
exposé, équivaut 3 D(w)=+om . Nous poserons

(3.6) 0,
sous—-ensemble universellement mesurable de , stable par translation

{D=+o0} ( espace des incursions )

et meurtre. Nous noterons ( avec la convention Xq): d)
(3.7) Xt(w)=(Rt(m),XDt(w)) 4 valeurs dans ﬁ=ﬁ+xE
(3.8) T, ()= ()3 (0))=(Ry(0),Xp (0),3;(0)

a valeurs dans §+XEXQ « Cet ensemble est en fait un peu trop gros : nous
remarquerons que jt(w) est une incursion, et que Rt(m)gg(jt(w)) ( en
fait on a Rt(w)=c(jt(w)), sauf si Dt(w)=+a), ¢(w)<oo ). Nous prendrons
donc

(3.9) E = {(r,x,0)eB xEx} : D(w)=t+oo, r=¢(w) ou r=+00 |

(nous avons réduit l'espace d'états le plus possible) ., Notre but dans
cet exposé est de montrer que (3.7) et (3.8) sont de bons processus de
Markov, ce qui constitue le premier théoréme important de MAISONNEUVE,
Noter deux apports considérables de MAISONNEUVE & toute cette théorie :
1'idée d'atiliser (Rt) au lieu de (at)’ processus traditionnellement
employé, et doué de propriétés bien moins satisfaisantes ; 1'idée des
incursions employées sans changements de temps, alors que les processus

dits traditionnellement " d'excursions" étaient toujours transformés au
moyen d'un " temps local" de 1l'ensemble aléatoire M .

1I, ETUDE DES PROCESSUS

Nous voulons considérer (X%) comme un processus & valeurs dans E ,
La premiére chose consiste naturellement & munir E dtune structure
mesurable. Le choix est évident : la tribu trace de g(ﬂ+)x§(E)xg°.
Dans ces conditions, Xt est évidemment une v.a. th-mesurable. Mais
cela sera loin de nous suffire, Si nous voulons avoir de Dbons
processus , il nous faut une topologie sur 1'espace d'états. Tout
revient en fait 4 munir Q d'une topologie raisonnable.
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TOPOLOGIE SUR Q , E est toujours un espace métrisable : il est sup-
posé universellement mesurable dans B! métrique compact, et rien ne
nous empéche de déclarer que 3 est un point isolé de E1. Choisissons
alors une distance d sur E1, et définissons une distance sur Q en
posant

(3.9)  d(w,w') = {)wa(xt(m),xt(m-))e‘tdt

Autrement dit, la topologie sur ? est celle de la convergence en

mesure . Quelle est sa tribu borélienne ? Notons que la fonction

d(w,.) est F°-mesurable, donc B(Q)<E° ., Mais inversement, les fonc-

tions % T foXs(m)ds, o feC(E'), sont continues, d'ou il résulte
% =

lorsque h=> 0 que Xt est 2(0)—mesurable , et enfin que 2(0)=£°.
L'ensemble de toutes les (classes d')applications mesurables de
R+ dans E1, muni de la convergence en mesure, est un espace polonais.
I1 n'est pas difficile de voir , en adaptant le raisonnement de la
derniére proposition, Sém.V p.235, que l'ensemble des applications
continues 3 droite est, dans cet espace, un complémentaire d'analy-
tique ( il faut se ramener au cas réel en considérant E' comme un

compact de [0,1]N , puis remplacer dans ce raisonnement les lim éﬁi
le long des rationnels par des 1lim ess ;3; le long de R+ , avec la

remarque de WALSH, qu'une fonction essentiellement continue 4 droite
est continue & droite ( Sém.V, p.292)). Un raisonnement de projection
montre alors que l'ensemble des applications continues & droite &
valeurs dans E borélien dans E1 ( ou méme seulement complémentaire
d'analytique...) est un complémentaire d'analytique. Ainsi nous avons
démontré que N est plongeable dans un métrique compact comme complé-

mentaire d'analytique.

Maintenant, je dis que le processus (jt) a4 valeurs dans 0 est

continu & droite pour cette topologie.
i) Si t est dans un intervalle [a,b[, ou Ja,b[ est contigu &

M(w), et h est assez petit, on a

A3 3 ) = L7 A0 ()X ()67

b-t
+ [ dlX,, (w),d )e %ds
b-t-n oS 77

qui tend bien vers O avec h ( méme si b=+oo! ).
ii) Sinon c'est que teM(w) et n'est pas isolé & droite, donc
jt(w)=[a] , et 1'on peut écrire
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€3y (@)
d(3, (@), 34 (w) = / a(Xy o (@), e %ds

quantité que 1l'on peut majorer au moyen de la durée de vie de jt+h(w),
durée de vie qui tend évidemment vers O,

Si O est un espace d'applications pourvues de limites & gauche, on
vérifie de méme que les processus d'incursion ont des limites & gauche
pour cette topologie ( et si E est polonais, O se trouve alors étre

lusinien, au lieu de complémentaire d'analytique ).

OPERATEUR DE TRANSLATION, Nous n'asllons pas nous borner & vérifier
que le processus (Xt) est markovien pour les lois P“, nous allons
construire une réalisation de son semi-groupe. L'espace de base ( por-
tant les lois ) en sera le sous-ensemble {3 de §+x0 formé des (r,w)
tels que rgD(w), muni de la tribu induite g(ﬂi)xgolﬁ . Notre pre-
mier soin sera de le munir de l'opérateur de translation

(3.10) 8i @ = (r,0)ed , Dw = (r—t,Otw)eﬁ si t<r

(Rt(w),Otw)eﬁ si t>r

On rappelle que Rt=Dt-t. I1 faut noter que la derniére parenthése
g'éerit aussi (Rt—r(orw)’ct-r(crw))' Egaelement, que 50 n'est pas
1'identité

(3.11) 50(r,w) = (r,w) 8i r>0 , si r=0 c'est (R(w),w)

Calculons Esﬁt(r,w) : il y a quatre cas & distinguer
i) s+t<r ¢ c'est ( r-t-s, Qs+tw )
ii) t<r, spr-t : c'est (RS(Otm), Os+tw)
iii) tzr, s<Rt(w) : clest (Rt(w)-s, Os+tm)
iv) tzr, ngt(m) : c'est (Rs(Otw), Os+tw)
Les trois derniéres expressions valent bien (Rs+t(w),03+tw), et on en

déduit aussitdt 1'égalité Usbt=5s+t

VARIABLES ALEATOIRES. Nous posons sur Q

(3.12) To(r,0)=(r,X (0),k, (0))eE 81 r>0 ,(R(w),Xg(w),kp(w))eE si r=0

et pour t>0 (r—t,X (0),k

3,13) X, (r,0)=X,(3,8) = r-t%%
(3:13) Ty ry)=To(C40) (Ry(w), Xy (0),3¢(0)) st tzr

w) si t<r

Définitions analogues pour X (r, w), constitué par les deux premiéres
‘coordonnées de X (r,w), Ces fonctlons sont continues & droite sur [0,
pour la topologie choisie sur E : en toute rigueur, X devrait s'appe-
ler XO+ , avec

(3.14) [ 7 (r,w) =(r,X (w) k (w)) pour tout r, notation non uti-
utilisée dans la suite]
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Soit F* la complétion universelle de B(I )xF° qui est aussi celle
de B(i )xF*, Montrons que Xt est mesurable de F* dans B (E) ar
complétion, il suffit de montrer que si h est borélienne sur E,
hoX est F -mesurable, La tribu borélienne de E &tant induite par
B(I )xB(E)xF° , nous pouvons supposer h de la forme (r,x,w)—>

a(r)b(x)c(m), et alors c'est évident :
hoi&(r,m) = a(r—t)b(Xr(w))c(krigtw))I{t<rl
+ a(Rt(w))b(XDt(w))C(jt(w))I{tzri

MESURES. Soit (r,x,w)eE , L'application w—» (r,w/r/w) de Q dans Q !

est mesurable pour les tribus F° , B(E, )xF°, donc aussi pour F*,F*,
d'ou l'existence d'une loi image de P* pour cette application, qu'on
notera P ***¥, Si ¢(r,w) est une fonction E(I+)x£°—mesurable de la
forme a(r)c(w), on a

ET%o¥ 9] = a(r)EXLe(w/r/.)]
fonction gu(ﬁ)-mesurable ; cela s'étend par classes monotones et
complétion au cas ol ¢ est Z*—mesurable positive ou bornée sur a.
En particulier, si f est gu(ﬁ)—mesurable sur E , cela s'applique
ae= f°2t , et la fonction
(3.16) P (.,f) = E'[£oX,]

est universellement mesurable sur E : P, est un noyau sur E,

Cela se verra encore mieux sur l'expression explicite de (Ft),
et d'une maniére qui ne fait pas intervenir le caractére universelle-
ment progressivement mesurable de M : peut étre ce caractére est il
inutile ? On a
B ((r,x,w),f) = F5 ¥ 10X, ] = E[£0X (r,w/r/.)]

Siha,X(rwh/) (r-t, X(Wﬁ)% NhLH.Cmmrzdw,
R ow/r/. )_ev\r X (w/r/.)=X,(.) si r<c0 , % si r=+o00 .
Si tzr , X, (r,W/r/ ) = (R (w/r/. ),XD (w/r/.), 3 (w/r/.)). Noter que
r doit etre fini, donc cela s'éerit (Rt r( ) X (. )’Jt—r( ))e
. t -r
Ainsi

(3.17) 8L r<w, By((r,x,w),0)= I, E¥[£(r=t,%5(.), Bw)]

Ljtpr B (E(Rg_paXp  +3g )]
Si r=w0, T&((oo,x,w),f) = (o ,d,0W)

1., Si r=+w, w/r/w=w et Xr(w/r/w)zb
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Si f ne dépend pas de w, mais seulement de (r,x), on constate que
T (.,f) n'en dépend pas non plus., Aussi pose t'on sur E

(3.18) Si r<ow, Pt((r,x),f) =1 }Ex[f(r—t X5(.)]

{t<r

{t>r}E (z(R t=r? t-r)]
Si r=oo0, P ((r,x),f) = £(0,3).
TRIBUS, Faute d'une meilleure notation, nous noterons gz la tribu sur
0) de la maniére suivante : une fonction réelle 9(r,w) est E:-mesurable
si et seulement si elle est E*—mesurable , et

(3.19) Pour tout r<t , o(r,.) est F -mesurable

Pour tout r>t , 9(r,.) est B j-mesurable
Cette famille est continue & droite, et le calcul fait plus haut
montre que Kt est mesurable de Ez dans g(ﬁ). Si 1'on identifie Q
4 {0}xxX} , les notations (3.12-13) s'identifient aux notations

(3.7-8), et la tribu trace de Ez sur Q est B} .
- It

Voici 1'énoncé du théoréme de MAISONNEUVE,
THEOREME 1, Les noyaux (P ) sur E forment un semi-groupe markovien.
Pour toute loi Pr*X*¥ e_processus (X ) est fortement markovien
par rapport 3 la famllle (Fx) , avec (P ) comme semi—groupe, et

(e(r x H)Pt comme loi 4! entree. De méme , les noyaux (Pt) forment

~

un _semi-groupe sur E, et pour ProXeW ¢ processus (X ) est fortement
markovien, avec (P ) comme semi-groupe et (e

?t) comme loi d'en-

(r,x)
trée .

Compte tenu des derniéres lignes précédant 1'énoncé, ce théoréme
appliqué 3 PO,x,[a] nous donne le caractére markovien de (X ) et (X )
sur Q , pour la loi Px, et par rapport & la famille (F* ). Nous lais-
serons de cOté ici ce qui touche & (Xt)’ en signalant toutefois
que MAISONNEUVE traite ce processus par une méthode directe, qui ne
semble pas exiger que M soit universellement progressivement mesura-
ble.

DEMONSTRATION, Soit S un temps d'arrét de la famille (Ez). Comme
d'habitude, la possibilité de remplacer S par des temps d'arrét SA

(Aeﬁg) rend inutile la manipulation d'éspérances conditionnelles,
et nous nous trouvons ramenés A prouver les deux égalités

1. C'est a dessein qu'on parle de loi d'entrée., On décrira plus tard
ce qui se passe pour t=0. Il peut y avoir branchement .
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(3.20) BT % "’[hoﬁ l]:Er’x"’[ﬁXs[h]I

{r<S<oo {r<S<w | ]

(3.21)  EFOFVInoOgl,g 11 ETOME S[nlrg ]

Nous pourrons toujours supposer que h est de la forme h(s,w)=a(s)c(w)
ol ¢ est Fo-mesurable, le cas général s'en déduisant par classes mo-
notones et complétion. Nous laisserons au lecteur le cas ou r=+o0o, qui
est 4 peu prés trivial, et supposons donc que r={(W)<w® .

Commengons par (3.21). Il nous suffit de voir que pour tout t<r

(3.22)  FVInGOGL g 1] = TN ES(RIL g, ]

Rappelons gue BT %9 ¥ o] = Ex[¢(r w/r/.)]. L'ensemble {S<t} est Z:—me-

surable, donc l'ensemble {S(r,.)<t} est F%+-mesurable : comme w/r/.

et w sont égales jusqu'a 1l'instant r, la condition S(r,w/r/.)<t

équivaut a S(r,w)<t . Posons donc S(r,w)=r' : si r'>t, (3.22) se

réduit & 1'égalité 0=0 ., Si r'<t, on a_S(r,w/r/.)=r', et elle s'écrit
Ex[hoﬁr,(r,w/r/.)] _ Ex[ixr.(r,w/r/.)[h]}

Mais Er,(r,w/r/.) = (r—r',Or,(w/r/.))= (r=r',w'/r-r'/.), ol w':Or,w .

Le premier membre vaut donc

(3.23)  E¥[a(r-r', w'/r-r'/.)]

Passons au second membre : Xr,(r,w/r/w) = (r-r', Xr (w/r/w),

kr_r,Or,(w/r/m)) = (r-r', X,(0) , kr_r,w'). Donc l'intégrale intéri-
eure vaut Xo(w)

(3.24) E [(h(r-r', kr_r,w'/r—r'/.)]

mais k ,w'/r-r'/ w'/r-r'/, , et d'autre part Ex[¢]=Ex[EXO(.)[¢]]

(ici il est bon de rappeler que nos trajectoires sont continues a
droite a 1'instant O, mais que 1l'on n'a pas nécessairement Pxixozx;
=1 ; la relation ci-dessus a été rajoutée dans nos hypothéses, p.2
de cet exposé )

Passons a (3.20), qui est moins facile., Nous avons vu plus haut
que la relation S(r,w/r/w)<t équivaut & S(r,w)<t . Faisant tendre 1
vers r, on voit que S(r,w/r/.) >r équivaut & S(r,w)>r. Si cette pro-
priété n'est pas satisfaite, (3.20) se réduit & 1'égalité 0=0. Suppo-
sons donc S(r,w)>r . Alors S(r,w/r/w) 2 r pour tout w. Je dis que
(3.25) U(w) = S(r,w/r/w)-r
est un temps d'arrét de la famille (F* ) : nous démontrerons cela
plus tard., Alors ( prop.1), T=Dy est uﬁ temps d'arrét de la famille

(F ), et la propriété de régénération a lieu 4 1l'instant T , Démontrons

alors (3.20), en posant pour abréger S(r,w/r/w)=S(w)



222

Que vaut Es(w)(r,w/r/w) ? Comme S(w)zr, c'est

(RS(”)(w/r/w)’Os(w)(w/r/w))=(RU(w)(w)’OU(w)(m))

Nous pouvons alors - compte tenu du fait que h(.,.)=a(.)c(.) et que
la condition S(r,w/r/.)gr est automatiquement satisfaite - écrire le
coté gauche de (3.20) sous la forme

(3.26) E¥a(Ry)e(8y) Ty oy ]

Passons au co6té droit., Il s'éerit Ex[Exs(w)(r’w/r/“)[h]I{S(m)<aﬂ].

XS(r,w/r/m)(r’w/r/m)=(RU(w)(w)’XDU(m)(w)’jU(w)(w)
donc E™S[n] s'écrit
£ 20 [a Ry () e (0) /Ry (0) /) ]
Posons Dy=T : il nous reste 3 vérifier
(3027) Ex[a(Ru)c(oU)I {U<oo} ]=Ex[a(Ru)I {U<CO ;EXT[c(ju/Rv/o ) ]
Or a(RU)I{U<no} est Fp-mesurable. D'autre part, OU(w)(w)= jU(w)/ -
RU(w)/OT(w)(w) y de sorte que cof; s'écrit G(w,OT(w)(m)), ou
G(w,0') = c(Jy(w)/Ry(w)/w’)

est FpxF°-mesurable. D'aprés la formule (3.4) on a aussitdt (3.27),
et le théoréme est établi, & l'assertion sur les temps d'arrét prés.
Pour celle ci, de quoi s'agit 11 ? de démontrer que

{ ws S(r,w/r/w)<r+t] e EB pour tout t.
t

Soit ¥ 1l'application w~»>w/r/w de Q dans lui-méme, et soit A 1l'ensemble

{w : S(r,w)<r+t}, qui appartient & Fj par hypothése., Notons aussi
T+t

que Dr+t = r+Dt°0r' Nous sommes ramenés a prouver le lemme suivant

LEMME, Soit S un temps d'arrét de la famille (E:), et soit T=r+So0 .

Alors si AeFj on a t-1(A)e£§ . [ On rappelle que r=((w)]

DEMONSTRATION, Commengons par le cas ou S est un t.d'a, de (£%+), de
sorte que T l'est aussi, et ou Aeg%+ ; ¥ étant mesurable de E° dans
F°, il suffit ( d'aprés COURREGE et PRIOURET) de vérifier que
w/r/w e A, S(w)<t , w=w' sur [0,t[ => w/r/w'eA

Or T(w/r/w)= r+S(w)<r+t , w/r/w=w/r/w' sur [0,r+t[, et AeF§, . Cela
entraine ce qu'on désire.

Pagsons aux familles complétées. Soit P une loi sur E, et soit Q
la loi ¥(P), Choisissons un t.d'a. S' de (§%+) égal & S P-p.s., et

soit T'=r+S'oOr. On vérifie sans peine que T'=T Q-p.s.. Soit alors
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A'eFR,, égal a A Q-p.s. ; d'aprés ce qui précéde on a v'1(A')e£§,+ ,

et "1(A')=V-1(A) P-p.s.. Le lemme est établi.

POINTS DE BRANCHEMENT , Cherchons les (r,x,w)eE tels que 1'on n'ait
pas P* % ¥ops, X, = (r,x,W) .
5 0,X, W
-8 r=0, on a X; (®,w) = (00,d,w) , et T Pr* {Xp=(0 ,x,w) }

= P*{(c0,3,w)=(c0 ,x,w)}. Ainsi, tous les (w ,x,w) tels que x#d sont
des points de branchement , tandis que les (®,3,w) sont des points
T 00,5W

de non branchement. La mesure correspondante est ¢

® ,w
Nous choisirons comme " cimetiére de E™ le point 3=(w ,3,[3]).

- Si O<r<oo, nous avons r={(w) , et
PR = (ryx, ) b=P* { (2, X (W/T/ ) e (/) ) =(x,x, W) }
=PX{X0( 0)=xl

Nous vcyons donc apparaitre les points de branchement (r,x,w), ol
r>0, et x est un point de branchement pour (Xt)'
- Enfin, si r=0, la condition r=((w) entraine w=[3], et on a

PO % L2 14% - (0,x,B}=PX {(R(.), Xp(.) k() =(0,x, [3]) ]

= P*{X,=x,R=0}
D'ol les nouveaux points de branchement (0,x,[3]), ol x est soit un
point de branchement pour (Xt), soit tel que P*{R=0}<1, Il se peut
naturellement qu'on ait PX{R=0l<1 pour tout x : cela signifie simple-
ment que le processus (Xt) passe sa vie dans 1l'ensemble ol r#£0, et n'
a rien de surprenant.
Noter aussi les points de branchement (r,x) pour (it) : les (o ,x),
x#£3 ; les (r,x), r>0 , x branchant pour (Xt) , enfin les (0,x),
P*{R=0}<1 .

LE PROCESSUS Yt EST IL DROIT ?

Nous venons de voir que le processus (Xt) est fortement markovien.
Malheureusement, il n'existe pas de théorie approfondie des processus
fortement markoviens, les hypothéses les plus faibles sous lesquelles
on sait vraiment des choses précises étant les hypothéses droites.
Nous allons montrer ici que si (Xt) est un processus de Markov droit,

il en est de méme de (X;). Ce n'est pas du tout amusant, mais cela
enléve tout souci pour la suite. Nous supposerons pour simplifier
que l'espace d'états E est lusinien métrisable ( alors que cette
hypothése, on 1'a signalé dans 1'exposé I, est un peu trop forte ).

Nous avons deux questions & examiner : le caractére presque-boré-
lien des fonctions p-excessives ( qui entraine leur continuité a droite
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sur les trajectoires ) ; la possibilité de confiner le processus &
des parties lusiniennes de 1'espace d'états ( ef. la remarque de
MERTENS, exposé I p.11-12 )., Nous nous occupons d'abord de la premiére
question,

Caractére presque borélien . Il nous suffit en fait de démontrer que
si h est borélienne sur E , positive et bornée, son p-potentiel est
une fonction presque~borélienne. Il suffit d'ailleurs de prendre des

h particuliéres, et de raisonner ensuite par classes monotones.
Nous commengons par traiter le cas du processus (X ), h étant boré-

lienne sur E de la forme a(r)b(x). Nous pouvons méme nous borner au
cas ou a(r)=e” -Ar y A>0 . Dans ce cas
P . _ _=A(r-t) xr -AR
P ((r,x) ;h)=¢ b(x)I{r>tl+Iir<t}E [e” T g-r both_r]
La contribution du premier terme dans L] ((r x) ;3 h ) est
e =AT_ e PT
..b(x)_————
A-p
C'est une fonction borélienne, et il est inutile de s'en preoccuper.
Nous écrirons le second terme sous la forme I{rstl o r(x Pkb)

sorte que sa contribution dans le potentiel est™
e-prUpg(x) , O g = P%b

Comme (r,x)~> e ™ est déja borélienne, il nous suffit de démontrer
que si f ( égale ici 4 U g ) est presque-borélienne pour (X ), (r,x)

~> f(x) est presque-borélienne pour (Xt) Démontrons un peu mieux :

(r,x,w)*—> f(x) est presque-borélienne pour (Xt)’

En effet, soit p une loi initiale sur 0, et soit A la loi image
de p par 1l'spplication (r,x,w)s>x , et soit A' la loi image de p
par (r,x,w) > XD(m) . Comme f est presque-borélienne, nous pouvons
l'encadrer entre f1 et f , boréliennes, telles que les processus
(f oX, ) et (f oX, ) 801ent indistinguables pour P ot P . I1 en est
alors de méne pour les processus (f oXD ) et (£ oXD ). Or nous avons
en notant T la fonction (r,x,w)'—> f(x)

?oXt(r,x,m) = f(x) si t<r
£(X, (w)) si tzr
t-r _ -
D'od il résulte aussitdot que les processus(f1oXt) et (f2°Xt) sont

Pp—indistinguables, et donc que T est presque-borélienne,
Ceci étant dit, nous en déduisons aussi le cas de (Xt) : nous
prenons h(r,x,w) de la forme a(r)b(x)c(w) , ¢ F°-mesurable, Nous

avons
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?t((r,x,w) s h) = a(r—t)b(x)c(kr_totw)l‘t<r}

AL alry_ o0 e(ly ) W jpry

Le premier terme est une fonction borélienne, nous ne nous en occupons

pas. Nous écrivons le second Pt-r(x’k)l b ou k est la fonction

{t>r
universellement mesurable E‘[a(R)b(XD)c(jO)] s sa contribution dans
le p-potentiel est donc e—prUpk(x), et le raisonnement précédent s!

applique encore.

Propriétés de 1'espace d'états. I1 nous faut prendre garde ici au

fait suivant : nous travaillons sur un processus fortement markovien

4 points de branchement. Si nous devons avoir un processus droit, ce
ne peut étre que (Xt) restreint & 1l'ensemble D des points de non-bran-
chement de E , Notre probléme est donc le suivant : soit v une loi

initiale portée par D , Peut on plonger E dans un lusinien métrisa-
ble H ! de telle sorte ( fin de 1l'exposé I ) que le processus (X )
reste 7Y -pP.S. dans une partie borélienne A de H ? Nous savons

- que Q se plonge dans un espace métrique compact ol , comme com-
plémentaire d'analytique

- que si p est une loi initiale sur E, il existe une partie Q de
Q, invariante par translatlon et meurtre, qui est un complémentaire
d'analytique dans 0 , qui porte Pp, et telle que sur Qp les v.a.

Dt Rt“' soient F°-mesurab1es (i.e. borellennes).

Nous prendrons pour H l'espace lusinien R xExO , qui contient E.
Soit A 1l'image de P’ sur Q par (r, m)se>X (w) , soit A' 1l'image de haid
par (r,w) > XD(m) , et soit p = (A+A')/2 ; choisissons alors Qp comme
ci-dessus. Pour P° , le processus (Xt) reste confiné &

(R xExQ) )NEND

étant un complezentalre d'analytique dans Q , i+xExO est un com-
plementalre d'analytique dans H, D'aprés le théoréme de capacitabilité,
il existe une partie borélienne K de H, contenue dans i;xExO , telle
que (it) reste Pv—p.s. dans K, Sur K, D est une fonction borélienne,
donc KE = {(r,x,w) : D(w)=too, r=((W) ou r=+m | est encore borélien.
Reste 3 voir ce que dit la condition de non-branchement. Pour simpli-
fier, nous supposerons que (Xt) est sans point de branchement, Alors
D est réunion de trois ensembles : {(r,x,w)eE : r=t+® , x=3 } ( boré-
lien dans E ) ; {(r,x,w)eE : O<r<oo} ( borélien dans E ), enfin
{(r,x,w)eE : r=0, P*{R=0}=1}. Or l'ensemble {xeE : PX{R=0}=1} est

presque-borélien pour (Xt)’ donc il contient un ensemble borélien C
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dans E, qui n'en différe que par un ensemble p~-polaire. Le troisiéme
ensemble ne différe alors que par un ensemble v-polaire de 1l'ensemble
borélien {(r,x,w) : r=0, xeC | de E , et le résultat cherché en résul-
te aussitdt.

COMMENTAIRE FINAL, Il faut comparer cette rédaction & la premiére pré-
sentation ( de Maisonneuve ) pour mesurer & quel point il a fallu
travailler pour franchir 1l'étroit fossé séparant les processus for-
tement markoviens des processus droits. Nous savons maintenant que

les processus d'incursion sont droits, et que " tout est permis".

La technique peut &tre oublide.
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ENSEMBLES ALEATOIRES MARKCVIENS HOMOGENES (IV)
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Cet exposé est consacré & des applications des résultats de 1!
exposé III sur le caractére markovien droit du processus d'incursion.
Nous commengons par des remarques qui permettent de "faire descendre"
certaines fonctionnelles additives du processus d'incursion sur l'es-
pace Q, Ensuite, nous donnons le résultat essentiel de l'exposé : le
systéme de LEVY du processus d'incursion permet de retrouver directe-
ment ( sans transformations de Laplace ) les résultats de GETOOR-SHAR-
PE, et aussi de résoudre les questions laissées en suspens & la fin
de 1l'exposé II, Nous obtenons donc une seconde démonstration de tous
ces résultats. Un appendice est consacré & la question du temps local
d'un ensemble régénératif . Dans tout 1'exposé, & l'exception de cet

appendice, nous supposons gque le processus (Xt) est markovien droit
sans branchement.

I, FONCTICNNELLES ADDITIVES

Rappelons quelques notations de l'exposé III : l'espace d'états
E du processus d'incursions était 1'ensemble des
(ryx,w) tels que D(w)=twm, r=C(w) ou r=+w

et admettait comme " cimetiére' le point 9 =(c0,d,[d3]f. I1 admettait
des points de branchements de deux sortes :
§1 : les (o00,x,w) avec x#d 3 §2 : les (0,x,[3]) ol PX{R=O}<1.

(il y avait d'autres points, correspondant aux points de branchement
de (Xt) lui méme, mais notre hypothése simplificatrice les exclut ).
Nous noterons D 1'ensemble des points de non-branchement, et F 1'en-
semble des x tels que PX{R=0}=1 ,
Notre espace (1 était formé des (r,w) tels que r<D(w), avec 1'opé

rateur de translation

t%(r,w) = (r-t,Otm) si t<r , =(Rt(w),0tw) si t>r
(30 n'est pas 1l'identité ) et les variables aléatoires

T, (ry0)= (r-t,X (0),k, _ 0,0) si t<r, (Rt(w)’th(w)’jt(w))tizi-

L'ensemble des (r,w)ed tels que it(w)eﬁ pour tout t est alors formé
des (r,w)el tels que
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pour tout t tel que Rt(w)zo, on a Xt(w)eF

Nous noterons Q' l'ensemble des w possédant cette propriété, qui est
stable par translation et meurtre et porte toutes les lois P, Nous
noterons Q' 1'ensemble des w dont la trajectoire ne rencontre jamais
les points de branchement, c'est & dire {(r,w)efl,weQ'} : on peut
réaliser le semi-groupe (Pt) sur Q', qui porte toutes les mesures PM.
Dans toute la suite de ce paragraphe, nous réduisons g,03 0,0,

Nous allons pouvoir alors utiliser la théorie des fonctionnelles
additives, sans aucune difficulté : considérons par exemple la théo-

rie de la représentation des fonctions excessives ( on aurait des con-
sidérations tout & fait analogues pour le systéme de LEVY ), Soit f
une fonction p-excessive de la classe (D) sur E, Nous regardons sa
restriction & 1'ensemble D des points de non-branchement. Construisons
la réalisation continue & droite canonique (W,G...)de (T%) sur D : la
théorie de la représentation nous permet d'éecrire, sur D

£(x) = T 700G,
ol @ est une fonctionnelle additive doude de toutes les qualités de
la fin de 1l'exposé I ( perfection...), et en outre prévisible par
rapport aux tribus complétées. On a une application de (dans W
T: 0> X, (w) e W
et nous pouvons ramener @ sur Q' en posant

(4.{) Kt(ryu’) = -&t(T(ryw))

Notons les propriétés de & :

a) Elle satisfait sans ensemble exceptionnel sur Q' & la croissance,
la continuité 3 droite, la relation d'additivité.

b) La relation Xs(r,w)=is(r',w') pour s<t+h (h>0) entraine Kt(r,w)
ilt(r',w'). Comme ngfﬁo , on a Kt=It°EO

c) On a f£(x)=E<[/ e-pdeS] pour xeD : mais en réalité cela vaut
aussi pour xeE touto entier , car si X est un point de branchement,
et p:eXPO , on a f(x)= limt e—ptth(x) = limg e'pt?OPtf(x) = Pof(x)
=<y, f> = E”[/e_psdﬂs]:Ex[fe-psdxs].

d) & est un processus prévisible pour toute ?“—complétée de la
famille naturelle de (Z.). _

e) Toute v.a. E% est universellement mesurable sur Q',

En fait, nous ne cherchons pas & travailler sur Q', mais sur Q',

Nous " redescendons™" donc sur Q' en posant
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(4.2) A (w) = K (0,0)
Nous avons alors
As+t(w)= Is+t(0,w)= IS(O,w)+It(§S(O,w))= As(m)+1t(R(Osw),Osw)
= As(w) + It(EO(O,OSw))= As(w)+Kt(0,0sw)aAs(w)+At(Osm)

Nous avons donc affaire a une fonctionnelle additive brute sur Q', En
ce qul concerne 1l'adaptation, la famille de tribus naturelle de (Xt)
sur Q) est contenue dans la famille (E:) ( cf. exposé III, formule
(3.19)), et en revenant & la définition de cette famille on voit que
At=It(O,.) est gg -mesurable., On a méme

si Xs(w)zxs(w') pour O§S§Dt(w)+h (h>0), alors At(w)zAt(w').
On a donc construit une fonctionnelle additive brute (At)’ adaptée &
la famille (E] ). On a

(4.3) £(0,x,[3]) = EX[ ém e_psdAS] pour tout xeE

En ce qui concerne la prévisibilité, nous ferons la remarque suivante.
Soit un processus prévisible élémentaire de la famille (Egt) sur ]O,m[

zy(w) = Z(@)Iy, o (+) ol Z est g;u-mesurable

Alors le processus Z, = ZI est continu & gauche,

= ZI
\ A I
et adapté 4 la famille (Et), donc prévisible pour cette
famille. Noter qu'il est important de travailler sur ]0,o [, car les
processus prévisibles élémentaires du type Zt:ZIfoi(t) sur [0, [,

avec Z gﬁo—mesurable, ne donnent rien de bon. Par classes monotones

et passage aux processus indistinguables, on voit que le processus
(A, ) est prévisible par rapport & toute tribu complétée (E%) . Le
+ =

cas le plus important ol l'on applique ce résultat est celui ol les
processus (At) et (ALt) sont indistinguables, c'est 4 dire, ol dA
de charge aucun intervalle ]g,D_]. Cela se produit en particulier
lorsque A est continue et portée par M .

Ceci conduit & une bonne théorie du temps local de M dans des cas
ou (Xt) n'est pas un processus de Markov droit : nous verrons cela
en appendice. Nous allons plutdt examiner ici les applications aux
processus droits,
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II, SYSTEME DE LEVY DU PROCESSUS D'INCURSION

Rappelons un peu la théorie du noyau de LEVY d'un processus droit,
telle qu'elle a été développée par BENVENISTE et JACOD sans hypothése
de continuité absolue. Considérons d'abord la réalisation canonique
d'un processus droit (Tt), 4 valeurs dans un espace d'états D. Le
théoréme de BENVENISTE-JACOD affirme 1'existence d'une fonctionnelle
additive continue (Et) , possédant toutes les propriétés de perfection
désirables et ayant un !-potentiel borné, et d'autre part d'un noyau
N sur E, tel que N(x, {x})=0 pour tout x, et que pour toute loi initiale
i, la projection duale prévisible de la mesure aléatoire
(4.4) T £(Y, T, )e, (ds)

sauts tot.

inacces.
ol f est borélienne positive sur DxD , et ol la somme sera expliquée
dans un instant, est la mesure aléatoire

(4.5) (NI, a0)£(T,y) da

Que signifie la somme (4.4) ? Nous remarquons que l'ensemble des sauts
du processus (?t), i.e, des instants t ol, ou bien Yt- n'existe pas,
ou bien Yt— existe et est différent de Y% , €8st une réunion dénombra-
ble de graphes de temps d'arrét..Nous partageons ceux-ci en leurs par-
ties totalement inaccessibles (T;), et leurs parties accessibles (Ti)
relativement & la mesure PH s et nous sommons seulement sur les (t,w)
de la réunion des graphes [Ti]. En fait, aux instants Ti la limite Y_

existe toujours, et la somme (4.,4) a bien un sens.,

Si maintenant nous avons affaire, non pas 4 la réalisation canoni-
que, mais simplement & un processus de Markov continu a droite sur un
espace 5', mettons (Xt), admettant ce semi-groupe de transition et la
loi initiale p , relativement & une famille de tribus (Et). Nous
avons comme plus haut une application 7T de Y’ dans 1l'espace canonique,

associant & weY la trajectoire X, (w), et nous remontons Et en It=
Etow . Dans ces conditions, la projection duale prévisible de
(4.6) 1~ £(X,_,X e, (as)

sauts tot.
inacces.

relativement & la famille (Et) est

(4.7)  (J N(Xg,ay)f (X ,y)dE

Ce passage n'est pas absolument évident, & cause du rdle de la famille
de tribus. Par exemple, en (4.6), 1'inaccessibilité paralt dépendre
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de la famille de tribus choisie, et non seulement du processus (Xt) H
en fait, il n'en est rien, comme on peut le voir en utilisant une com-
pactification de RAY ( les sauts totalement inaccessibles sont ceux
pour lesquels la limite & gauche dans le compactifié de RAY n'est pas
un point de branchement ). De méme, la notion de processus prévisible
dépend de la famille (zt) t on commence par établir le résultat pour
la famille naturelle de (Xt), et on 1'étend & (Zt) au moyen du théoreé-
me de projection. i

Ceci étant rappelé, nous l'appliquons au processus d'incursion, et
d'abord sur {1, Quels sont les sauts de X.(r,w) ? Nous en avons d'abord
un a l'instant r, mais celui-ci sera toujours prévisible pour toute
loi PF'**¥ ( ce saut n'existe pas si r=0, bien siir ). Ensuite, nous
avons tou les instants t>r appartenant a M, et un instant de réfle-
xion montre que nous épuisons ainsi les sauts de la premiére et de la
troisiéme composante de Xt‘ Reste la seconde, XD , et nous voyons
apparaitre tous les teM, qui ne sont isolés ni 3%droite ni 3 gauche
et pour lesquels Xt_éx . Nous reverrons cela dans un instant, mais
voici la conséquence importante pour tout de suite : considérons le
premiére composante de Xt :

r-t si t<r
pt(r,w) = Rt(m) si t>r

L'ensemble prévisible {pt_=0} contient les sauts, donc porte la mesure
aléatoire (4.6) ; il porte donc aussi sa projection prévisible (4.7),
et nous pouvons supposer, sans restreindre la généralité, qu'il porte
la fonctionnelle additive continue(It); K.(r,w) est donc nulle sur
[0,r], et constante dans les intervalles contigus & M(w).

Redescendons maintenant sur Q', et posons At(w)ixt(O,w) comme en
(4.2) : on a At=A£ identiquement, et nous avons vu dans ce cas que
(At) est une vraie ‘fonctionnelle additive de la famille (gt) sur ',
Nous allons démontrer le résultat plus explicite suivant

THEOREME 1, Il existe une fonctionnelle additive continue (At) sur dﬁ
adaptée a la famille (gt), portée par M, ayant un 1-potentiel borné,
et un noyau M sur D ( tel gue M(xX, {x})=0 et que M(X,.) soit o-finie

(1) En fait, nous raisonnons sur Q', mais nous écrivons Q dans les
énoncés pour ne pas dérouter un lecteur n'ayant pas lu tout ce qui
précéde : étant donné le sens usuel de l'expression fonctionnelle ad-
ditive (parfaite), autorisant un ensemble exceptionnel, cela revient
exactement au méme puisque Q' porte toutes leg PH,
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pour tout xeD ), tels que pour toute loi P*, toute fonction borélienne
positive f sur D, la projection duale prévisible par rapport & la
famille (th) de la mesure aléatoire

(4.8) gM: £(Xg X )e  (d%)

soit la mesure

(4.9) (/M(X,,a5)£(X,5)) .aA,

DEMONSTRATION, Nous notons N un noyau de LEVY pour le processus d'in-
cursion ;3 rappelons la notation Xt = (Rt'XD 'jt)’ On a vu les sauts
du processus d'incursion : Nous avons d'abord tous les teM , car on y
a jt:f[a], tandis que jt#[a] . Nous avons ensuite tous les points
teM\M ol X,_ n'existe pas, ou bien ou Xt—ixt . Les sauts des deux
types sont faciles i différencier , les premiers étant caractérisés
par la condition Rt>0' Parmi ceux-ci, les t eM; sont caractérisés
par les conditions Rt_=o , XteF(condition qui s'éerit aussi Xo(jt) e
F ), Considérons donc les sous-ensembles de D

B = {(r,x,w):r=0} , C = {(r,x,w) : r>0, Xo(w)eFl
nous avons
. tot.inaccf(’zg_ﬁg)eg = %.in%g(xg_)f(Xg_,Xg)Ia(Xg)sg (4.10)
gely
et ceci se calcule par le systéme de LEVY : posons M(x,dy) = N(x,dy).
Iﬁ(y), le processus I§°it_ est prévisible1pour la famille (ED ), et
la projection prévisible du second membre s'écrit v

( jM(Xt »dy ) f (Xt ;y-) ) IEOXt—dAt

Mais A est continue, portée par M, donc on a IEOYt_=1 A-presque par-
tout, et on peut enlever ce facteur, de sorte que la projection duale
prévisible du premier membre de (4.10) est bien (4.9). Reste & voir
si ce premier membre est #gal & (4.8). Comme M; est une réunion de
graphes de temps d'arrét de la famille (Fp ), tout revient & montrer
que ces t.d'a. sont totalement inaccessiblgs : ou encore, qu'un temps
d'arrét prévisible T de la famille (ggt) ne passe PY-p.s. pas dans
M; . Or soit (Tn) une suite annongant T ., On sait que DT est un
temps d'arrét de (E%). Sur l'ensemble ou TeM; , T est point d'accumu-
lation & gauche de points de M, donc la relation Tn<T entraine DT <T,
et donc aussi Dy t T. Soit T' = lim Dp , temps d'arrét de (g%)n:
sur {TeM;} nous gvons aussi T’eM; P”-p?s. , et comme ce dernier
engsemble est PM-négligeable par définition de M;, il en est de méme
du premier. Le théoréme est établi.

1. Si it- n'existe pas, on convient que ce processus vaut O .
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Regardons de plus prés ce résultat : si geM , nous avons X =
(o, Xg ,[3]) , et Xg (R ,XD 3 ). De plus, comme il ne passe dans
M aucun graphe de temps dgarret de (F ), nous avons X_ =X , Intro-

g
duisons donc le noyau (de mesures O—finles ) de E dans

(4.11) n(x,dy) = M((0,x,[3]), 4y)
Nous avons
THEOREME 2 ., Soit f une fonction borélienne positive sur ExD., lLa pro-

jection prévisible par rapport & (Fp ) de
%

(4.12) g%: T(X, s X )e (at)
est
(4.13) (/n(X,d¥)£(X;,d¥)). dA,

De plus, (4.13) est aussi projection duale bien-mesurable et prévisi-
ble de (4.12) par rapport & la famille (zt)

DEMONSTRATION, Le résultat relatif & (F ) n'est que la traduction du
théoréme 1., La mesure aléatoire (4.13) esSt sa propre projection duale
prévisible par rapport a (Et) ( elle a une densité adaptée par rapport
4 un processus croissant adapté continu ), donc elle est aussi la pro-
jection prévisible de (4.12) par rapport a (Et). Soit (Zt) un protes-
sus bien-mesurable par rapport a (Et), positif, et soit (Z%) sa pro=-
jection prévisible, Il est bien connu que Z et 2' ne différent que sur
une réunion dénombrable de graphes de temps d'arret de (gt) : ils
coincident donc presque partout pour chacune des mesures aléatoires
(4.12) et (4.13), et le résultat relatif & la projection bien-mesura-
ble en découle aussitot.

APPLICATION AUX CALCULS DE LA FIN DE L'EXPOSE II

Nous allons maintenant revenir sur les calculs de projections
bien-mesurables faits & la fin de 1'exposé II. Nous allons voir que
1l'existence des mesures n(x,dy), qui nous sont données " toutes cui-
sinées" par le systéme de LEVY du processus d'incursion, nous permet
de retrouver directement les résultats de GETOOR-SHARPE, sans avoir
a passer par les lois d'entrée. C'est avantageux, car nous pourrons
alors pousser les calculs un peu plus loin , et vérifier la conjec-
ture de l'avant derniére remarque de l'exposé II.

Nous commengons par remarquer que la fonctionnelle additive (Kt)
de 1'exposé II peut étre prise égale 3 la fonctionnelle (At) de celui-
ci, et que le facteur IpoX, est inutile, (At) étant portée par M,
donc par F. Soit c¢ positive, F°-mesurable sur Q. On voudrait calculer
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la projection duale bien-mesurable de la mesure aléatoire

(4.14) gM; col e (dt)

par rapport & la famille (gt). Pour ce faire, on peut commencer

par calculer sa projection duale bien-mesurable par rapport a la
famille (£D ), ce qui est facile, car M; est réunion dénombrable de
graphes de ¥ temps d'arrét disjoints Tn de cette famille, Or si T
est un temps d'arrét de (th), comment calculons nous E[°°QT|£D 12
Posons successivement T

(4.15) S=Dy,

#(w,r,0)= c(w/r/w)

o(r,x,w)= E*[#(w,r,.)]
Nous avons Op(w)= jp(w)/Ry(w)/0g(w) , et codp(w)=8(Jp(w),Rq(w),05(w)).
Donc E[coomlzs] = tp(RT,XD ’jT) = ¢oXT , d'aprés la propriété de Markov
forte du processus (Xt)' Si le graphe de T passe dans M;, nous avons
PeSe XO(jT)=XTeF, et nous obtenons comme projection intermédiaire
(4.16) L #(X e, (at)

geMy
et maintenant nous appliquons (4.13), ce qui nous donne comme compen-

satrice ( projection duale ) bien-mesurable par rapport & (gt)

(4.17) (/n(Xy,d5) %(3) )4,

La comparaison avec les résultats de l'expogé II nous améne & définir,
pour xeF, une mesure X sur 0 ( espérances E; ) par la formule

(4.18) E3le] = % n(x,dy) ®(a¥)

On ignore a priori si cette mesure est o-finie, mais comme n(x,dy)

est somme d'une suite de mesures bornées, il en est de méme pour ?x,
et cela suffit pour justifier les applications du th, de Fubini, etc.

Nous avons établi le résultat suivant

PROPOSITION 1. La projection duale bien-mesurable ( pour (gt) de la
mesure aldéatoire (4.14) est

X
(4.19) EP‘G[c]dA,G

Nous esbordons maintenant 1'étude des propriétés des mesures P* ., La
présente rédaction ( empruntée 3 un exposé de MAISONNEUVE ) remplace
une rédaction qui avait deux défauts : dépendre en partie de la

théorie de l'exposé II, et &tre fausse. Celle ci n'utilise plus les
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formules de p-balayage, ni la transformation de Laplace.

PROPOSITION 2, Pour A-presque tout xeF

1) >0 et D>0 PX-p,s.

2) E§[1—e-D]<n> et Pipstl< oo pour tout t>0 ( de sorte que PX est
o-finie ).

DEMONSTRATION, Explicitons la proposition 1 : si Z est un processus
positif, bien-mesurable par rapport & toute famille (gg) ; si c est
FO-mesurable positive sur Q, on a pour toute loi p

@.20) EH[ %4 c08,.2 ] EMLS Zg E S[c] aa, ]

La restrlction a F° est un peu génante : si ¢ est seulement F*-mesu—

rable, comme Mn se laisse représenter comme une réunion denombrable

de graphes de v.a, positives, nous pouvons encadrer c entre deux v.a.

c! et c" positives, £°-mesurables, telles que pour P“-presque tout w

on ait ¢! (ng)_c'(o w) pour tout geM “(w). On en déduit (4.20) pour c.
Prenons Z=1, c=I (=0} 5 Temarquons que ;#M , et de méme pour tout

t>f . Le coté gauche est donc nul, et le cdoté droit aussi par consé-

quent. De méme avec C"I{D=O}‘ Cela prouve 1),
Appliquons (4.20) avec Zs=e-s, c=1—e_D. Le premier membre vaut

Dy -
B Y /8 e™Mau] <t
gell g

d'od aussitdot 2).

PROPOSITION 3, Pour A-presque tout xeF, on a ﬁX{XO¥x}=O R

DEMONSTRATION, Nous aurons besoin de l'extension suivante de (4,20)
si h est une fonction F°xF°-mesurable positive sur OxQ2 on a, k dé-
signant un opérateur de meurtre1
~X
(4.21) BT L 2 (0)h(k (0),0,0) =B /2, () BFe () [n (s w, .) Jad ()]
gell,

Le résultat est immédiat lorsque h(w,w') s'éerit u(w)v(w'), mais
il faut prendre garde au raisonnement par classes monotones, les
mesures n'étant pas bornées. La méthode consiste & établir la for-

- L
R(w )) en procédant par clas-

mule pour la fonction h(w,w')A(n.(1-e
ses monotones sur h , puis & faire tendre n vers +oo.

Ceci étant établi, on prend Z=1, h(w,w')= 1 si XC_(m)#Xo(w') (et
en particulier si X _(w) n'existe pas ) , et O sinon. Comme les points

de M; sont des points de continuité, le cdté gauche est nul, Du cdté

1. (4.21) vaut aussi avec un opérateur d'arrét.
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droit, on voit apparaltre P s(w){X (k w)#XO( )} : mais A est portée
par F et est continue, donc ne charge ni [g,a)[ ni l'ensemble des
qiscontlnultes de w ; on peut donc remplacer cette fonction par

ps(w) {X (m)#XO( )}.La fonctiohn x+—>PX{X (.)#x} est donc A-négligeable.

Nous démontrons maintenant un lemme, avant de passer au théoréme
principal,

LEMME 1, Soient uw>0, a une fonction £a+—mesurable positive, b une

fonction £°-mesurable positive, Z un processus bien-mesurable positif.
On a alors

(4.22) B0 T . 2,(a:000,)08,] = [T Zg(a.EXu[b])oQg]

geli, geu
DEMONSTRATION, Soit ee]O,ul, et soit ]G;,D;[ le n-iéme intervalle
contigu & M de longueur >e @ G£+s est un temps d'arrét de (Et), et il

en est de méme de Te_Ge+u . La Vel ZGa aoQGEIix eF} est ETg—mesura—

ble, et la propriété de Markov forte de (X ) donn® alors
X €
B[ I:ZGgaoOGgI{XGSCF}boOGﬁ+u]=E [j:z YYe I{X GF} Tnlp] ]
n

I1 ne reste plus qu'a faire tendre ¢ vers O ,

n

THEOREME 3, Pour A-presque tout x, la mesure ﬁx est celle d'un pro-

cessus fortement markovien pour t>0, admettant (Pt) comme semi-groupe

de transition.

DEMONSTRATION, Nous voulons dire par 13 : si T est un temps d'arrét
de la famille (F ), partout >0, sia est F*—mesurable, sib est F°-
mesurable, nous avons EP[a boO ]_E [a. BoXT], ou B=E°[p].

Commengons par remplacer PX par O pour tous les x qui ne satisfont
pas a }a prop.2. Comme D est un temps dtarrét de la famille (E;), nous
avons Px{D=O}=O, et il nous suffit de démontrer que pour tout n

B¥a. b°°TI{DAT>1/n}]=Ex[a°B°XT~I{DAT>1/n}]
Mais la mesure I§D>1/ b PX est bornée ( Prop.2), et nous voulons dé-
montrer que pour cette mesure le processus (X )t>1/n est fortement
markovien, avec (P ) comme semi-groupe de transition. Mais ce proces-—
sus est continu 2 droite, et (Pt) est un semi-groupe droit. La propri-
été de Markov forte est alors une conséquence de la propriété de Mar-
kov simple, et il suffit méme devérifier celle-ci sur les rationnels.

En définitive, il nous suffit de vérifier que pour tout n , pour
tout u ratiomnel > 1/n , pour toute a gﬁ—mesurable, toute b F°-mesu-
rable, on a pour A-presque tout x
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BT g jnya-000,] = BIT 1 e B l0]] (10>1/n]e2)

Mais la mesure en question est bornée , et on peut donc faire un rai-
sonnement par classes monotones : on fait parcourir 3 a une algébre
dénombrable engendrant g& y Pour tout u rationnel ; & b, une algébre
dénombrable engendrant F°, et le lemme 1 nous dit qu'on a 1'égalité
pour A-presque tout x., Hors de la réunion des ensembles A-négligeables
correspondants, la propriété désiréde a lieu,

COROLLAIRE , Pour A-presque tout xeF, la mesure PX est non bornée.

DEMONSTRATION, Nous remarquons que la proposition 3 est aussi valable
pour la topologie de RAY sur E L . Soit alors un x satisfaisant 3 la
fois aux propositions 2 et 3, et au th.,3 . Si la mesure PX était
bornée, la loi d'entrde ﬁ%) du processus (Xt)t o admettrait une limite
vague ﬂo dans le compactlfle de RAY, et on aurait “t—”o £ Mais 1la
proposition 3 nous donne no— : donc Px serait proportionnelle & P,
Comme xeF, on aurait PX{R>O} O, en contradiction avec la prop.2 .

THEOREME 4 . Posons pour toute fonction f, F°-mesurable positive

(4.23) X[f] BE[ 2ok, ]

Ax

et notons Q la mesure correspondante. Posons aussi, si g est positive
sur E

(4.24) ofle] = BilegoX,]

Alors , pour A-presque tout xeF

1) Q est une mesure non bornée, pour laguelle (X ) est un processus

de Markov admettant (Q ) comme semi=-groupe de trans1t10n, (qt) com~
me loi d'entrée.

2) On a Eg[/a)lwoxue—udu]<a>, et q§(1)<no pour t>0 .
O ad

3) Soit C une fonction F*-mesurable positive, et soit c=Cok. La pro-

jection duable bien-mesurable de la mesure aléatoire

J_ _ coo_e_(dt) est la mesure E*(c].d4
- °Tgfet ¢t SR TERNIS Q t
gell,

DEMONSTRATION, 3) résulte de (4.20) et de la définition méme de Q*.
1) résulte du th.3, et le fait que Q* soit non bornée se démontre
comme le résultat analogue pour B, 1a premidre quantité de 1l'asser-

tion 2) est égale & E§(1—e_D) , elle est finie d'aprés la prop.2 .

il

(1). Plus géndéralement, on peut munir E d'une topologie rendant une
fonction p-excessive f continue, et la prop.3 nous dit alors gue pour
A-presque tout x foX,C — f(x) P*-p.s. lorsque t= O,
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Enfin, la fonction qf(1) est décroissante : le fait que sa transformée
de Laplace soit finie entralne qu'elle 1l'est elle méme,

COMMENTAIRE, L'utilisation du systéme de LEVY du processus d'incursion
nous a donné tous les résultats de la fin de 1l'exposé II, avec des
compléments sur le comportement en O des processus. Nous n'avons pas
essayé de passer de 1la, en sens inverse, aux résultats de condition-
nement ( exposé II, th,.4 ).

Prolongeons les mesures hors de F , en notant ﬁx, pour xch, la loi
du processus de Markov admettant (Qt) comme semi-groupe de transition
et e, comme loi initiale., Posons d'autre part
sur B : v(x) = ﬁ§[1-e—c]

ﬁg/v[c] =v%x)ﬁg[éa)e—u00kudu] si v(x)#0
alors nous transformons les mesures non bornées QX, pour xeF, en
mesures bornées, de vrais processus de Markov ( y compris en O ) ad-
mettant la loi initiale . et un semi-groupe de transition qui est
un v-transformé du semi-groupe (e-tQt). Les lois dx v apparaissent
alors sur F comme des limites des lois correspondantes sur FC, Clest
un point de vue trés intéressant, utilisé par DYNKIN, et qui est
développé de manidre approfondie dans un travail a paraitre de KAROUT
et REINBARD,

III. DECCMPOSITION DE LA RESOLVANTE

Les résultats de ce paragraphe devraient, en toute logique, se placer
3 la fin de 1l'exposé II, car il s'agit en fait de conséquences des
résultats de GETOOR-SHARPE, Nous ne les mettons ici que parce que
leurs démonstrations ci-dessous sont empruntées au travail de MAISON-

NEUVE,
Nous travaillons ici sous les hypothéses suivantes
M =0

2) M est parfait ( donc M=pp , et F est finement parfait )
Rappelons alors les formules de GETOOR-SHARPE : soit (Kt) une
fonctionnelle additive continue, portée par F, telle que toutes les
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dfg(h) soient absolument continues par rapport & dK_ ; de méme (Ht)
continue telle que toutes les dgz(h) soient absolument continues par
rapport a dH ((2.38) & (2.40)). On construit alors les lois d'entrée
. (Qt(x,.». xeF s le noyau I , tels que 1'on ait la formule (2.42) ,
simpliflée par la disparition de M

(4.28) dAP(h) = IpoXihoX,dt + IV hoX dH

t tTt
Nous commengons par vérifier que cette fonctionnelle est portée par

+ vp(xt,h)th

M, donc par F, Soit 2 'I{0<s<D} » Processus prévisible., On a
E[/ Z dAp(h)]—O , car D¢M™ du fait que M est parfait. Par projection
0]

on a E[fZ dAP(h)] O, On.en déduit sans peine que dAp(h) ne charge
aucun intervalle contigu & M, et enfin qu'elle est portée par M,

Nous introduisons maintenant le 1-temps local de M ( ou de F ),
c'est 4 dire

N
(4.29) At = At(1)
Nous pouvons prendre, dans les formules précédentes, Ht_Kt At Posons
.30 W=+ ¥
(4.30) P D P
(4.31) IpoX,dt = JoX,dAy

( pour voir qu'une telle densité existe, prendre h=1, p=1 dans (4.28))
Nous avons alors
=~

(4.32) daAD(h) = ( hoX joX, + ilp(xt,h))dAt

t
Pour tout x,(ﬁ (x,.)) est une transformée de Laplace de loi d'entrée
pour (Qt)' En faisant p=1, h=1, on arrive & la condition de normali-
sation

(4.33) J(x)+W, (x,1)=1  A-p.p.

Intégrons maintenant, par rapport aux deux mesures aléatoires (4.32),
le processus prévisible e Pt aqu coté gauchg, par définition de la
balayée prévisible , nous pouvons remplacer A par A

Je™P%aAP(n) = [e7PPhoX ds + J_ _ e"PS.ePE/ e P"hoX du
8 8 nd u
M ge ]g.Dg]
00
= / e-puhOX du

D u

Du c6té droit, nous introduisons 1l'opérateur
. 0 -

(4.34) RPf = E°[/ e PSroX A ]

0
dont nous donnerons l'interprétation dans un instant. Alors (4.32)
nous donne la décomposition suivante de la résolvante (Up) de (Pt)’
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qui n'est autre que la forme intégrée des "last exit decompositions"
de GETOOR-SHARPE

- = RP[3h+W
(4.35) Ubh Vph R [3h+wph]

Pour comprendre ce qu'est RP, introduisons le changement de temps
(ct) inverse du temps local (At) : un tel changement de temps nous
raméne sur F, et nous avons pour tout p>0 un semi-groupe sur E, &
points de branchements

(4.36) cPt= B°[ ¢F% fo z,,]

dont RP est le O-potentiel : attention, ces semi-groupes ne forment
pas une famille du type e-ptCt , et les RP ne forment pas une résol-
vante ! On les appelle les semi-groupes sur la frontiére, et en fait
il suffit de les connaltre sur F , car si xeE on a Cp C%Cp , et
les mesures Co(x,.)_ P%(x,.) ( mesures p-harmoniques ) sont portées

par F.

Noter que si h est nulle sur F°, la formule se réduit & UPnh=RP(3h).
Cette formule est intéressante, car tous les termes en ont une signi-
fication probabiliste : W décrit la maniére d''entrer dans FC' en
venant de F ; RP se décompose en sa restriction & F ( qui est le po-
tentiel du p-semi-groupe induit sur F ) et le noyau de mesure p-harmo-
nique Cp = Pg . Dans les descriptions classiques de formules de ce
genre, en théorie des chalnes ou des diffusions, on ne dispose pas
des Wp a priori, et il faut les construire, par exemple en cherchant
les limites & la frontiére de rapports de la forme V (x h)/V (x,1).
C'est une question d'ailleurs fort intéressante par elle meme.

APPENDICE A L'EXPOSE IV

Dans cet appendice, nous considérons le cas d'un systéme régénératif
de type général ( non nécessairement markovien ), et nous faisons sur
M les deux hypothéses suivantes
1) M est parfait
2) Pour toute loi initiale p, toute suite TnfT de temps d'arrét de

la famille (E), on a Dp ! Dy Phop.s.
Nous nous proposons dans cet appendice de développer , d'aprés MAISON-
NEUVE, la théorie du temps local de M, Ou plutdét, nous en indiquerons

les idées fondamentales , en laissant les détails au lecteur.

La premiére conséquence que MAISONNEUVE tire de ces hypothéses, et
que nous ne démontrerons pas, est la suivante : l'hypothése 2) s'étend
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3 une suite de temps d'arrét T de la famille (_B ).

Nous introduisons malntenant la réalisation du % semi-groupe (X )
sur 0 qui a été définie dans l'exposé III : la premiére coordonnee
du processus est

21(r w) = r-t si t<r , R (0) si t>r

Le temps d'entrée du processus (X ) dans 1'ensemble {O}xE vaut done
D(r w) = D(w)

D'od la fonction p-excessive ¢ (r,x)= 1ET’X"[3 ] ( ici, w est arbi-

traire tel que (r,x,w)eE ) ; cette quantité vaut EX[exp(-pD(w/r/.)].

I1 est clair que si r<D(w) on a D(w/r/w)=D(w), du fait que D(wW)=+oo0

et des propriétés " algébriques" de M, Si r=D(w), on a D(w/r/w)=D(w),

car O (w/r/m)_O w et D(O w):O du fait que M est un ensemble parfait

Alnsi, si 1l'on pose ¢ (x) = pEx[ -PD], on a tout simplement ¢ (r,x)=

% (x).

-pb

L'étape suivante peut consister & demontger que cette fonction
p-excessive est réguliére : pour toute suite|T 1T de temps d'arrét de
la famille (F ) ( exposé III, formule (3.19)), pour tout (r,x,w),

E Vg OXT ] - E0% w[¢ oX ] Cela se raméne 4 la propriété signa-
lée plus haut, pour les temps d'arret de la famille (F )e

Dans ces conditions, il existe une fonctionnelle addItive continue
et parfaite (At), dont le p-potentiel est ¢b ¢ ce point n'est pas évi-
dent, car la théorie de la représentation des fonctions excessives n'a
été développée que pour les processus droits, alors qu'ici le proces-
sus (it) est seulement fortement markovien ( avec points de branche-
ment )., Cette représentation vient d'étre étendue aux processus qui
nous occupent par BENVENISTE et JACOD, et nous n'insisterons pas sur
ce point ( qui peut aussi se traiter au moyen d'une compactification
de RAY de l'ensemble des points de non-branchement, au moyen d'une
famille de fonctions contenant la fonction ép ). En posant At(w)=
It(O,w) comme au début de cet exposé, on a alors le temps local désiré,

I1 faut noter qu'il s'agit ici d'une fonctionnelle additive conti-
nue du processus (ﬁt) ¢ au moyen des procédés de la fin de 1l'exposé I,
nous pouvons la choisir " algébriquement adaptée" & la famille natu-
relle de ce processus, continue, portée par M. On a donc At=A£t . On
en déduit que

si M(w)N[0,t[ = M(w')N[O,t[ , X.(w)=X (w') sur M(w)N[0,t[, alors
A, (0)=A, (u') )
L'existence d'un temps local possédant cette propriété ( i.e. ne dé-
pendant que du comportement du processus sur M , et non des excursions
hors de M ) n'est pas évidente, méme lorsque X est un processus droit
ordinaire,
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ENSEMBLES ALEATOIRES MARKOVIENS HOMOGENES (V)

par P.A.Meyer

§ I. APPLICATION AUX CHAINES DE MARKOV "STANDARD"

La théorie des chaines de Markov & temps continu a fourni les
premiers exemples non triviaux de " last exit decompositions®, qui
ont fourni des modéles aux travaux de PITTENGER-SHIH et de GETOOR-
SHARPE, I1 est tout naturel de se demander si la théorie générale
traitée dans les exposés I-IV est assez bonne pour entrainer les
résultats fins connus sur les chalnes de Markov. Nous verrons que
c'est le cas. Cela sera une bonne occasion d'exposer, & l'usage des
auditeurs strasbourgeois qui n'ont pas assisté au cours de CHUNG
de 1967-68, les questions relatives aux chaines de Markov, Nos ré-
férences renvoient au petit livre de CHUNG qui en est la rédaction :
Lectures on boundary theory for Markov chains, Annals of Math. Studies,
Princeton 1970,

DEFINITIONS .
I es} un ensemble dénombrable discret. (Pt) est un semi-groupe marko-
vien sur I : il suffit naturellement de se donner les coefficients

(1) p,(1,9) = (4, 13})
sur lesquels nous ferons les hypothéses
1-p, (i,1)
(2) %igo "‘EE—L—' = my < 0o pour tout i
(3) si 1'on pose pour i#j 1lim gtiiiil =m,, ,ona)_ LT
t=0 t 1] ';éi i
J

On peut montrer que les limites Tiemy existent pour tout semi-groupe
markovien sur I . Quelle est la signification des hypothéses (2) et
(3) ? Prenons n'importe quelle compactification de RAY E de I rela-
tivement & (Pt)' et le processus de RAY (Xt) & valeurs dans E., Alors
soit

(4) T(w) =inf { t 3 thw)elci

Pour la mesure Pi, iel, on a p.s. ™0 ; le processus (Xt) est p.s.
continu & droite et pourvu de limites & gauche dans I sur l'interval-

le [0,7[, de sorte qu'il ne présente qu'une infinité dénombrable de

eee T t v, Si ni=0, 1'état i est absorbant.

sauts successifs 7,,T n

2

1. S'il ne 1'est pas, on commence par le rendre markovien en adjoi-
gnant un nouvel état’absorbant A , qu'on traite comme un état ordinaire
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Sinon, on a les interprétations probabilistes suivantes des coeffi-
cients Ty "ij

(5) Pi{f1>t} = e Myt

i =31 =
(6) P {XT1—j} = “ij/ﬂi
La propriété de Markov forte nous permet alors de reconstruire, con-
naissant les coefficients "i’"ij , toute 1'évolution du processus

jusqu'd 1'instant T . Celle ci se fait entiérement dans I, elle est
gouvernde par le semi-groupe minimal sur I , semi-groupe sous-marko-

vien sur I déterminé par les WELIT
(7) Q. (x,f) = Ex[foxt, t<r] (xel, £ > 0 sur I)

Nous noterons qt(i’j) les coefficients Qt(i,iji). C'est le premier
élément de notre "démontage" du processus (Xt)' A 1'instant Tt , sur
1'ensemble {T<mn], il y a accumulation de sauts, explosion, et notre
probléme consiste & décrire 1'évolution de (Xt) juste avant T, et par
la suite.

COMPACTIFICATION

Pour décrire (Xt)’ nous devons maintenant compactifier I. Plusieurs
telles compactifications ont été décrites, citons par exemple celle

de DOOB(*). Nous voudrions ici rattacher cette compactification &

la théorie classique de RAY,

Avant toute chose, remarquons que nous voulons "démonter" (Pt) en
éléments plus simples., Une compactification de RAY n'est pas un tel
élément, puisqu'on ne peut la construire sans avoir & sa disposition
le semi-groupe (Pt) tout entier ! La compactification ne peut donc
avoir qu'une valeur d'étape intermédiaire.

Notons U_ ( coefficients u_(i,j)) la résolvante de (Pt)’ Vp ( coef-
ficients vp(i,j)) la résolvante de (Qt)' I1 est bien connu que les
fonctions Upf-fo ( £20 bornée ) sont p-excessives pour (Pt)' Nous
noterons Rp le noyau UP-Vp sur I ( coefficients rp(i.j)).

Nous noterons § le plus petit cone convexe A-stable, stable par tous
les noyaux U_ et R_, contenant la constante 1 et les fonctions up(.,j)
et rp(.,j). Nous noterons E la compactification de I relativement &

S : un raisonnement identique 4 celui que 1l'on fait pour la compactifi-
;ation de RAY classique montre que S est séparable pour la convergence
uniforme, donc E est compact métrisable, et I y est dense. Comme dans

p et Rp en des noyaux de FELLER

(*)Compactification of the discrete state space of a Markov chain .
Z.f.W. 10, 1968, p.236-251.

le cas classique, on peut prolonger U
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sur E, On pose aussi VP=UP—RP sur E, I1 est bien connu que les noyaux
U_ forment une résolvante sur E, mais ici on a le méme résultat pour
(V.), qui forme une résolvante subordonnée a (Up).
On vérifie enfin que si feS , et si f est le prolongement de f & E,
il existe un p>0 tel que T soit p-surmédiane par rapport & (U )
les T séparant E , nous avons construit une compactification de RAY
de I relativement & (Pt) . Mais d'autre part, la fonction T est p-
surmédiane relativement & (V_), donc notre compactification satisfait
aux propriétés de RAY pour (Vp) aussi. Nous avons une double compacti-
fication, et cela présentera quelques avantages.
Nous notons E l'ensemble des xeE tels que pour tout p ( ou pour un p)
la mesure U_(x,.) soit portée par I. Il en est alors de méme de la
mesure V_(X,.). Si nous notons encore (Pt)’ (Qt) les semi-groupes de
RAY sur E correspondant aux résolvantes (Up),(Vp) respectivement, les
mesures Pt(x,.), Qt(x,.) sont alors portées par I pour presque tout
t, et les mesures
t
vy (dy) = (f) P (x,dy)ds

sont portées par I, et y satisfont & la relation Yot~ Yt = YsPt' La
proposition 2 de CHUNG, p.4, entraine l'existence d'une loi d'entrée
sur I , P'(dy), telle que Y =/ P'ds . Soit fel , et soit T son prolon-
gement par continuité & E . C La fonction tr4><f (x,.),F> est conti-
nue a droite ; la fonction t+—> e pt<P' > = pt<P ,I> ( oi p est
choisi assez grand pour que f soit p-surmedlane ) est s.c.i. 4 droite
et décroissante, donc continue & droite. L'égalité des transformées de
Laplace de ces deux fonctions entraine alors leur égalité pour tout t,
et il en résulte que

pour tout xeE, la mesure Pt(x,.) est portée par I pour tout t>0,
On posera pt(x,i)=Pt(x,{i§). On a bien entendu le méme résultat pour
Qt(x,.).
L'ensemble E est le véritable espace d'états des processus : si 1'on
construit le processus de RAY (Xt) associé a (Pt)’ et si 1'on prend
comme loi initiale e , xeE, ni le processus (X ) ni le processus (Xt-)
ne rencontrent E® : il suffit de poser g=U IEc ;5 la surmartingale
(e7P oX ) est continue a droite, nulle pour t=0, donc 1dent1quement
nulle. Ralsonnement analogue pour la surmartingale (7P goXt ), qui
est continue a gauche du fait que g est un p-potentiel.

Tout ce qui précéde est adapté , de maniére plus ou moins servile,
de 1'article de DOOB cité plus haut ( et qui a fait beaucoup pour le
développement de la théorie des résolvantes de RAY | ), bien que DOOB
utilise une autre compactification. I1 faut signaler, d'ailleurs, que
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les résultats qui suivent sont inspirés par un autre article de
DOOB " the structure of a Markov chain" , paru dans le volume III
du 6-th Berkeley Symposium, p.131-141,

LA PREMIERE DECOMPOSITION R
Le temps d'arrét T est prévisible . On a d'autre part XT_¢I sur {T<w |,
done PX{r=t} < PX{XT_¢I}=O pour tout xeE. Nous en déduisons

(8)  PBy(x,f)= EX[£oX,] = EX[£oX,, t<r] + B¥{foX;, t>1]
= Qt(x’f) + Ex[Pt_T(XT,f)I{t>T;]

Soit A(x ; ds,dy ) la loi du couple (-r,X_r ) dens R xE : nous pouvons
écrire cela sous la forme d'une décomposition

(9) pi(1,3) = q.(1,3) + {O’t[xEA(x j ds,dy )py_g(¥,3)
décomposition imparfaite & deux égards : E est un espace défini &
partir de (Pt)’ non du semi-groupe minimel (Qt) ; (pt(y,.)) est une
loi d'entrée relative & (Pt)’ non & (Qt)' Nous allons réduire suc-
cessivement ees deux difficultés.

APPLICATION DE GETOOR-SHARPE

Définissons le temps terminal parfait exact T sur l'espace Q de la
réalisation canonique du processus (Xt) en posant

(10) T(w) = inf { >0 : Xt_(m)¢l }

Lorsque iel, cette définition coincide Pi—p.s. avec la définition

de T donnée précédemment. Le semi-groupe (Qt) coincide avec le semi-
groupe (at) obtenu en tuant (Pt) 3 1'instant T , sur l'ensemble DNE
des points de non-branchement qui appartiennent 4 E. I1 nous suffit
en effet de vérifier que pour tout yeDNE , toute feS , on a Qt(y,f)z
ﬁt(y,f) pour tout t. Ces deux fonctions étant continues a droite, il
suffit de vérifier que Vp(y,f)zvp(y,f) pour tout p . Or la premiére
fonction est continue sur E en y , la seconde finement continue, et
elles sont égales sur I ( auquel y est finement adhérent)., Elles sont
donc égales en y.

Appliquons alors la théorie de GETOOR-SHARFPE : il existe pour tout
yeDME une loi d'entrée at(y,dz) pour (Qt) - non nécessairement bornée,
mais portée par I en vertu d'arguments vus plus haut - d'autre part
une mesure aléatoire homogéne drs pour (Pt)’ telle que 1l'on puisse
écrire
(11) P (¥,1) = qu(y,i) + Eytgo t[at_s(xs,i)drs]

1
( exposé I, formule 2.45 : le terme du milieu, correspondant a t=t,
y est nul ), Définissons une mesure B(y ; ds,dz) sur R+x(EﬂD) par
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(12)  /B(y ; ds,dz)g(s,2) = E¥[/g(s,X )T, ]
Nous avons alors pour yeDNE

(13) Pt(y’i) = qt(Y9i) +/

0, 4 [x(DME) B(y;ds,dz)q,_ (z,1)

Cette représentation n'est pas satisfaisante, car elle fait inter-
venir 1l'espace DNE, qui dépend de (Pt)‘ Considérons donc l'espace

F, de toutes les lois d'entrée, bornées ou non, (nt)t>o pour (Qt)’
telles que la mesure éooe-tutdt soit de masse 1, et extrémales . Si

nz(ngege, nous noterons Et(n,1)=ut(1). Pour tout zeDNE, la loi 4!
entrée qt(z,.) admet une représentation intégrale au moyen des éléments
extrémaux

(14) a4(250) = é H(z,du)q (u,.)

e
D'autre part, qt(y,.) est une loi d'entrée extrémale, puisque y n'est
pas un point de branchement pour (Pt) : la mesure ayQO ne peut étre
que e, ou 0 ., Nous pouvons donc écrire

(15) 9;(ys0) = e(¥)ey gy » h(y)eFy

Considérons alors les mesures sur R+xFe
(16) B(y ; dr,du) = c(y)ey(dr)e sh(y)(du)
+ [B(y ; ds,dz)sr(ds)®H(z,du)

nous pouvons alors écrire (13) sous la forme "intrinséque" suivante,
qui ne fait intervenir pour y fixé que des éléments relatifs au semi-
groupe minimal ( mais dont 1l'interprétation probabiliste nous @chappe
complétement )
(17) p.(y,3) =/ B(y 3 dr,du)g,___ (u,3)

t [O,t[XFe t-r
I1 nous reste maintenant & faire disparaitre le paramétre yeDNE, au
profit d'un paramétre intrinséque.

UTILISATION DU CARACTERE PREVISIBLE DE T

Nous revenons & (9), en utilisant la propriété de Markov forte "a
gauche" au temps d'arrét prévisible T : soit a(i ; ds,dz) la loi du
couple (T,XT_) lorsque Q est muni de Pt ; nous avons pour la loi de
(7 %)

(18) A(i ; as,dv) = [ o(i ; dr,du)e (ds)®Py(u,dv)

Nous pouvons alors récrire (9) sous la forme suivante : posons
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pour xeE

(19) 6(x , ds,du) = [ Py(x,dz)B(z ; ds,du )

Alors

20 i, J)= i, a H ’ 8 H ’ q v J
(20) py(i,3)=q,(1,3) + go,t[&a dr dl[_%{t—rb((;‘e ds du)qt_rg i)

le seul terme génant est maintenant «(i,.), qui est un noyau de 1

dans l'espace E, construit a partir de (Pt) et non du semi-groupe
minimal, La derniére étape ( et la plus longue ) permet de 1'éliminer,

UTILISATION DE LA FRONTIERE DE MARTIN

Nous notons p la fonction P°{r<w } sur I, et Ip 1'ensemble {p>0}.
C'est une fonction Q-excessive et Q-harmonique, ce qui signifie que
E'[pOXT J=p pour tout n ., Elle est d'autre part Q-purement excessive,
ce qui 1gigni:t‘ie que Qtp <0 lorsque t+ o .

Nous choisissons une mesure bornée n sur I, qui charge tous les

points de I, et telle que <n,p>=1 ; nous appelons espace de sortie

pour (Qt) l'ensemble Fs de toutes les fonctions y sur I, Q-purement
excessives et Q-harmoniques extrémales telles que <n,y>=1. Nous mu-
nirons Fs de la topologie de la convergence simple. Nous adopterons
la notation habituelle qui consiste a distinguer le "point" yer et
la"fonction excessive k_ sur I qui lui correspond"( et qui bien en-
tendu n'est rien d'autre que y ! ). Comme <n,ky>=1, ky est partout

finie sur I,

Qa.g:nde
Dans/ce paragraphe, l'espace () désigne l'ensemble de toutes les

applications continues & droite et pourvues de limites & gauche w de
B, dans le compactifié d'Alexandrov IU{3} de I , absorbées en 3 ,

& durée de vie T(w), telles que w(t-)el pour t<t(w).

Les applications coordonnées sont notées Xt , les tribus sont notées
de la maniére usuelle , la notation Pi représente la loi du processus
de Markov issu de i, admettant (Qt) comme semi-groupe de transition.

Si u est une fonction excessive pour (Qt)’ finie sur I, nous noterons
Pi % Ja loi sur 0 correspondant au processus issu de i , admettant
Qg(x,dy)= u1x t(x,dy)u(y) comme semi-groupe de transition, Comme d'
habitude, il y a une difficulté si u(i)=0 : nous conviendrons qu'alors
Pi u:e[a]. Nous avons en particulier la notation pt/y , correspondant
& la fonction kyer . Nous rappelons maintenant une liste de proprié-
tés lides aux u-processus et & la théorie de Martin,

PROPRIETE 1, Si AeF° , on a p(i)Pi/p[A] = Pi[A,T<Do]
PROPRIETE 2, La fonction harmonique purement excessive p admet une
représentation intégrale au moyen des éléments extrémaux
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(21) p(1) = Jx(i,y)e(dy)
. F
ol © est une mesure de probabilité sur P, et ou l'on a posé k(i,y)=
k _(1).
y( )

PROPRIETE 3. On a alors pour AeF°
(22)  PHA,7<00] = p(1)PY/P[A] = . K(1,y)P/Y [a16(ay)

s
PROPRIETE 4, Soit AeF® possédant la propriété suivante
(22) si t<r(w) , I,(0)=I,(6,w) ; AS{r<co}

et soit a = P'[A]. La fonction a est alors Q-harmonique et Q-purement
excessive, et on a

(23) A= | %%m a°Xt=1 } , A%= | %%m aoXt=O } Pi-p.s. pour tout i
T T

PROPRIETE 5, Soit A comme ci-dessus, et soit yer . Alors , ou bien
Pi/y[A] = 0 pour tout i tel que k(i,y)>0, ou bien Pl/y[A]=1 pour
tout i tel que k(i,y)>0 .

Notre énumération est achevée, et il n'est pas mauvais de préciser

la place de chacune de ces propriétés dans la théorie : 2 est pure-
ment analytique, c'est le théoréme de représentation intégrale de
CHOQUET., 1 et 3 sont des calculs élémentaires sur les u-processus,

4 n'est pas autre chose que le théoréme de convergence des martingales.
Enfin , 5 est la maniére dont s'exprime l'extrémalité de k_ , qui n'
est pas utilisée, en fait, pour la démonstration de (22).

Maintenant nous commengons & travailler. Nous remarquons d'abord
que Pi/p[T<mo]=1 pour tout i tel que p(i)>0 , du fait que p est
purement Q-excessive ( ou de la propriété 1 ) ; de méme, pt 1< J=1
pour tout y et tout i tel que ky(i)>0 .

Revenons pour un instant aux processus admettant (Pt) pour semi-
groupe de t ransition : nous savons que la limite XT_ existe p.s., et
appartient & E, sur 1l'ensemble {T<co}. Passant a 1l'espace Q, nous
voyons que
(24) Pi{ X, _ existe, <m | = Pi{7<no}
ou " XT_ existe" est une abréviation pour * XT_ existe dans E, pour la
topologie définie au début de 1'exposé" . Au moyen de la propriété 1,

on écrit cela
(25) Pl/"{koo, X,_ existe} = 1 si ielj

et par conséquent, d'aprés les propriétés 3 et 5 : pour 6-pr. tout y
(26) k (i) > 0 = Pi/y[T<0:) R XT— existe } =1
y
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Nous noterons Fé l'ensemble des yer qui possédent cette propriété,
et nous eppliquons la propriété 5 : si yeFé, la loi de XT_ pour une
loi PMY , ol i est tel que k(i,y)>0, est nécessairement dégénérée.
I1 existe donc un point 9(y)eE tel que 1l'on ait

(27) Pour tout i tel que ky(i)>0 , Pi{XT_=¢(Y)§ =
Dans ces conditions, nous savons calculer les mesures a(i ; dr,dx )
a(i ; JIxA) = Pi{TeJ X, _eA} = fk(i,y)Pi/y{TeJ,XT_eA}O(dy)

. [k(m,ml/yhem °9(y)6(ay)
Pour finir, posons *alors , sur R xF » et non plus B xE

(28) a( i, JIxB) = lja‘k(i,y)Pl/y{‘reJiO(dy)

et d'autre part, pour yer , et non plus E
(29) B(y ; ds,du ) = 6(9(y) ; ds,du) ( mesures sur R+xFe)

si yeFé , et dans le cas contraire &(y ; ds,du)=0, Nous pouvons alors
récrire la formule de décomposition (20) sous une forme ol n'apparais-
sent plus que des espaces Fe,Fs, des lois d'entrée,.. relatifs au
semi-groupe minimal (Qt) :
(30)  p.(i,3) = q.(1,3)+ /] (i ; dr,dx)/ T(x ; ds,du)q (u,3)
LA L ]O,t[sz, (o, t-r[xF T t-r-s' ™’
Malheureusement, cette décomposition n'a guére de signification pro-
babiliste immédiate, ce qui lui enléve beaucoup de charme par rapport
aux décompositions donnédes dans le livre de CHUNG,

§ 2. DECOMPOSITIONS POUR UNE FONCTIONNELLE
MULTIPLICATIVE QUELCONQUE

Les résultats des exposés II et IV peuvent s'interpréter de la
maniére suivante : étant donné un semi-groupe (P ) markovien sur
BU{d3}, un semi-groupe subordonné (Qt) associé 3 un temps terminal
parfait exact R, le processus (Xt) admettant (Pt) comme semi-groupe
peut se construire en créant continuellement de la masse dans le
processus (Yt) admettant (Qt) comme semi-groupe, pour compenser la
destruction & 1'instant R. Nous nous posons dans ce paragraphe le
probléme suivant : peut on faire la méme chose lorsque (Qt)’ au lieu
d'étre associé & un temps terminal, est associé & une fonctionnelle
multiplicative quelconque.

Ce probléme vient d'étre résolu par GETOOR-SHARPE, dans un remar-
quable article intitulé " balayage and multiplicative functionals"
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(& paraitre ). Comme le titre l'indique, la méthode utilisée est
une généralisation de celle du balayage ( exposé II), Nous allons
présenter ici une méthode tout & fait différente, consistant &
associer a la fonctionnelle un véritable ensemble régénératif.,

Les notations Pt,Xt,Q Ft""’ auront dans ce paragraphe la méme
signification que dans les exposés précédents. Nous noterons (Ht)
une fonctionnelle multiplicative < 1, parfaite, parfaitement exacte,
dont le semi-groupe associé sera noté (Qt)’ Les notations V_,F,...
auront le méme sens que dans les exposés précédents, relativement
a (Q).

En revanche, nous n'utiliserons pas les notations relatives au

processus d'incursion, et les précieuses notations ﬁ,it... seront
donc disponibles pour d'autres usages.

CONSTRUCTION DE CERTAINS PROCESSUS DE RENOUVELLEMENT

Nous désignons par W l'ensemble de toutes les applications de R+
dans R+, en dents de scie ascendantes continues a droite. Si

1]

weW, nous poserons At(w)=w(t) [ 1a notation de l'exposé I servait

a noter une fonction continue & gauche, c'est pourquoi elle n'est
pas reprise ici ]. Nous munirons W de sa tribu naturelle i°, engen-
drée par toutes les v.a. At’ et nous aurons de méme des tribus ggt
sur W : i;t I(A., sxr<t) , et en particulier J 220 «2(Ar,s§;zxn)
43=d8, « On pose D (w)= inf{s>t,A (w)=0}, Rt(W)—Dt(W)‘t .

Nous nous donnons, pour tout couple (s,t) de nombres réels > O

tels que s<t, un nombre m, € [0,1], en exigeant les propriétés

suivantes :

(31) La fonction m, est décroissante et continue & droite sur
[s,] , la fonction m % est croissante et continue 3 droite
sur [0,t[.

(32) Pour s<¢<u on a m . m, =m.. ( en particulier, mSS=O out ).

Disons tout de suite que dans les applications, nous aurons o=

H (6 w).

t-s''s

Nous allons construire des processus non homogénes sur R+ H

THEOREME 1 , Il existe des lois H: (xeﬁ+,seﬁ+) sur (W,iga)) possédant
les propriétés suivantes :

4 aussi amak%«mwsa. C$. ta gim de Leppose T.
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1) Elles constituent un processus de Markov non homogéne : si s<t,

AeJd°, ,Bed

=st ’ =%oo » OB 8

4,0
(53 T - [ E@wi () .

. X ol X _ x Al
2) 81 m =1, nS{As_x§_1 . 8i m =0, ns{As_o}_1
3) ﬂziDs>a§ = mg, pour tout a>s .

Les processus non homogénes considérés sont fortement markoviens, et

X R . . .
les mesures Hs sont uniquement caractérisdes par ces propriétés.

PREMIERE ETAPE, Congidérations sur la propriété de Markov forte.

Dans cette partie, nous allons démontrer que si nous savons
construire un processus markovien satisfaisant aux propriétés ci-
-dessus, ce processus est fortement markovien,

On sait que les processus markoviens non homogénes se raménent
aux homogénes de la maniére suivante : on prend ici comme espace 4'
états le produit R+XR+, comme processus issu du point y=(s,x) le
processus Yt=(8+t’As+t) pour la loi Hz . Le semi-groupe correspon-
dant est

Pt((s,x),f)=E§[f(s+t,As+t)] (>0 sur E+XR+)

On sait que la propriété de Markov forte dépend de l'existence de
suffisamment de fonctions f telles que, pour tout t, la martingale
Pt—s(YS’f) soit continue & droite sur 1l'intervalle [0,t[. Ici, cela
s'énonce de la manidre suivante : posons pour se[C,t[

P, ((s,x),£) = F(s,t)=E5[£(t,4,)]

Appelons voisinages fins du point (s,x) les ensembles qui contiennent

un triangle

8% o = {(t,5) & sgtgste, xgysxre]  (£30)
, sts s

Les éléments de W sont des fonctions finement continues. Nous allons
d'abord montrer que

Si f est bornée uniformément continue dans B xR , la fonction F(s,x)
est finement continue dans J={(s,x): Oss<t , x>0 , m, =1 ou x=0},

Nous supposerons f bornée par 1.
1) Nous faisons d'abord une comparaison verticale , en évaluant
la différence |F(s,x+e)-F(s,x)| - pour simplifier les notations

prenons s=0. Si mOO=O, cette différence est nulle. Si moo=1, Hg est
portée par l'ensemble {D0>O}, et Hé+8 est 1l'image de Hg par l'appli-

~

cation ¢ suivante de W dans W : le graphe de ¢(w) s'obtient a partir
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du graphe de w en translatant verticalement de e la partie du graphe
correspondant & l'intervalle [O,DO[, sans toucher au reste. Ainsi,
dans tous les cas on a |At(w(w)-At(w)|§e . La fonction f étant uni-
formément continue, on en déduit
Quel que soit a>0, il existe >0 tel que |x-x'|<e entraine
|F(s,x)=F(s,x)|<a (¢ ne dépend pas de s, mais seulement du
module de continuité uniforme de f ).

2) Appliquons la propriété de Markov simple entre les instants

s et s+e @

As+e(W)
s+e

1]

F(s,x) = Ej[£(t,4.)] = /05 (aw)E [£(t,4,)]

[}

F(s+e,x+e)ﬂ§{Ds>s+el+ un terme complémentaire

F(s+e,x+e)m

+ un terme plus petit que 1—ms,s+e

s,8+€

Ainsi [F(s,x)-F(s+e,x+e)|< 2(1-mS s+e)' Si m =1, c'est une propridté
= 1

de continuité uniforme qui montre aussitdét, avec la propriété 1) ci-

dessus, que

F est finement continue en tout point (s,x) tel que mss=1.

3) I1 nous faut montrer que F est finement continue en un point
(s,0), ou mss=o. Pour alléger les notations, nous supposerons
que s=0,
Nous commengons par remarquer que si s est tel que mss=0

A
38{A8=O] = jng(dw)nss v{’Aﬁ:o} =1

S'il existe un intervalle [O,c[ sur lequel mSSEO , la fonction A (w)
s'annule Hg—p.s. en tout point ratiomnel de [0,c[, donc sur 1'in-
tervalle par continuité & droite. Si s est dans 1'intervalle, nous

A
% 20,00 = MQ(awze "Le(s,8,)] = F(s,0)

et cela prouve la continuité fine en (0,0), car F est constante le

long des verticales.

Supposons ensuite qu'il n'existe pas de tel intervalle. Donnons
nous un nombre a>0, prenons le nombre & du 1), et choisissons un
s<e tel que mg=1. Notons & le triangle formé des (r,x) tels que
r<s , X<s t le processus issu d'un point de A reste entiérement

dens A avant 1l'instant s. D'autre part, si (r,x)ed

P(rx) = B02(s,80) 1=/ TS @ 5ee (VLe(e,8.)]
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L'espérance intérieure vaut F(s,As(w)), et As(w) est entre O et s,

de sorte que F(s,As(w)) différe de F(s,0) de moins de a. Donc aussi
F(r,x) différe de F(s,0) de moins de a, et F(r,x) différe de moins

de 2a de F(0,0). & étant voisinage fin de (0,0), c'est fini.

Nous n'avons pas encore achevé la démonstration de la propriété
de Markov forte, car nous n'avons prouvé la continuité fine de F(s,t)
que sur J : il reste a voir que les trajectoires du processus res-
tent dans J, i.e. ne rencontrent pas l'ensemble des (s,x) avec mss=o,
x>0, C'est trés facile : soit G={s : mss=0}, ensemble fermé & droite,
et soit D un ensemble dénombrable dense dans G pour la topologie
droite. Nous avons vu plus haut que presque toutes les trajectoires
du processus sont nulles sur D, Par continuité & droite, elles sont
aussi nulles sur G, et donc restent dans J,

DEUXIEME ETAPE, Comstruction du processus lorsgue m0t>0 pour tem+

Alors on a aussi mst>0 pour tout t fini >s., Nous construisons
explicitement la mesure Hg de la maniére suivante., Nous prenons un
espace probabiligé auxiliaire (T,g,p), sur lequel existe une suite
(Sn) de v.a. indépendantes, de méme loi exponentielle de paramétre
1, Pour teT, nous posons

Z1(T) = inf { uws 1 =log n.> S1(T)}

Z2(T) = inf |{ u>Z1(T) : =log mZ1(T),u > 82(1) | ete.

Ensuite, nous définissons une application de T dans W de la maniére
suivante, Etant donné x, il existe une et une seule fonction de W
qui & 1'instant O vaut (x-s)T , et dont les zéros sont exactement les
points Z; (T) et le point s-x si s>x Qfaire un petit dessin ).
Notons 1a h (7). Alors par définition Hz sera l'image de la loi p
sur T par l‘appllcatlon mesurable h de T dans J°Oc

Comment est faite cette loi ? Regardons par exemple HO . Elle
est portée par l'ensemble des w € W n'admettant sur R+ = 10, [
que des zéros isolés R1, 2,.. ..tendant vers 1'infini ( il n'est
pas exclu, si LY >0, que tous les R soient égaux a +o00 & partir
d'un certain rang ). Cet ensemble W' porte aussi toutes les lois H
et nous nousyrestreindrons dans le reste de cette étape. Les R,
sont des temps d'arrét de la famille (ggt), et nous avons sur W!

t t t .
[« J— —
JOt" T(AO,R yeooR ud) (Ri._Ri si R.<t, +oosi Ri>t )

X
HO{Rn>a|AO,R1 ,ocoRn_1 *2 mRn_.1a sur {Rn..1<w ;
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La seconde condition caractérise uniquement la loi du systéme R,,..,
. oX
R ... et, avec la condition HE{AO=X}=1, la loi Oy sur J8 .
Fixons t, et notons R; le premier zéro >t . Calculons
Hg{R;>t+a|§8t}. Soit B, 1'événement {Ri_1§t,Ri>t} (‘p?uf i=1, s?m—
plement {R1>t}) qui appartient & i%t . Cette probabilité condition-

nelle vaut I:iH§§R1>t+a,Bi|g8t}IBi . Mais sur B; la tribu J8,

colncide avec §i=£(AO,R1...Ri_1), de orte que sur By

nX{R.>t+a,B, .o R, m
Hg{Ri>t+a!Bi|.‘I8t!= Onxl ’ J_lAO’ 1-1} - _51_1.13.13'_‘
0(Bs14gseeesBy_q) TRt
= Dt t+4a
En sommant sur i, il vient

A
X ~ _ gt
I5{Rj>t+a| g, }= My ten = D {Ri>t+a)

Si 1'on appelle R',Ré ..les sauts suivants, qui sont des temps 4'arrét
de la famille (ggt) , 11 n'y a aucune difficulté & démontrer de méme
que la loi conditionnelle du systéme (At,R{,...Rﬁ) pour Hg ,
connaissant J , est la méme que la loi absolue de ce systéme pour

Hﬁt « On a donc établi la propriété de Markov .

L'unicité des mesures est ici trés facile : la propriété de Markov
entraine, nous 1l'avons vu, la propriété de Markov forte. Compte tenu
de la propriété 3) de 1l'énoncé, nous avons la loi de R1. La propriété
de Markov forte nous donne alors la loi de R2 connaissant R1, puis
celle de R3 connaissant R1,R2... toutes les mémes que ®@lles que nous
avons construites plus haut. Et finalement, nous savons que les lois
de A, et des Ri ( sachant que R, =+ p.s. avec i ) déterminent la
loi du processus.,

TROISIEME ETAPE, Construction du processus lorsque mst>0 pour s>0,t>0

Cette condition est un peu plus faible que la précédente, puisqu'
elle permet que m00=0. Naturellement, seul ce cas nous intéresse, et
nous supposons m00=0 maintenant., La construction précédente nous
permet de construire les lois n: pour >0, et il nous faut seulement
construire Hg . Nous posons en=1/n .

Nous notons mgt la fonction ainsi définie
n
- P > =m
our sgen,tzen y Wy st N
—-P Z = ==
our s<en,t;en s Moy 1 , et pour t;sn, mo =M 4 e

Cette fonction satisfait aux conditions de la seconde étape, d'ou

des mesures I (il faut bien mettre le n quelque part ! ) qui coin-
ns cident
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d'ailleurs avec H: pour sze .

Soit wo l'ensemble des applications en dents de scie ascendantes,
nulles en O, WO peut étre identifié & 1l'ensemble des fermés de R
contenant O ( en associant & weW, 1'ensemble F(w)={s: As(w) =0}, qui
contient O et détermine uniquement w ), ou encore & l'ensemble des
compacts de §+ contenant O et +o , Cet ensemble est compact pour

la topologie naturelle sur les compacts de E+ . 31 1'on transporte
cette topologie sur WO par l'identification Brécédente, on voit que
1l'on peut extraire de la suite des mesures HO une suite qui converge
étroitement vers une loi Hg . Quitte & changer le sens de la notation
€, NOUS poUvVOns SUPROSETr que la suite (HO) toute entiére converge.

Soit D 1l'ensemble (dénombrable) des t tels que pour un s<t,m ne
soit pas continue en t. Pour t>0,t¢D on a HoiA =0}=0, En effet iA >0}
est contenu dans { w : F(w)NJt—e,t+e[#P}, qui est ouvert pour la
topologie de WO. Par conséquent, pour tout £>0

H8{At=0} < limninf ggiA. s'annule entre t-t¢ et t+el

Evaluons cette derniére quantité par la propriété de Markov : c'est

A (W)
/HO(dw)Htt €D, <t+el

t-e

qui vaut 1-m dés que t>en+e , et ceci tend vers O avec ¢ .
t-e,t+e

Ensuite, nous remarquons que pour tout t>0,t¢D, la fonction At(')
est continue pour la topologie de WO , en tout point w tel que At(w)
#0 - donc presque partout pour la mesure Hg . Soient f1,f2...fk
des fonctions bornées uniformément continues sur R ’ O<t1_,<_1-,k des
instants eD 8y la fonction x+> E [fkoAt ] - nous avons vu dans
la premiére étape qu'elle est unlforﬁement contlnue sur R Pour

en<t1 , la propriété de Markov nous dit que
0 0
Eo[f1oAt1...fkoAtk]—go[f1oA

f oA g, oA ]
k1%, L 8ty

Cela passe & la limite lorsque n->m et nous donne la propriété de
Markov de Hg sur D®, L'extension & B, est facile (cf.le étape ).

t1ooo

Ceci étant, la fonction de transition de ce processus est détermi-
née au point (0,0) par 1'étape n®1 : si f est continue, O[foA ]
est limite fine de E§[f°At] au point (0,0). Comme il existe un seul
processus de Markov admettant cette fonction de transition et issu
de 0 & 1'instant O, nous avons 1l'unicité de la loi Hg.

QUATRIEME ETAPE. C'est trés court : nous remarquons que seule la
structure d'ordre de R+ a été utilisée : de sorte que si nous avons
seulement in intervalle [a,b[, avec la propriété que m >0 pour
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a<s<t<b , nous saurons construire les mesures Hg pour a<s<b, sur

les tribus J° .
=sb-

CINQUIEME ETAPE : Cas général.

Nous notons M, l'ensemble formé de O si m00=0 s et des t>0 tels
que mst=o pour tout s<t . Il est fermé dans R, . Nous énumérerons

1l'ensemble ( dénombrable ) de ses intervalles contigus - ils sont

de la forme ]ai,bi[ , sauf peut étre le premier, qui est de la forme
[O,d[:[ao,bo[ si myg=1 , 10,a[ si m;=0. Nous supposerons par exemple
m00=1.

Pour tout i, soit Wi l'ensemble des applications en dents de scie
ascendants sur 1l'intervalle [ai,bi[ ; si i#0 nous leur imposerons
d'étre nulles en O, mais nous laisserons libre la valeur initiale de
w si i=0, Nous avons une application ?deg Wi dans W, qui est une
bijection de I Wi sur l'ensemble des weW nulles sur M, : elle associe

a (w.)

;)jer l'unique weW nulle sur My, qui coincide avec w; sur [a,,b,[

Munissons W, de la mesure HO sur 42 , _ construite dans la 4e
i

étape - sauf pour i=0, ou nous p%endrono Hg . Puis prenons sur

E W la mesure produit, et envoyons le tout dans W par ¢ . La mesure
1mage est alors la mesure HO du processus définitif. On procéde de
méme pour les Hs , mais ici nous laisserons les vérifications finales

au lecteur.

CONSTRUCTION D'UN ENSEMBLE REGENERATIF ASSOCIE A (Ht)

Nous revenons maintenant & nos processus de Markov sur E, mais
nous allons changer de notations . En effet, les idées que nous allons

appliquer sont celles de JACOD, exposées dans ce volume sous le titre
"noyaux multiplicatifs". Plus exactement, nous n'allons pas du tout
utiliser les résultats de cet exposé, car celui-ci vise & construire
un noyau multiplicatif, ce que nous venons justement de faire, mais
simplement le langage de JACOD.
Ainsi, nous reprenons nos notations des exposés précédents
E, (B,),0,F° ,Xt,P“....
et nous les affublons de barres :
E,(P,).0,F,%,, PA..  (sauf §,)
De méme, nous avons notre fonctionnelle multiplicative (Ht)‘ I1
est inutile de 1l'écrire (ﬁt)’ mais nous noterons (ﬁt),(Vp) le semi-
groupe et la résolvante subordonnés correspondants, F 1'ensemble
des points non-permanents pour (Ht)'
Soit W l'ensemble des fonctions en dents de scie ascendantes ,
avec les applications coordonnées A., les tribus g°,g%=ggt.
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Nous poserons (=0xW, avec les tribus £°=E°xg°, gg=§%xgg, et les
variables aléatoires Xt=(xt’At) 3 valeurs dans E:EXR+.

I1 nous reste & définir les mesures sur Q. Pour tout well , nous
avons une fonction du type considéré dans le paragraphe précédent

< (0) = Hy_ (6 w) (sgt)

et par conséquent des mesures H (w,.)sur W. La premlere chose que
nous remarquons, c'est que si Aeg° nous avons G (A)eJ° et

-1 =
(34) 1% (w, 0] (4))=T5(03,A)

Ensuite, nous avons la dépendance en W ., Ici il faudrait reprendre
la construction du paragraphe précédent, en étudiant sa mesurabilité
en W . On peut démontrer que

(35)  Si Aed? , (2,®) > N5(T,A) est B(R,)xF -mesurable

ceci, en vertu de 1l'adaptation de la fonctionnelle & la famille (F%:
Nous posons ensuite, si x=(X,a)eE

(36) v (w,.) = ea(.)Gﬂ%(E,.) sur Q

et (35) nous donne la propriété suivante ( classes monotones )
(37) Si Aezg , (x,8)—>N(w,4) est E(E)xggi—mesurable

tandis que la propriété de Markov non homogéne s'écrit

(38) 51 AeES BoE° , MN(F,ANG]!(B))=/¥¥(E,a0's ) (6.3,3)
- - A

Dans ces conditions nous posons, toujours pour x=(X,a)

(39) PX(dw) = éP;(dU)MX(G,dw)

et nous avons le théoréme suivant :

THEOREME 2. Le sxsteme (0,X t’ Px) est une réalisation d'un semi-

groupe markovien droit (P ) sur E, au dessus de (P )e

DEMONSTRATION, Nous utilisons les notations de l'article sur les
noyaux multiplicatifs, en particulier, nous introduisons aussi les

tribus 2% sur Q , engendrées par les applications Xt ol X£(5,w)=7t(5),
et les tribus gg = E°V£§ sur Q .

Nous commengons par démontrer
Soit g F°—mesurable positive. Alors pour tout x et tout g
(40) E*[g00,12] = 12(%) (0.5, g)

(ol @ est la projection de w sur Q).
En effet, nous commengons par remarquer que (38) est vraie pour
AeG? ( c'est une formule vraie pour w fixé quelconque ).

1 Amelfank les poins de branchement (%,a) o & ext mon-poumanent poun (Hy) ek a >0,
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Nous prenons f Go-mesurable , de la forme E,Voas , ol u est Fo-me-
surable et v FP-mesurable - toutes deux positives - et ag est 1l'opé-
rateur d'arrét & s. Alors

E*[H.voa,.800 J= EX[W.M(G,voa_.800,)]

Ei[ﬁ.Mx(G,Voas.MXs(OSU,g))]
X

EX[H.Voas.M S(GST,g)]

]

Ensuite nous démontrons la propriété de Markov simple. Soit g £°—me-
surable positive, et soit G(x)=E*[g]. Avons nous Ex[goOs|g;]=G°Xs ?
Nous savons que

X(w)
E*[go0  |E1=E"[g00,|GS|ES] = EX[M ° " (0,u,8)|E]]

Soit une fonction positive h sur 5xm+ , et soit H la fonction sur
E=ExR, définie par _
H(;,a)'—' E‘x[h(aya)]
Nous allons prouver
X —-—
(41) E*[n(6gw,A (w))[E3] = H(X,)

et cela nous donnera ce que nous cherchons, car lorsque h(w,a) =
MXO(E)’a(G,g) nous avons H(X,a)=G(X,a). Il nous suffit de raisonner
dens le cas ol h(w,a)= j(w)k(a), de sorte que H(x,a)=J(X)k(a), ol
J(X)=EX[j]. Nous avons si u est Eg—mesurable positive
E [u(w)h(0_u,A (0)] = EX[M"(W,u.h(0g7,A,(.))]
= 'EX[MX(G,u.j(oS'.')

1

= 'E‘X[MX(TJ,u.koAS) .3(0,w)]
Seulement, la fonction Mx(.,u.koAS) est Eg-mesurable, et la propriété
de Markov simple du processus (Y&) nous permet de remplacer joOS
par JoXS . I1 ne reste plus qu'a remonter les calculs.

Les raisonnements que nous avons falts pour la propriété de Markov
simple s'étendent sans difficulté & la démonstration de la propriété
de Markov forte : seules les notations se compliquent un peu.

Enfin, le semi-groupe (Pt) transforme les fonctions boréliennes
sur E en fonctions ge(ﬁ)xg(ﬂ+)-mesurables, et un raisonnement simple
de classes monotones montre queces fonctions sont presque-borélien-
nes pour le processus (Xt)' Le théoréme est établi.

Nous allons maintenant appliquer cette construction a8 la décompo-
sition des semi-groupes subordonnés sur E.
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DECOMPOSITION DU SEMI-GROUPE RELATIVEMENT A (Ht)

Nous notons F 1'ensemble des points non-permanents pour (Ht)
( i.e., pour le semi-groupe (6t) associé), et FC le complémentaire
de F relativement & E .

Nous considérons sur Q l'ensemble aléatoire progressif fermé
(42) M={(t,0) : >0, A (0)=0} dans B,

le temps terminal R correspondant, les temps Dt’Rt considérés dans
1'exposé II, Les points réguliers ( non-permanents ) pour R sont
exactement - si 1'on néglige les points de branchement (X,a),xeF,
a>0 - les points de Fx{0}=F.

Pour chaque w=(w,w), M(w) se compose de deux sortes de points.
1) Les points " fixes" , &pendant seulement de W , qui forment

un ensemble fermé M,

(43) Mo={(t,w) : t>0, ¥s<t Ht_s(035)=0 ]

Comme M, ne dépend que de W , nous le considérerons aussi ( sans
changer de notation ) comme ensemble aléatoire sur 0. D'autre part,
nous avons

2) Les points "mobiles"™ , qui forment un ensemble Mm contenu dans
les intervalles contigus & M, .

Soit [R1,U1[, [R2.U2[,... la suite des intervalles contigus & M, de
longueur >e, On sait que les v.a. Ui et Ti=Ri+e sont.des temps 4!
arrét, et il est facile de représenter au moyen de temps d'arrét les
points de M situés entre Ti et U (ils forment un ensemble bien-or-
donné ). On en déduit que M < Mb B

L'ensemble Mn est donc contenu dans My, donc dans M, . Mais
il n'y a pas identité entre ces deux ensembles en général. En effet,
pour Px—presque tout w=(w,w) , la relation teM° (w) entraine A (w)=0
(donc teM(w)), X (w)eF ( done Xt(w)eF), autrement dit teM (w) s1 1'on
a teM (w) , ce qul a lieu si HO(O w)=1, mais non si HO(O w)=0 - car
alors des points de M.(w) viennent s'accumuler & droite de t.

Le point 1mportant pour nous est le fait que M ~(w) ne dépende

que de w . Nous avons en effet le lemme suivant
LEMME 1., La compensatrice bien-mesurable de la mesure aléatoire

(44) T ¢ (dt)
geM

est la méme (pour toute loi P%), que 1l'on projette sur (F ) ou (?A)
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DEMONSTRATION, Notons p cette mesure aléatoire - si le lecteur a
peur des mesures non bornées, il remplacera pu(w,dt) par e_tp(w,dt).
Rappelons que si Z est un processus mesurable positif sur Q on
pose (pour A fixée) <u,Z> = EA[/p(m,dt)Zt(w)]. Nous notons

Z—> Z 1'opérateur de projection bien-mesurable sur la
famille constante Ht_F

Zr—> Z2 1'opérateur de projection bien-mesurable sur (F )

Lr—> Z3 1'opérateur de projection bien-mesurable sur (F%)

Nous utilisons les mémes exposants pour noter les projections/cor-
respondantes de mesures aldatoires.

Nous remarquons d'abord que ZB=Z21 (*). Nous ne donnerons pas les
détails, mais formellement cela signifie que pour tout t, 81 z est
une v.a, Fg—mesurable, E[z|F°] est F°-mesurable, ce qui revient &
(37) - aprés quoi on étudie les continuités & droite, etc.
Ensuite, le fait que p ne dépende que de w entraine que p=p1 :

p se décompose en effet en une somme de mesures portées par des temps
d'arrét de la famille (H ).

Alors le lemme est fac11e < u3 7> = <p,Z3> =< p,Z21> = <;11,Z2 >
= <p,Z >=< p Z >, cqfd.

Nous nous reportons maintenant au théoréme 2 et & la proposition 4
de 1'exposé II, que nous appliquons sur E a4 l'ensemble aléatoire M.
Nous savons déja que F=Fx{0}., Le lemme 1 nous dit que nous pouvons
prendre comme fonctlonnelle (K ) une fonctionnelle dépendant seules-

ment de w ( par ex. T (1)). Il nous reste & regarder quelles sont
les lois d'entrée qui interviennent : pour (X,0)eF nous avons une
loi d'entrée pour le semi-groupe

(45) Qt((y’a)pO) = Q-t(yyo)®€a+t(-)

qui est d'aillevrs la loi d'entrée correspondant i une mesure axa,
non bornée, pour laguelle (Xt) est markovien avec (Qt) comme S.g.

et XO=(§,O) P.S.. La composante temporelle étant une pure translation,
la loi d'entrée est tout simplement

(46) (,0),.) = §,(F,.)ee, (L)

ol (6t(§,.) est une loi d'entrée pour (5t), correspondant & une mesu-
re sur Q, ete, etc.

(*) On a aussi ZB:Z12 .
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Nous avons identifié les divers éléments entrant dans les décomposi-
tions de GETOOR-SHARPE, Introduisons la mesure aléatoire homogéne
(47) dTy = IpoX  dK  + ) . eg(ds)

ges, .
et sa projection duale dT's sur la famille @s), qui est aussi une
mesure aléatoire homogéne ayant un 1-potentiel borné, Ecrivons le
corollaire 1 du th.3 de l'exposé II au point (X,0) de E, avec une
fonction h sur E

(48) B (%) ,n)=q, ) ,h)+EEO[hoXuIM(u)]+EEO[§O AuaEgmary ]
,u

Prenons une fonction h qui ne dépend que de X . Dans ce cas, les

différents termes s'interprétent bien

- Pu((E,O) ,h) et Qu((E,O),h) valent simplement 'Pu('i,h),au(i,h)

- Le troisiéme terme s'écrit
%0 2 - X A - =
EXVLJ (X_,nh)ar_J| = BX[/ (X_,h)dT_ ]
10,ul Qu-s s? s 70,s[ Qu—s s s
et ici aussi le processus auxiliaire a complétement disparu.

-~ Le terme le plus nouveau e>t le second. Pour tout u et tout w ,

nous définissons 4,(w) de la meniére suivante

1) si ueM,(w), 8, (@)=1

2) sinon, nous rrezons un s tel que H _S(QSB)>O, et nous posons
H (8 _w)
(49) 6, (@) = 1- M=S 8 _ ( indépendant de s )

H (u- s)-( Osw
Alors un petit calcul sur les processus du renouvellement du début
montre que X ,— _
M (w , {A, (W)=0}) = 4, (W)

et nous aboutissons finalement & la formule de décomposition générale.

(50) B, (xX,h)=q,(X,h)+ E [T 8] + Ex[flo,u[at_s(is,h)ﬁs ]



