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UNE MISE AU POINT SUR LES SYSTEMES DE LEVY
REMARQUES SUR L'EXPOSE DE A,BENVENISTE™

P,A, Meyer

La théorie des systémes de LEVY des processus de Markov,
due & IKEDA, KUNITA, S,WATANABE, est devenue ces derniéres an-
nées un outil fréquemment utilisé., Comme il est naturel, les
premiers auteurs ne se sont pas préoccupé de généralité, et se
sont placés dans le cas ol ' tout marche bien" : processus de
HUNT avec hypothése (L) de continuité absolue. Leurs travaux
sont exposés dans le séminaire de Probabilités I [4], rédaction
a4 laquelle renvoie le travail récent de A, BENVENISTE, qui se
débarrasse de 1'hypothése (L), mais conserve l'hypothése que le
processus soit de HUNT, Par ailleurs, WALSH et WEIL ont développé
une théorie du systéme de LEVY d'un processus de RAY, sous une
double hypothése : hypothése (L), et existence d'une topologie
cofine ([3]). Leur méthode est plus "probabiliste".

Ayant relu mes propres exposés {17, sur lesquels repose le
travail de BENVENISTE, j'ai été pris de compassion pour le pauvre
lecteur qui souhaiterait apprendre tout cela . Si l'on regarde de
prés cette théorie des systémes de LEVY, en rejetant ce qui est
inutile aux démonstrations principales, on s'apergoit que le che-
min est en réalité trés simple., Par exemple, les intégrales stochas-
tiques y jouent en réalité un trés petit rdle, et aucun théoréme de
projection de fonctionnelles additives n'y est nécessaire : le

théoréme de projection simple, celui de la théorie des martingales,
est amplement suffisant. De plus, on s'apergoit qu'une partie de
la théorie , celle qui concerne les sauts totalement inaccessibles,
est valable sans aucune hypothése spéciale : ni HUNT, ni RAY, ni
(L), ni topologie cofine, Cela n'a pas une grande portée, mais
il arrive maintenant que 1l'on travaille sur de " gros" processus,
pour lesquels toute hypothése un peu restrictive sera invérifiable.
Un premier coup d'ceil & la théorie montre qu'il importe d'y
distinguer deux parties :
a) Compensation des sauts : étant donné un processus de Markov
(Xt) 3 valeurs dans B ( lusinien métrisable ), satisfaisant aux
hypothéses droites, évaluer des espérances de sommes de sauts de

la forme

% Voir NOTE trés importante & la derniére page de cet exposé.
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B[ g;tf(xs-’xs)lixs_#xsl ]

b) Etudier la structure des fonctionnelles additives purement

discontinues : les positives principalement, mais aussi cel~
les qui sont des martingales de carré intégrable,
Je vais ici décrire le squelette de chacune des deux parties, en
espérant ainsi guider le lecteur dans 1'exposé de BENVENISTE,

PREMIERE PARTIE : COMPENSATION DES SAUTS

La partie de la théorie qui marche toujours concerne la com—
pensation des sauts totalement inaccessibles du processus. Nous
allons commencer par donner un sens précis & cette expression.

A, Soit F un compactifié de RAY-KNIGHT de E pour le processus (Xt)’

Nous travaillerons sur une réalisation du processus qui est 3
la fois continue i droite dans E pour la topologie de E, continue
4 droite et pourvue de limites & gauche dans E pour la topologie
du compactifié., Les limites & gauche pour la topologie initiale,
qui n'existent pas nécessairement ( mais qui sont dans E quand
elles existent ) sont notdes Xt— s les limites 4 gauche au sens
de E seront notées Xt- . 3i f est une fonction sur ExE, 1'expres-~
sion f(Xt_,Xt) sera par convention prise égale 3 O si X, _ n'existe
pas., Soit B l'ensemble des points de branchement., Rappelons quel=-
ques résultats de [2]

~ Un temps d'arrét T est totalement inaccessible pour la fa-
mille (Eg) si et seulement si, PM-p,s, sur {T<oo}, on a Y&_#XT
et XT_ ¢ B ( [2], th.7, a)).

- 3i T est totalement inaccessible, XT- existe P“—p.s., et
est PP-p,s, égal 2 Xy ([2], lemme 2 suivant le th.12 ).

Soit alors J l'ensemble des (t,w) tels que
(1) >0 , Xt_(w) existe dans E, Xt_(w)=Xt_(w)£Xt(w)

J ne dépend pas de la loi initiale p, il est PH-indistinguable
d'une réunion dénombrable de graphes de temps d'arrét, et un
temps d'arrét T est totalement inaccessible si et seulement si

son graphe passe dans J., On peut donc donner un sens parfaitement
clair 3 la sommation sur les sauts totalement inaccessibles @

c'est la sommation sur les seJ . Cette remarque étant faite, nous
ne nous servirons plus de la compactification de RAY.
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La partie du théoréme de KUNITA-WATANABE qui subsiste sans aucune
hypothése spéciale sur le processus est la suivante :

Il existe un noyau n sur E, positif, transformant les fonctions
boréliennes en fonctions presque-boréliennes, et une fonctionnelle
additive continue H, tels que 1l'on ait n(x,{x})=0 et

t
(2) BT 205 %) g5y = B0/ a8, /n(X_,ay)£(Ky )]

En dehors des processus de HUNT, pour laquelle le premier mem—
bre est une sommation sur tous les sauts, cela ne parait pas spé-
cialement intéressant. Une exception toutefois, celle des proces-
sus standard : si £(x,3)=0 pour tout x, la somme du premier mem-
bre porte sur tous les sauts s<(.

Voici le schéma de la d émonstration, On commence par des résultats
élémentaires sur les martingales de carré intégrable,

B, Soit g 1l'espace des fonctionnelles additives (Mt) telles que
E[M%] < o, E'[Mt]=0 . L'existence d'une version de M,M> qui soit
une fonctionnelle additive n'exige aucune hypothése spéciale pour

- gus ue boreliennes
le processus., De méme, l'existence d'une suite de foncti;hs/bornees
g, sur E , appartenant au domaine du générateur infinitésimal A du

semi-groupe ( et les Ag étant bornées ) telle que

pour toute loi P“, toute martingale de carré intégrable ( et non

seulement f, add, ) orthogonale aux martingales
n _ - _ [t
(3) " = g oX, - g oX, é Ag oX_ ds

et nulle pour t=0, est identiguement nulle,

Soit D" la suite obtenue en orthogonalisant ( pour PH) 1a suite C&,
Toute martingale M pour P“, de carré intégrable, se développe en
intégrales stochastiques par rapport aux pt , donc <M,M> est abso-
lument continue par rapport & l'ensemble des <Dn,Dn> , donc par
rapport 3 1l'ensemble des <Cn,Cn> . Choisissons des constantes An
>0 telles que E°[ I:gAh<ﬂn,Cn>1] soit bornée, et posons

K, = I A,<C", 0%,
alors tous les processus croissants <M,M> sont absolument continus
par rapport & K, La fonctionnelle H du théoréme sera la partie
continue de K,
C. Appelons fonctionnelle du type de Poisson une fonctionnelle

additive p, positive, telle que E‘[pt] < oo pour tout t, purement
discontinue, 3 sauts unité et & sauts totalement inaccessibles .
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On lui associe sa compensatrice P , fonctionnelle additive conti-
nue, telle que E° [pt]—E [pt] pour tout t., On pose p P-p , la
compensée de p, Alors p appartient 3 M, et <§ p>=P. Donc P est
absolument continue par rapport & H ., C'est uniquement pour éta-
blir ce résultat crucial que 1l'on utilise la théorie des martinga-~
les de carré intégrable,

D. Puisque ¥ est absolument continue par rapport 4 H continue, il
existe une fonction positive f telle que pt / foX dH =

0
/ foX dH . C'est 13 qu'intervenait 1'hypothése (L) dans les dé-

gonstrations de KUNITA-WATANABE, et que BENVENISTE la fait dispa-
raitre., On se raméne par changement de temps au théoréme suivant,
di & MOKOBODZKI

si Uh est un potentiel borné de fonction positive, si ¢ est une
fonction excessive majorée au sens fort par Uh, alors ¢ est un

potentiel Ug , ol g= lim inf A(thUA¢) est mesurable par rapport
A=>®
4 la tribu engendrée par les fonctions excessives.

La fonction ¢ est donc presque-borélienne, Comme deux processus
qui se d éduisent 1l'un de l'autre par changement de temps ont les
mémes fonctions rresque~boréliennes, on voit que f peut étre prise
presque-borélienne : c'est un peu mieux que ce qu'annonce BENVENIS-

TE, qui la prend seulement universellement mesurable,

E, La fin de la démonstration est triviale du point de vue des
idées, et ennuyeuse du point de vue technique : il s'agit de
choisir des ensembles A dans ExE, contenant la diagonale, et
tels que AnlA s et que npour presque tout ‘w l'ensemble

Iy (w)=tted(w) :(X,_(0),X (0))es, |

soit dépourvu de points d'accumulatlon dans R Cela se fait en
prenant An—{(x,y) : d(x,y)> —}, oi d est une dlstance sur ¥ ,
Apréz quoi, on construit des Ame tels que la fonctionnelle

Py = SIStI{seJn} :[AmﬂKoX
soit du type de Poisson pour tout K<E , On forme ﬁK, on note fK
la densité de pK par rapport A (Ht)’ on régularise 1l'application
Kr— fK en un noyau Nnm sur E, qui transforme les fonctions boré-

liennes en fonctions presque-boréliennes. Pour finir, on fait ten-
dre n et m vers +oo, et 1l'on obtient le noyau de LEVY n cherché,
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REMARQUE, La méthode de WALSH et WEIL consiste & utiliser les
théorémes de ssructure de la seconde partie pour traiter la pre-
midre. C'est excellent en un certain sens, car leur démonstra-
tion des théorémes de structure est trés probabiliste. Malheureu-
sement, 1l'hypothése (L) intervient dans la seconde partie aussi,
et on ne peut l'en chasser ( dans 1l'état actuel des choses ) que
par les limites médiales . La démonstration de BENVENISTE a 1'a-
vantage de rendre la premidre partie indépendante de 1l'emploi des
limites médiales.,

EXTENSION DE LA PREMIERE PARTIE AUX PROCESSUS DE RAY

Nous supposons ici que la topologie de E est induite par celle
de E , de sorte que les limites & gauche XS_ et XS_ coincident
lorsque les premidres sont dans E, Nous écrivons donc simplement
XS_ pour toutes deux, et nous voulons calculer les sommes

B %‘(Xs_,xs)lixs_;éxs !]

f étant une fonction sur (EUWB)xE . Lorsque f est nulle sur BxE, 1la
somme est déjd calculée, Il suffit donc de traiter le cas ou f

est nulle sur ExE, Nous remarquons alors ( d'aprés WALSH et WEIL )
que nous connaissons déjd un systéme de LEVY pour une telle fonc-
tion, dont le noyau de LEVY est PO .

En effet, considérons la " fonctionnelle additive formelle'
(prévisible)

L=ZI
t st {Xs_eBl

Lt est en général +oo identiquement, mais la mesure aléatoire
dL, = ) I{X eB}ts est parfaitement bien définie, et c'est elle
s 8-
qui intervient dans les calculs, Nous avons alors, si f=0 sur ExE
or ¢t
5L, (%01 = 370 [fatg] 2o(X_yan)e(y )]
8

I1 suffit pour le voir de représenter 1'ensemble {(t,w):Xt_(w)eB }
comme une réunion de graphes disjoints de temps d'arrét prévisibles,
et d'appliquer le th.4 de [2].

Soit f une fonction p-surmédiane continue ; nous avons pour
xeE £ x -ps
x) z B[ :g e (f(xs-)‘Po(Xs-'f))I{xs_eB}]
Soit h la fonction f-P,f ; on voit que la fonction E’[/épsh(Xs_)dLs]
est bornée sur E, donc sur E ., Par conséquent, la fonction
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t
E°[ é h(Xs-)dLs] est bornde sur E . Choisissons une suite (fn)

de fonctions pn—surmédianes continues, totale dans C(E), de sor-
te que B=U{fn-POfn>O}, et soit

A= Z an(fn-POfn)
L= AoX
t s<t s=-

les constantes an>0 étant choisies de telle sorte que la fonction
E‘[L;] soit bornée sur E : L' est une vraie fonctionnelle additive,
et les mesures aléatoires dL et dL' sont équivalentes.

Posons maintenant

ﬁt = Ht+L'{7

n(x,dy) = n(x,dy) si xeB
A—1(X)Po(x,dy) si xeB
H est une fonctionnelle additive prévisible, et nous avons pour
toute £ positive sur (EUB)xE, nulle sur la diagonale de EXE

. v _
E [szgtf(xs_’xs)] = E°[ {)dﬁs éUBn(XS-,dy)f(Xs-,y)]
Autrement dit, un systéme de LEVY complet sans hypothése (L).

SECONDE PARTIE : STRUCTURE DES FONCTIONNELLES DISCONTINUES

A, Soit A2 l'espace des fonctions universellement mesurables f sur
ExE, nulles sur la diagonale, et telles que pour tout x et tout

t la quantité

e,y = 60T 22K )T o)/

soit finie, On définit ainsi une famille de semi-normes sur A2,

et A2, muni de ces semi-normes apparalt, aprés séparation, comme
l'espace Lz(pi) d'une famille - non dénombrable - de mesures O-fi-
nies, I1 résulte du procédé des limites médiales de MOKOBODZKI que
toute suite de Cauchy (fn) converge vers un feL2 ( les f, ne sont
pas bornées : les tronquer 3 K, ce qui préserve la convergence ,
puis faire tendre K vers +o0 ).

B, Soit feA2 3 alors la fonctionnelle

S; = %;t f(Xs-’XS)I{If(Xs—’Xs)I>S , sed}

admet une Eompensatrice continue §§ s, €t une compensée S;-gi

qui appartient & M . Lorsque €-0 , cette compensée converge dans
M vers une fonctionnelle qu'on note Sf , Pour toute mesure PX,
clest une martingale de carré intégrable, somme compensée de sauts

totalement inaccessibles.
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C. Toute martingale de carré intégrable se décompose de maniére
unique en une partie continue, une somme compensée de sauts tota-
lement inaccessibles, une somme compensée de sauts accessibles,
et ces trois termes sont orthogonaux,

Considérons en particulier les martingales C" de la formule (3).
Soit S™ la somme compensée des sauts totalement inaccessibles de cls
on a S%= Sv, ou Yn(x,y)=gn(x)—gn(y) [ c'est trés facile & voir,

bien que la présentation dans [1] soit trés obscure ]. Soit mainte-
nant T la euite construite par recurrence en orthogonalisant la
suite S", Par exemple Tt=st , Ti 5 - é foX dS1 , o0 £ est la den-
gité de la fonctionnelle continue < S1,Sz> par rapport & <S ,S1> :
on vérifie que ol - §a1 » Bvec o,=Y, , puis T2=§q2 , avec az(x,y):
£(x)Y,(x,y), et le raisonnement d'grthogonalisation se poursuit
bien, chaque ™ étant de la forme San .

Soit maintenant MeM , qui soit une somme compensée de sauts
totalement inaccessibles, Soit f une densité de la fonctionnelle
continue < M,Tn> par rapport a <Tn,Tn> . La série )_ ffnoXS_dTg
converge dans M vers une fonctionnelle N, M-N est une somme compen-
sée de sauts totalement inaccessibles, Elle est orthogonale & tous
les ™ , donc 3 tous les s™ , donc & tous les ot , donc nulle,

Mais I: /f oX d'l‘S , pour tout K fini, est de la forme gf
avec fneA2 : 1es f forment une suite de Cauchy dans A2, qui con—

verge vers feA2 D'ou l'on tire que M_Sf

Co On en déduit que toute fonctionnelle additive positive (At)
purement discontinue, 3 sauts totalement inaccessibles, est
de la forme J)_ f(xs-’xs)lfseJ}’ avec f universellement mes. po-

sitive, nulle Sur la diagonale., Cela, sans aucune hypothése spé-
ciale sur le processus. Encore une fois, ce n'est pas un résultat
de grande portée, mais il peut étre utile pour les processus stan-
dard, par exemple,
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NOTE ( Déc. 1972 )

Un travail tout récent de A, BENVENISTE et J,JACOD vient, semble
t'il , de fournir la présentation définitive des systémes de LEVY,
La méthode de BENVENISTE et JACOD est extrémement simple, et n'uti-
lise ni les intégrales stochastiques, ni les limites médiales, mais
pour l'instant elle n'est rédigée que pour les processus de HUNT .,
Tout le monde souhaite qu'ils préparent une nouvelle rédaction qui

puisse devenir le texte de référence sur cette question .



