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UN PRINCIPE DE SOUS-SUITES DANS LA THEORIE DES PROBABILITES

S. D. Chatterji

INTRODUCTION

Le principe dont il est question dans le titre est 1'énoncé "métamathé-
matique” suivant : soit = une propriété quantitative asymptotique valable
pour toute suite des variables aléatoires indépendantes, également réparties,
appartenant & une classe d’intégrabilité L déterminée par la finitude d'une
norme || ”L + Alors pour toute suite f = des variables aléatoires quelconques
assujetties & la seule condition sup||¥nH L < » on peut choisir une sous-
suite appropriée Fnk de telle mangére qu'une propriété % tout & fait ana-
logue & = est vérifiée pour Fn et pour toute autre sous-suite de Fn .

k k
Illustrons ce principe par quelques exemples.

Soit m la propriété suivante d’une suite des variables aléatoires
{X_}
n

lim n_1 (X, + ¢ou ¢ Xn) existe p.p.

1

On sait que 1 est valable si les Xn sont indépendantes et également

! . C'est la loi forte

réparties et si de plus J |x1 | <= c.ad. X EL
des grands nombres de Kolmogorov. Dans ce cas, le principe est vérifié en pre-

nant % = m . Autrement dit, on peut démontrer que :

Théoréme 1 (Komlds) (9]

<n, < ...et fE L1 tels que

Si sup "fnl'1 <w®, il existe n 2
n

1
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HmW1Hn+.“+F]=fp@.

1 "™

On peut choisir n, tels que la méme relation soit vraie pour toute

k

autre sous-suite de { n } et avec la méme fonction f.

C'est ce théoréme remarquable de Komlds qui m'a conduit & formuler le
principe susmentionné. Lors d'un colloque de C.N.R.S. (1969) [5] , j'ai pré-
senté deux autres vérifications de ce méme principe en m’inspirant, entre au-
tres, d’un théoréme classique de Marcinkiewicz qui généralise la loi forte des
grands nombres de Kolmogorov pour les Xn e LP , 0<p<2.Plus précisément,

on a les deux théorémes suivants :

Théoreme 2 [5, 6]

Si s:p "Fnllp <o ,0<p<2, il existe Ny < ny <ees et feLP

tels que

N
lim NP} (f =% =0 pp.
N+ o i=1 i

On peut choisir n_ tels que la méme relation sera vraie pour toute au-

k

tre sous-suite de n et avec la méme fonction f . D'ailleurs, on peut tou-

jours choisir f=0 si O0<p<1.

Théoreme 3 (Révész) (11 ; cf aussi [5, 6]

Si sup|[f ||, <=, il existe n <n, < ... et FE L% tels que

)) a, (f - f) converge p.p. et dans L2 des que ) |ak|2 <
k k
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En ce qui concerne la convergence dans LP dans les théorémes 1 et 2,
il y a une petite différence de la situation classique d'indépendance. Etant
également réparties, les variables aléatoires Xn dans le cas classique sont
telles, que {|Xn|p} est uniformément intégrable. En faisant la méme hypothése
sur une suite {Fn} quelconque, on peut renforcer les théorémes 1 et 2 en dé-
duisant aussi la convergence dans LP. sur cette question, on peut consulter

CHATTERJI [4, 6 .

Ces réalisations du principe des sous-suites m’avaient encouragé a tel
point que j'ai méme formulé ce principe, bien que timidement, & la fin de mon
exposé au Colloque de 1969 [5] . Entre temps, ayant eu plus de précisions sur
ce principe, je me suis permis de le formuler dons la forme générale donnés ici.
Les vérifications concernent les deux autres théoremes classiques de la théorie
des probabilités : la loi limite centrale et la loi du logarithme itéi3. Les
démonstrations étant longues et compliquées, je me contente de donner ici seu-
lement les idées principales des démonstrations. Je présente aussi le théoréme 4
comme une variation des théorémes 2 et 3 qui ouvre la possibilité d'une généra-
lisation du principe pour les double-suites des variables aléatoires, conduisant
ainsi aux théorémes concernant les lois infiniment divisibles. Il faut souligner
ici que les théorémes concernant les lois stables sont les propriétés asymptoti-
ques qui doivent &tre étudiées aussi, dans le but de vérifier le principe des

sous-suites. J'ai 1l'intention de le faire prochainement.

Une derniére remarque concernant la généralisation de ce principe aux va-

riables vectorielles. Tous les théormes de cet exposé restent valables pour les
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espaces de dimension finie et méme pour les espaces hilbertiens. Le probléme
de généraliser les théorémes 1, 2 et 3 pour les espaces de Banach appropriés
(car ces théorémes ne peuvent pas &tre vrais pour les espaces quelconques)

reste posé. Mes articles | 5, 6| donnent quelques renseignements sur ce sujet.

§ 1.- PRELIMINAIRES

Tout ce que nous allons faire dans cet exposé reste valable pour un sspace
mesuré quelconque. La sesule modification nécessaire est de demander dans 1'é-
noncé du théoréme 5 que P(E) soit fini. Pourtant, afin de faciliter 1'expo-
sition, nous allons supposer que tout se passe dans un espace de probabilité
(s, 2, P) de sorte que les notions courantes de la théorie des probabilités
soient applicables dans les démonstrations, sans modification aucune. Une fois
démontrées dans un espace de probabilité, on peut les généraliser successive-
ment aux espaces de mesure o - finie et aux espaces quelconques — ce dernier

parce que les énoncés ne contiennent qu'un nombre dénombrable des fonctions.

Le lemme important ci-dessous nous sera utile.

Lemme 0 :
Si {Ek} est une suite des v.a. dans LP (p 2 1) qui forment les accroisse-

ments d'une martingale, c. a d.

E(E le, g ) =0

alors
n n
(a) EleklpsCZEleklp si 1
1 1

A

o
A
N
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)p/2

n n 2
() el lglPsce]e si p>2
1 1

‘Dans la suite, C représentera toujours une constante positive qui n'aura
pas d'importance dans le raisonnement et qui pourra se varier d’une appari-
tion & l'autre. La formule (a) du lenmme est due & Es&.en <t von Behr.

Une démonstration trés courte se trouve dans Chatterji [4] . La formule (b)
est une partie d'une importante inégalité de Burkholder [2] . L'inégalité de

H8lder pour les nombres réels donne

n n
(] /2 ¢ plPr2)/2 g lg, 1P (p>2)
1 1

d’od la formule (b) donne (p > 2)
n n
el YgPscaPPZTeE g P .
1 1

C'est dans cette forme que nous appliquerons (b).

§ 2.- LA LOI DES GRANDS NOMBRES

Le théoréme suivant généralise un théoréme de Banach et Saks [ Th. I, p.52; 1_
et de Morgenthaler [ Th. 1, p.284; 10]] . La démonstration de ce théoréme illus-
tre bien la méthode principale dont nous nous servons pour 8tablir le principe
des sous-suites dans les différents cas. L'idée principale est de réduire 1'é-
noncé a un théoréme concernant des martingales convenables. Cette méthode don-
ng une démonstration d'une extréme simplicite podr le théoréme qui suit, par

contraste avec les calculs pénibles de 1| et [10] .
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Théoreme 4
Soit F une suite bornée des éléments de LP , P> 1 . Il existe une fonction
f e LP et une sous-suite {Fn} de F telles que pour toute sous-suite

{fn } et toute matrice (a,) n>21, k31 avec

K nk

(a) swp ] la | <<
n k

=y >0

(b) sup ja_, |
K nk n

on a la relation suivante :

nlimm ||E a . [Fnk - ﬂ||p =0
Démonstration

En choisissant d'abord une sous-suite qui converge faiblement dans P vers
une fonction f , et en retranchant cette derniére de chague élément de la
sous-suite, on réduit le probléme au cas d'une suite g, qui tend vers O
faiblement dans LP. Choisissons maintenant une fonction simple hn (c. ad.

hn ne prend qu’un nombre fini de valeurs différentes) telle que

Z "gn - hn” p <o , Il suffit de démontrer le théoréms pour hn parce que
L [ L P

Evidemment, hn + 0 faiblement aussi. Par récurrence, on peut choisir une

sous-suita ng <n, < ... telle que ny = 1 et
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Eth |h, ,ieD] <2
n 1

k

}.

pour tout 1< {n, 5 on, 5 .ee, M1

Cela est possible parce que la ¢ - algébre engendrée par hi , 1E1I, est

formée d'une partition finie de 1’espace et J hn + 0 & cause de la conver-
A

gence faible de hn . Nous allons démontrer que hn est unz sous-suite
k
~voulue. En effet,

Donc

et

"E ®nk Eé“ p g n >0
Si 1<p<2, par lemme O ,

E 1L ap g ff e E lal” € 15,17

sclla,IF
K nk



Si p > 2, encore en vertu du lemme O ,

2 22
CE ]E %k

A

P
E IE a &l

(H81der) <CE IE aik £ (E aik](p—z)/z
<C (E aik)p/2
sC YE/Z (E Iankl)p/2 >0

Cela établit que I ey gl >0

et on voit alors que
e, b Il slia gl +NLa, el -0
K nk no P k nk k''p k nk k" p

De par le choix de hn il est clair aussi que n’importe quelle autre sous-
k
suite de hn aura la méme propriété. Ainsi, le th&oréme 4 est completement
k
démontré.
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Remarque 1

En mettant Ak = 1/n pour ks n et K = 0 pour k > n , on retrouve

k

le théoréme dé Banach et Saks, qui était le premier théoréme établissant
1'équivalence de la fermeture faible et la fermeture forte pour les ensem-
bles convexes d'un espace vectoriel topologique localement convexe (Mazur).

Le théoréme de Morgenthaler correspond & : = )\k/(A1 +oae. * An) pour

ank

=0 pour k> n avec A 2 0, ZAk = o gt

An/(l1 + o, t Xn) + 0 . Notons que ceci implique que :

kgn et ank

max A /(A, + ... + A ) >0 de sorte que la condition (b) du théoréme 4
K "1 n

1gksn

est valable.

Remargque 2

I1 n'est pas question d'obtenir la convergence presque partout dans le théo-
réme 4, comme on a pu l'établir dans les théorémes 1 - 3., En effet, méme
pour une suite de variables aléatoires Xn , indépendantes et également

répartiess avec a comme dans le théoréme de Morgenthaler ci-dessus, on

nk
n'aura pas toujours la convergence p.p. On trouve un contre-exemple dans
Salem et Zygmund [ Th. 1.5.1; 13] méma dans le cas Xn = ¢+ 1 avec probabi-
lités égales. L'exemple qui suit n'est pas aussi fin que celui de]:13] mais

démontre bien 1’impossibilité d'avoir la convergence p.p. dans 1'énoncé du

théoréme 4.

Soit {Xn} une suite des v.a. indépendantes avec la méme répartition.
Mettons G(x) = P (IXn| > x) et supposons que J G(x) dx < » (c. & d.
o
X LM et 60 >0.5 x =6 'W/n), e =1/x_ ona
n n n n

1
1n=Gx) <C/x et Je =F/x >CJ==e.
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On peut supposer O < € < 1 pour tout n sans perte de généralite.

Définissons maintenant

ws]
"

{(1—51...(1-6)}‘1+m
n 1 n

/B =1-8B /B €
n n n-1 n n

"
si § a

L K Xk / Bn + 0 p.p. on obtiendra aussi que An Xn / Bn +0 p.p.

Cette derniére équivaut & JG(t Bn/an < ® pour tout t > 0 . Mais de notre

choix de » et B , ona
n n
6B /2)=360/7¢)
n n n

=l6x)=]11"n==

Remargue 3
Evidenmment, le th. 4 donne la résultat suivant sur Xn e LP , V8. indé-

pendantes et également réparties (p > 1) :

lim ||y a, (X -w|_ =0
no+o k nk 'k p

od pu=E (Xk) et {ank} sont conme dans le th. 4.



82

Remarque 4

Nous pouvons aussi généraliser convenablement le th. 4 au cas 0O < ps1
en utilisant les inégalités récentes de Burkholder et Gundy [3:|et de

Davis [7] . Nous n'entrons pas dans les détails ici.

§ 3.- LA LOI LIMITE CENTRALE

Nous abordons maintenant la loi limite centrale. Le théoreéme principal ici

est le suivant :

Théoréme 5
Soit F une suite bornée dans L2 . Il existe une sous-suite F0 de F,
1

une fonction f E L2 et une fonction 6 E L, telles que pour chaque sous-

suite {fn} tirée de FO on a la rclation suivante :

- .‘. n
lim P { E,n? J (f -f) ¢x }
K k

n-+® =1

=P (E) Fe (x) (x # 0)

od P (E) - J oxp(itx) dF  (x) = J exp(-8t2/2) P .
E

-00

Notons que @ peut 8tre identiquement zéro et, dans ce cas, la loi Fe

est concentrée & zéro.

Comme la démonstration de ce théoréme est trés longue, nous nous bornerons

ici & donner queslques remarques sur le contenu de celui-ci. La fonction f
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joue le rble de la moyenne de la théorie classique et 6 celui de la va-
riance. En fait, on choisit f comme une limite faible de la suite donnée
¢t 8 comme la limite p.p. de {(F1 - F)Z +oae. * (Fn - F]Z}/n apres
avoir choisi une sous-suite Fn convenablement. Dans le cas des v.a.

Xn € L2 indépendantes ot également réparties, f = E [Xn) et

6 = Variance (Xn) » on retrouve le théoréme classique méme dans la forme
modernz od 1'on note la propriété mélangeante de la suite (X1 S u) o+
+ (Xn - u]/n% (w = E(X1) }. D’autre pert, on voit dans ce cas classique
que 1'on ne peut pas se passer des fonctions f et 6 ni espérer avoir,
en général, la loi normale classique au lieu de la loi Fe . En effet, si
1’on considére fn = g»(Xn + f) ol Xn g L2 sont indépendantes avec la
mémz répartition, f € L2 quelconque et g choisi de sorte que Fn reste
une suitec bornée dans L2 , on voit que la loi normale classique doit é&tre

remplacée par une loi qui est celle d'une v.a. & qui est normale avec

variance 6 qui est elle-méme une v.a.

Remarquons qu’au fond, la méthode de démonstration est toujours celle de
réduire la situation & une martingale convenable. Ensuite, on utilise une
méthode due & Salem et Zygmund [12] pour établir une loi limite centrale
généralisée pour ces martingales. Nous constatons que cette méthode donne
presque tous les résultats sur lcs lois limites centrales connues pour les
martingales — y compris celles de Billingsley-Lévy — méme dans une forme
généralisée. Il semble aussi tout & fait clair que 1l’on puisse obtenir le
sous-suitcs qui soicnt plongeables, zn limite, dans les processus de dif-
fusion. Ainsi, on obtiendra d’un coup unc vérification du principe des

.. .. . 2
sous-suites dans tous les cas associés aux v.a. indépendantes, dans L
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et de méme loi. Notons enfin que le théoréme concerne seulement la norma-
lisation n'% , dite normale, ol 1'on sait que la condition d'appartenance
a L2 est optimale. Le probléme de normalisation quelconque avec les
suites "bornées” de la classe associée aux répartitions G(x) telles que
Jx u2 dG(u) est une fonction de variation lente, reste posé.

-X

La proposition suivante donne unc loi limite centrale plus générale,

mais pour les fonctions bornées.

Théoréme 6

Soit F une suite des fonctions mesurables uniformément bornées. Il
existe fEL. , 6 E LT et une sous-suite FO de F telles que pour
une sous-suite {Fn} quelconque de FD gt une matrice (e ) nx>1,

nk

k > 1 quzlconque avec les propriétés

(a) lim § |a kiz =1
n+eok
(b) :a§.1|ank| =y, >0

on a la relation suivantc :

lim P{E;Eankfksx}=P(E) Fo0x) , (x #0)

n > «

ol Fe est comme dans le th. 5.
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Le théoréme 6 généralise le théoréme principal de Morgenthaler [10:|qui ne
considére que les fonctions orthonormales bornées. I1 faut souligner que,
parce que nous réduisons le théoréme & un cas ol interviennent seulement les
martingales, ou plus précisément les v.a. En telles que

E (En|£1 “es En_1) = 0 et parce que ces derniéres forment une suite ortho-
normale, nous pouvons déduire le th. 6 de celui de Morgenthaler, quitte a
généraliser ce dernier pour les matrices plus générales qui interviennent ici.
Mais du fait de 1'orthogonalité forte des En , notre démonstration est beau-

coup moins laborieuse.

§ 4.- LA LOI DU LOGARITHME ITERE

Nous arrivons maintenant & notre dernier sujet — la loi du logarithme itéré.
Ici, le théoréme de Hartman-Wintner [B] d'un cbté et le résultat de Strassen
[15] de 1'’autre nous enseignent que,pour les v.a. ,Xn indépendantes et éga-

lement réparties, la condition asymptotique

n 1 -
lim sup ) (Xk"u)/(Zn log log n)? =0 <® p,p.
n -+ k=1

est équivalente aux existences de E (Xk) (=u) et Var (Xk) (=02) . Suivant

le principe des sous-suites, on est donc amené au "théoréme” suivant : si

F est une suite bornée dans L2 , 1l existe une sous-suite F0 , fE L2 ,

6 E LI telle que pour chaque sous-suite Fn de Fo on a

n 1
lim sup ) (£, - £)/(2n log log nN? =/ p.p.
n+° k=1
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Les résultats de Stout I:14] donnent & penser que 1'énoncé est certain.

Pour le moment, je ne peux &tablir que le théoréme suivant.

Théoréme 7

o

Soit F une suite bornge dans L~ . I1 existe une sous-suite FD , fEL ,

] E_L‘: telle que pour chaque sous-suite {fn} de FD et chague suite

{ak} de nombres réels tels que
+ L. + aZ) +> o
n

14 1
(b) max. |a | /{ A (log log A )? }* 0
15ksn k { n n

on a la relation suivante :

n 1
limsup [ (f - %)/ (2A° log log A )? = V& p.p.
o k n n
n->oo k=1
Une démonstration trés courte est celle qui dépend d’un théoréme de Mary
Weiss [16] qui démontre 1'énoncé qui précéde pour les fonctions orthonor-
males. En réduisant le probléme comme précédenment & un probléme pour une

suite des v.a. F,n telles que E (£n|£1 voe & ) =0, il ne reste qu'a démon-

n-1
trer le théoréme pour ces suites trés fortement orthogonales. Le théoréme de
Mary Weiss acheve maintenant la démonstration. I1 faut noter que les détails

de la preuve de Mary Weiss deviennent plus simples si 1'on ne considére que

les suites centrées comme En . Nous donnerons les détails une autre fois.
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