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Séminaire de Probabilité

p=VARIATICN DE FONCTIONS ALEAT OIRES

137 Lartie: SERIES DE RADEMACHER

par Jean Bretagnolle

I.,Introduction : Soit f une fonction réelle définie sur R ou 2 ,
[a,b] un intervalle ( de Rou Z); on note ‘(Pa p la famille des
?
partitions finies de [a,b], soit des P-{to,tl,.,tklksk(P)e]N;a =t <
<t1<..<tk=b}, avec tie R ou Z suivant le cas; on définit alors ,
s s . P/ o\ D
pour p>0, la p-variation de f sur [a,b], notée W (f)a pars

(1) W)’ = saup | by leGt, D-£(x )P}
S :

t,6P;0<i<k(P) i+l
Si la fonction n'est définie que sur [ao,bo], on peut toujours 1la
prolonger par constance et continuité en dehors de [ao,bo], de sore
te que la p-variation est définie pour tout couple a,b, avec a<b.
Dans cette premidre partie, on se donne une suite ei de Radema -
cher ( variables indépendantes, P{ei=1}=P{ei=-1}=%), une suite de
réels a, (ie N), et on définit la fonction aléatoire S par S(n) =

T a,.c.; la p-variation de cette fonction est alors une v.a. et
i<n

Théordme 1 :si p e )0,2(,il existe une constante M, ne dépendant
que de p, telle que:

o fa 0P <E(W(S)Y) ¢ ml T 1alP] .
a<i§b a<i§b
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Remarques : le résultat est faux pour p=2, comme on le verra dans la
deuxidme partie, Il est évident pour O<p§1, avec Mp=1, car dans ce
cas |a+b|p < |a|p+|b|p, donc la partition qui réalise le sup est la
partition certaine la plus fine possible. Donc dans la suite, 1<p<2,

WK

II.Notations et résultats préliminaires

- i,jykymyn,u,v, sont des entiers positifs ou nuls ;
- la notation f(a,b,..) g,g(a,b,..) signifie qu'il existe une cons-
tante C ne dépendant pas de a,b,.. telle que f(a,b,..) < Cglayby..)
etfzg@efégﬁgéfihsmmﬁﬁ%pwwmd@mhe%p)
- 81 M et N sont deux fonctions aléatoires définies sur le méme es—
pace de probabilité, on a 1'inégalité

(w) = w"(mn)fL et wp(M+N)Z ’swp(m): + wp(n)z .
(pour chaque partition, on utilise terme 3 terme 1'inégalité |a¢b|p
< 2p_1[|a|p+|b|p], on prend le sup % droite, puis % gauche ).
— Inégalités de Paul Lévy : les aiei sont des v.a. symétriques, in-

J
i

j *
dépendantes, et si désormais on note Sg la quantité S(j)-s(i), S

la quantité Sup |S§|, on a les inégalités suivantes:
i<k<j

(P.L.1): P s*g >x} < 2P lel > x} drod
(p.1.2): EB((S')P g u( Is]IP) .

— Inégalité de Bienaymé-Tchébichev : on l'utilisera sous le forme :

(B.T. ): Pf lsijlp>2"} < i<lz<<j w (a.), od wv(a)=1nf(a22"2"/‘,’1)
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ol les w ont les propriétés suivantes :
(Q.1) = w (asd) g w (a) + w (D)
. gi v 1%
(Qe2) : sia> 1, T 2.wv(a) 5 |a]
(Q:3) + v (a)g ( ) .

- En complétant éventuellement par des O la suite des a5 a<i§b, on

~ v+1

peut toujours supposer, ce qu'on fait dans la suite, que i varie en-
tre 0 et 2" pour un n de (N,

- L'inégalité fondamentale : Ecrivons maintenant Wg au lieu de WP(S):‘.L'J

Les partitions de [O,Zn] étant en nombre fini, le sup dans la formu-

le (I) est atteint par une partition aléatoire P(w) dont ée privilé-

gie l'intervalle t (w) t (w) contenant le m111eu P 1(1: n= 1<t )
n

ainsi W =

1+1|p
0

> s
0=s°(w)<sl(w)<..<sk(w)-tg(w) 5§

z L s 3P =G(w)+l% % 8n(w)
td(w)=t°(w)<t1(w)<. .<tm(w)=2 Y5 g

2n—l p 2n—l 2n—1 p 21'1—1
Mais G(w) +|St 1” < W. et aussi G(w) + Iy Iail W, puis-

Ist ( )I

que dans les deux cas il s'agit de partitions particulidres de

[0,2n_l]; on a des inégalités semblables & droite et il vient:

2n 2n-—1 211 ti P 2n—l P td P
(11a) WS -W - wzn_1 < Is 1P =y 1P -1Is 1%
g g 2
n =1 n 1
2 2 2 d p
(1Ip) W) - W= W g |s 4P - I, lail .
2 g g

L'idée de la démonstration est de découper le segment initial en 2
morceaux, puis en 4, etc , en majorant la somme des espérances des

tevmes résiduels en utilisant soit (IIa) soit (IIb).
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IITI. Un cas particulier s C'est celui ol les a, sont tous égaux 3,
n
*
Dans (IIa) on majore le membre de droite par 2P[S %]p' dont 1'espé-
n
rance se majore, d'aprds (P.L.2), par E{ ISE |p}, ce dernier majoré

par 2%%/2( pour une v.a. ||x| |, & 1%l 51 p<2). on a dono :

n n-1 n
E{ W2 - W2 - W2 } < 2np/2. Pour n=0, W=1; maintenant
0 0 2n—l ~N

on découpe chaque moitié en deux,..., au rang k on a 2k termes cor-
rectifs, chacun majoré par 2(n—k)p/2, et donc
n
B} - 2" < = 2K.p(nkp/2 on o p=v(1-p/2)
1<k<n B >0
On a bien montré que pour p < 2, pour les a tous égaux ( on passe de
1 3 une valeur commune quelconque par homogénéité de la fonction

puissance ), il existe une constante Cp telle que

21’1
gl ¢ c.z nIai]p .
= po<i§2

IV.Majoration dans le cas général : in fait, on suppose ici que les

a, sont positifs, ce qui n'est pas une limitation, et tous minorés
i
par 1, Définissons maintenant la v.a. entidre T par
— n ot n=2
{T=2"={|s° ,1®>2"°} sinon
21‘1—1 =

{2 Fem o Y {8 |p<l(j—2n-l)} pour 2" Zm<2™,
= m<j<2™ on-l ®

T n'est pas un temps d'arrét, c'est le dernier instant ol une famil-
le d'inégalités est vérifiée; T ne dépend que des e; d'indice > e
et est en particulier indépendant de T défini par symétrie autour du
n~-1 n-1

- - 2 -1 .

miliew : {T=0} = { |52 |P> 2"}, {mc 22} o () {|s? [Ba(2"L4)}
- 0 = = - O<i<m J

1 J

pour O<m<2n_ , qui lui ne dépend que des 2n—1 premidres Rademachers.,
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n

Notoms C_ 1'évenement { T > o} { T < 2"}, et vV, la quantit$ wg -
n-1 n

wg - w2n_1 , dont owr se propose d'évaluer 1l'espérance.

A, Evaluation de E{Vn'lc }
n

reprenons le second membre de (IIb):

t t t n-1
d\p d _p d P, _on=1 2 P_a¢om-1_
lstgl ztg a;n < 2l [s o 1PR(egm2 )+ |stg IP(2"= )0,
dtaprds 1'inégalité |a+b|® <2]a|P+2]b|P et le fait que les a, somt
tous plus grands que 1; si t,> T, |S d | -£(t -Zn_l) < 0, d'aprds
d 2n—1 d 2
la définition de E, donc un majorant de cette quantité est tou-
.7
jours IS 3_1|p, de méme % gauche: on est ramené 3 l'évaluation de_
*T p . .
Bl 1,.]s l } ; pour ce terme droit, on majore 1, par
Cn 2n—l Cn

{n-l k

T, , B= {2"72%¢T < 2R (0<k < »d);

B 'k

- Sur B et |s |p,§ ok+3
n-1  k+l
n-1

. k .

, on majore ( g ) par 2 P{Bk} ) mais B
entrafne quel > ok ( sinon T déja supposé infé —
k+1

rieur & 2°7°42%, le serait sussi 3 2n—1+2k); en utilisant PL2 et BT

on obtient la majoration

k
(1) T 5. g

T
k<n=-1 2 < i

’ (a) .
2n—1+ 2k+1 W3y

A

-Sur B et | |P> 2K*3

y , Si on appelle Rv le temps d‘'arrét

R = Inf {31 ISJn_lIp > 2"}, pour v > k+3 on a la chafne d'impli-

" 51 kel ~
cations : Balls [P2"} = {Is? _*? |P<2la(r <® N2

n~-l _k+l
- {Rv<2n—1+2k+1}f\{|5§ +2 ]p> 2v-1_2k > 2v-2} ( en utilisant
V =
1'inégalité Ia—blp > %Ialp - Iblp) 3 pour évaluer la probabilité

2n—-_I’I._2k+l
de ce dernier évenement, on remarque que Rv et SR sont indé-

r
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2n—l+2k+1 V=2
pendants: cette probabilité P = & PR =m}.P{ |5 |P> 2V} S
m =

vP{R =m}. T w(a,) ( d'aprds BT et 03) =
m v m+15.].:211-14_21&1 v ]

T wv(aml)'P{ R,< m} : on réutilise BT pour obtemir tout compte fait
m

(2) = 2, T w(a,)w (a.) .
k<n-1,k<v ifj,2" <1,J<2n Lokl VATV

( Le point délicat était d'écarter en vue de la suite les termes car-

rés i=j ). Naturellement, il faudra rajouter tous & 1'heure les ter—

n-1
mes symétriques correspondant 3 S_i . +
g

d »-1
B.ivaluation de E{V .1.,} : on va supposer que |S lp>|S2 |?
n Cr" 2n—1 =y !

(on rétablira ensuite la symétrie) et utiliser (IIa) combinée avec
al®, 81 v g lal

- sur IS d |p < 2", on majore par 2%,P{T=2"} + 2"P{g = 0} puisqu'on
2

1'inégalité |a+b|P - |a|P - |b|P A

est sur C; complementalre de C 0! soit par ot « L w‘(ai)
n-. t i
-sur |5 lp <2®et |s & P e 22", de probabilité maje-
g oR
rée par P{ lS n—llp > 2 } , soit, d'aprés PL2 et BT , par
2

i1 By ofa)  par 2PV ng
2 “<ig? i
o n-1 k v+l

[P e 25,2 ] et IS Ipe 1¥,2"*%], avec n<kev ,3
g *zn-—l
on remarque que cet évemement entra.ine 1'évenement IS o
*P
2n—l

Do |52 kel

| >2%et
|S Ip > 2n, mais maintenant les deux facteurs somt indépendants,

on majore la probabilité par I wv(a,i)wk(aj), la valeur par 2k/p+V-=v/p
igd

C.Total général : Il vient en regroupant tous les termes:
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~ .2
- W2 } € Pn + Qn + Rn + Sn ol

P = pro— 2 .wk(a.i) .

keng|i-2"""[< 2

v

Q = ) 3 2w (a.)ew(a,)
B kengkeviifd, 5,520 g 26 ViV

R = 2n/p+v‘”/9 wv(a.) .
1 n<v; 0<i<2 .

S = 2k/p +v—v/p

w(a ) (a,) .
ngkgv;0<ifjc2 D
- - tout ceci valable pour aizl pour touti
(on a regroupé certains termes, et fait usage d'équivalences multi-
. . k+1
plicatives du genre 2kwk(a2;;2 uk+1(a) ees)

FHHN

V Régularisation de la suite a;t la majoration précédente ne peut

dtre appliquée telle quelle % la suite A={ a4}

— On commence par supposer que i varie entre 1 et 21', que les ai
sont positifs et que I aip = 2n' ( on peut toujours se ramener i ce
cas en les multipliant par u? méme nombre ) et on se propose de dé-
montrer qu'alors E{ WD(A)in } < Mp.zn', ce qui démontre le ThéorZme.

1]
- On construit maintenant la suite B={bi} de méme longueur 2" en

1 L
posant b =l+a; j alors b, > 1 et I bip e[ 2", 2" +2] ( évident),
_ t K kel
- On plonge B dans la suite C ainsi fabriquée: si bipe]2 42 7], on

kel termes supplé&entaires égaux & 1,

entoure b, de chaque coté de 2
i
tout en respectant l'ordre des bi ¢ par exemple, si B={l,31{p41/?l}

alors C={1,1,1,1,1,1 1,}1/‘,’1,1,1,1,1,1,1,1,41/?1,1,1,1,1,;,1, ;
\__r_J \______\y,—______,/'\__r_J

*———ky___.a
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Comme on rajoute au plus 2.2.Ebip termes égaux 3 1, soit moins de

\J ' /
of +4 +4

, on compldte par des 1 & la longueur 2" 3 on notera dans la

suite B ( termes exceptionnels) l'image de B par ce plongement, en

remplagant par des O les 1 ajoutés:ainsi dans 1l'exemple, §={0,1,0,0,

0,0,0,31/p,0,..,0,1,0,...};§ désigne aussi les numéros d'ordre des

termes exceptionnels : B = 2,8,17,23,

\] \]
Propriétés de C = {cj}zsa longueur est 2" +4( 0<j52n +4); tec.Pe

J
2n'+5}, J

1
[2n +4 °j§1' et les valeurs exceptionnelles sont sépatées

]

au sens suivant

2
si je 3B, Ae IN, alors T ckp A, et donc r Cx
2/p le-jle by < N |1~ | gAs1cfs
< A . =
N
dém:la seconde vient de |I lE < l||¥ pour p<2 dans 4Lp s la pre-

midre de ce que deux valeurs exceptionnelles bg et bg, d'ordre appro-

ximatif 2kl et 2k2 sont séparées par au moins 2k1 + 2k2 valeurs 1,

— Maintenant, on prend un paramdtre u entier, aléatoire, équiréparti

n' . . u PR cs
entre 1 et 2 +4, et on construit la suite D, aléatoire, ainsis

u R u _ up_
d; =¢ i4u( modulo 28'+4) 7 alors PB {di =c.} =2 . i:di

§ cjp, dg > 1, et la séparation des valeurs exceptionnelles prend la

1
B4 fout A,

la%]2 < 1 2/v

1, . . T u A .
{4 = v} li-il<asshs 3 ™ {a; = v}

1
forme suivante:  pour tout t < 2" , tout i < 2

On se donne maintenant des e; en nombre suffisant, indépendantes de

1'aléatoire u, on note S(4),S(B),S(C),S(D) les sommes des ae,be,ce,
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de, et on a le
Lemme : Pour démontrer le Théor2me, il suffit de démontrer que
{ WP 2n'+4} n'es .
EE(W (s(l)))0 < 2
démonstration ¢ Appelons S(l) le processus des sommes partielles
des e, j S(A) = 8(B-1) et donc d'a.prés (W) de II,
n
B{ Wp(S(A)) } < Ef wp(s(B))2 b+ E{wp(s(l)) ]SOIt d'aprés le
N
résultat du paragraphe III, E{wp(S(A))2 ) < }3{w"(s(}3))2 oo™,
'
Maintenant, en loi, la variation de O & 2™ est la méme que celle
L
de 022" +4 du processus des sommes des P-iei' les O intercalés n'
intervenant pas; mais c; = hi + li’ ou li = 0siieB, 1l sinon; les
0 intercalés dans 1, n'intervenant pas non plus; d'aprds le résultat
. 2n' P 2n'+4 n'+4

de III,et (W):E{WP(S(B))O b EWR(s(e))y )+ 2

- soit f une fonction définie sur [0,a], b tel que O<b<a, et f défi~
nie par £(i) = f( i+b (modulo a));comme on a les inégaliités:

P/ \D YR} P/ o2 P/ o\bD P/ o2 e .

W (f)o + W (f)ﬁ < W (f)0 W (f)o + W (f)b ( 1a 2 conséquence de
(W) appliquée aux restrictions de f & [o,B] et [b,a]), comme

P/ o\D P a P/ o2 P/ oya~b P a P a

W(E)y + W)} = W02, WL < WID)Z, ona W(E)] ¢

n'+4

Wp(g)i - en posant a = 2 s b =u, nous pouvons affirmes que

o on'+4 D u. ot
pour tout u7EE{W (S(C))0 } 5 Eéw (s(p ))0 } (ieci E signific
espérance en les Rademacher ei). En prenant l'espérance en u, en

écrivant la chaine d'inégalités démontrées plus haut, il vient sous

A

2 n'+4 _ ,n'
1'hypothdse d : B{wP 2 T2 .
hypothdse du lemme: E{ (S(A))O }N P
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VI.Calcul final. ¢ On pose n'+4 = n; puisque d‘; > 1, on peut écrire
pour chaque suite D" les majorations ( III ) correspondant au décou-

m ,.m—1 m-1

page de 1a2",(a+1)2"] en Ja2™,22™42" 7] et 1a2™+2™ 7, (4+1)2™], ceci
pour 0 < m < n, 05A<2n-m; la somme en A et m, sommée en u et

multipliée par 2-n ( ce qui représentera Eu ) majorera alors la

n
quantité E_E {wp(S(Du))2 -z a* P} ( car, pour m = O,W Al
ue 0 s 1 A
u P wp. .n 0<i<2 5 .
dyq Jet comme f 4 %2, compte tenu du lemme du paragra-

phe V, il suffit donc de montrer que 2_.nsomme en A,m,u est majorée

( ,S,) par 2" si donc
u ) k ,.u
P = 2 (d) 9
A,m kgm—l;li-AZm—2m-1|§2k+1 Wty
1 ) v u u
Q. = ~ 2°w (a,)w (a))
Aym ksm—l;kgv;i;lj;li,j—AZm—Zm 1|:2k+1 viitv )
D N— _ /e, (o)
M melgv a2 <ig(A+1)2
SX m- ) m m zk/wv—V/pwv(dz)wk(dg) '
' m-1<k<v;A2 <ifj<(A+1)2
. ) -n,u
il faut montrer que pour Z = P,Q,R,S 2 =
¢ m_<_n;A52n—m;o<u52n Aym
B { ]:n—m ZZ } < 2n .
v m<n;A<2 o ~

Avant de commencer le calcul, introduisons un param®tre t qui nu-

mérote les valeurs exceptionnelles bt de B ; rappelons que si x > 1

(c'est le cas pour les dli1 et les bt)' wk(x) = x22_2k/P

p

. b _ pP_ ,n k n .
< xjcomme I b° =T b <2, 2;,‘2 wk(bt)§/2 ; enfin, pour

t i<2 k,

Alet iwk(x)Zk
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xa xb -xb

x>0, a,b € NN, remarquons que I 27 <2 et que I 2
a<b a<b

xa
< 2 .

-~

-Termes de type P
comme d; < 1+ 1{dg’bt}bt, d'aprés Q.1 Eu{uﬁc(d:)}guk(l)ﬁ-nfuk(bt)
1

puisque Pu{d:=bt} =2.n; m et A étant fixés, il y a 2" tran-

ches disjointes de longueur 2k+1pour la variable i s'introduit donc

1

devant chaque i un facteur 2k+ , et, le Eu étant indépendant de i

variant de 1 & 2n, A variant de 0 & 2n-m’ une fois sommé en i et A,

E (2} < Jonm g 21‘[(‘»k(1)+2"n T w ()]

k<m<n
= = n+k=k+k -

ﬁ donne < 2 [wk(l)+2 n?‘ﬁc(bt)]

T donne < 2"[ 14275 v, "]

K ~ £

or Ebp<2r1 donc < 2" °
1 ~
t eo—

-Termes de type Q

dans Q, comme il y a symétrie entre i et j distincts, on écrit

w (dHw (a%

2 u
v ity j):,wv(l) +fl{d:=bt}wv(bt)wv(dj)’

Le premier terme ne dépend pas de u, donc Eu est sans objet; les

autres paramdtres étant fixés, I fait apparaftre un facteur 5221( H
n-m i’( 3
L un facteur 2= " reste donc 3

A
E 22k+n—m+v[wv(l)2=2-4v/p]; T donmne < 22k+n--m-0-k-4.k/p ;

k<m<n;k<v Xl
== % ¢ domne r<v 22k+n-'§g+ p

m ——
L donne < 2"
k ~

puisque 2-4/p < 0 .

. u -2v/p.u2
Le deuxidme terme : i: 1{d:=bt}wv(bt)wv(dj)%l{d:-bt}wv(bt)z d:’

et en appliquant la propriété de séparation de la fin de la page 8 )
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comme {j| |j-i-a2"-2
J
i,3,t tels que |j-i-a2™-2

" e 3] 15-112?), ona

1 b at
l| el {d‘i‘=bt}“’v( e (d5) g

L mom1. kel L{a%b }“’v(bt)Z_ZV/pMk/p i soit
i,t tels que |i-A2"-2 I< 2 1Tt

-n+2(k-v)/p
£ (5} < P w (b,)
~ t;A:'Zn-m;kgmﬁn;kﬁv;li—A2m-2m_1|§2k+l vt

L introduit le facteur 2k+1 3 I introduit le facteur 2n—m;

i A
v=2v/p+2k
T donne g 2 / /pwv(bt) ) ;

m
T donne < 2'w (b,) ; T donne b P donc enfin T < 2" .
k ~ vt v t ~

1
S —————
~Termes de type R ¢ Quand A varie, les paquets étant disjoints, &

A

se transforme en T i Tdomme < 2'w (dY) ; T donne <( ah)P,

S ~ v i i/,

n Ki<2 m v

T donne < 2, = donc aussi E < 2 .
. ~ u ~J
1 ———————
-Termes de type S : Si on somme d'abord en A, les paquets étant dis-

. . .. m+1 PO
oints, on majore en sommant sur -i|< 2 +1, on écrit ici encore
’ J b H

u .
wv(di),f,wv(l) + l{d;.::bt}wv(bt)' en séparant les deux termes:
pour le premier terme, il faut évaluer
k/pv—
E { L 1 2R (g @)
m:n;m—l:k:v;j;éi H | =i l§2
m+k/p+v-v/p u -2v/p .
L domme g 2 wk(dj)-[wv(1)=2 ] H

m+k/ p+k-k/p~-2k u .
donne < 2 /p+ /p /pwk(dj) puisque 1—3/p <0 3
2k-2k/p
< 2 W
donne < d“ p, L donne < Zn, donc E < 2" .
~ ] . ~ u_o~

u k u . ,
donne (d:j) < 2 wk(dj) puisque 2-2/p‘<1, H

i
L
v
z
m
z
k
d

’—#
ans le deuxilme terme, on majore wk(d‘;) par 2-2k/p (dl;)z, et, (en—
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core la séparation des valeurs exceptionnelles) L ml{ b }uk(dl;)

2m/p-2k/p . =i Tt

par (.-f,) l{du=b }2 ; reste 3 évaluer:
it

Eu{ L 2k/ p+v=v/p+2m/p-2k/p 1

w,w (o)
m<n;m-—l<k<v;0<i<2n;t {di=bt} v

E, donne 2'“+V‘V/p+2m/p'k/pwv(bt) ; T introduit le facteur 2"

i
L domne < 2v—v/p4-k/p w(b,) ;T donme < 2% (b)) ;
o ~ vt K ~ vitl o
P — .n
E donne rs bt i}donne <, 2 .
’-_d

La démonstration du théordme est terminée ( 1'inégalité de gauche
est évidente, I Ia.llpétant atteinte par la partition la plus fine

possible ) .



