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Université de Strasbourg
Séminaire de Probabilités 1970/71

LA MESURE DE H.FOLLMER EN THZORIE DES SURMARTINGALES

exposé de P.A.Meyer

On présente ici le théoréme principal de l'article de H.fOLLMIR
" The exit measure of a supermartingale", 3 paraitre dans le Z., flir
Wahrscheinlichkeitstheorie'(1). I1 s'agit d'une construction de
théorie des martingales qui correspond exactement a celle des u-
processus en théorie des processus de Markov. L'emploi des u-proces-
sus s'étant montré extrémement fécond, on peut espérer que la mesure
de FSLLMER deviendra, elle aussi, un outil important.

La démonstration donnée ci-dessous s'inspire trés étroitement de
celle de FOLLMER, On a simplement remplacé les décompositions multi-
plicatives de surmartingales par des décompositions additives, ce
qui permet de ramener toute la construction au cas plus simple des
martingales locales.

Cet exposé a été présenté aux " Journées probabilistes de Stras-

bourg" en Mars 1971.

I. INTRODUCTION

Considérons sur un espace probabilisé (,F,P), muni & 1l'accoutu-
mée d'une famille de tribus (gt)tem+ , une surmartingale positive
H de la classe (D). On conviendra de poser Hoo: 0, et la limite
usuelle sera notée Ha)- au lieu de Ha>’ Considérons la décomposition

de RIESZ H=P+M de H en un potentiel de la classe (D) et une martin-

(1)11 est paru dans le premier fascicule de 1972 (t.24, p.ASk-ACE).
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gale uniformément intégrable, et soit B le processus croissant pré-

visible engendrant P. Posons
At = Bt pour t<o

ACO= BCX)— + Hd)-

Nous avons alors
Hy = BlA-a | By ]
formule tout & fait analogue 3 celle qui définit d'habitude 1le
" potentiel engendré par le processus croissant A", mais cette fois
H n'est pas un potentiel, et A présente un saut & 1'infini.

Nous adoptons maintenant le point de vue de C.DOLEANS-DADE [2] :
au lieu de nous intéresser au processus croissant (At)’ nous nous
intéressons & la mesure sur (E+x0 , g(ﬁ+)xg ) ainsi définie : si
Z est un processus mesurable positif ou borné ( indexé par [0, ])

p(z) = E[ ém zdh ] = E[éGD Z, B, + Z B ]
Cette mesure est caractérisée par les propriétés suivantes

1) elle est bornée et ne charge pas {O}xQ

2) elle ne charge pas les ensembles P-évanescents

3) elle commute avec la projection prévisible ( si Z est un
processus mesurable, Z° sa projection prévisible , complétée a 1'
infini par Z§)=E[200|£OO~ ], ona p(Z):p(Zp) )

4) pour tout temps d'arrét T, la mesure de 1l'intervalle stochas-
tique JJT,00 ]l est E[HT sy T<oo] ( que nous écrirons simplement
E[HT] dans la suite, puisque Ha)=0 ).

Le théoréme de C. DOLEANS-DADE ne peut étre amélioré : s'il
existe une mesure p possédant ces quatre propriétés, H appartient
nécessairenent & la classe (D). Pour généraliser ce résultat & des
surmartingales qui ne sont pas de la classe (D), il faut donc aban-
donner l'une d'elles au moins : ce sera (2), et on ne pourra plus

alors construire la mesure sur n'importe quel espace Q.
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UN EXEMPLE, Nous allons maintenant fixer les notations qui nous
serviront dans toute la suite, et nous en servir pour donner un
exemple instructif.
E sera un espace d'états LCD ( ou polonais, ou méme seulement lusi-
nien métrisable ) ; d un point adjoint & E .
Q) sera l'ensemble des applications continues i droite de E+ dans
EU{a3}, admettant une durée de vie ¢ .
Xt désignera la coordonnée d'indice t sur Q ( on peut convenir que
XOO=B) ; la tribu engendrée ( sans complétion !) par les X, est no-
tée F° ; celle qui est engendrée par les Xt s t<s, est notée g; .
On pose sur O = §+x0 , muni de F = §(§+)xg° ,

Xt(a) = Xt(s,m) =

= 9 si tgs

|
d_N
—
€
-
[¢]
)
i

Nous définissons la tribu F; sur 0 de la maniére suivante : une v,a.
Z est Et mesurable sur Q) si et seulement si elle est E -mesurable, et
s'il existe une v.a. 2z gg-mesurable sur O telle que
Z(s,w) = z(w) pour s>t
Par exemple, 7% est Et-mesurable ( 1la v.a. z correspondante est XtL
LEMME, Soit P la tribu sur Q engendrée par les processus adaptés 3

la famille (g%), continus & gauche, et arrétés 3 1'instant ¢ . Alors

P est aussi la tribu engendrée sur Q par les v.a. Xt .
DEMONSTRATION, Le processus Xt sur @ est aimsi défini :
(Y%)S(w) = Y%(s,w) = X, (0) (t<s) ou d (sgt) .

Il est arrété & tout instant t'>t, donc & 1'instant ¢ sur l'ensemble
{t<c} ; si t(w)<t, on a identiquement X£(s,w)=a , et le processus
est encore arrété i 1l'instant g(w). I1 est d'autre part adapté et
continu & gauche, donc P-mesurable.

Inversement, on sait que la tribu des processus adaptés continus
3 gauche est engendrée par les ensembles Jt, Jx4 (Aegg_), donc
aussi par les processus de la forme

Ys= f10Xt1...fnoth si s>t ( t1,...,tn<t), =0 si s<t
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Soit Z le processus arrété de Y a l'instant ¢ ; on vérifie immé-

diatement que
Zs=f1oXt1...fnothIEoXt si s>t , =0 si s<t

Mais ce processus n'est autre que f oX ...f oXt IEOXt : il est

donc bien mesurable par rapport & la trlbu engend?ee par les pro=

cessus XS , et le lemme est établi.

Ces notations nous serviront plus loin, et voici 1l'exemple. Soit
(Pt) un semi-groupe sousmarkovien sur E, rendu markovien au moyen
du point 9, et satisfaisant aux hypothéses droites. Soit aussi u
une fonction excessive sur E pour ce semi-groupe, prolongée par O
au point 9. Nous supposerons pour simplifier que u est bornée.

Soit enfin A une loi sur E ; nous prendrons P=PA, la loi pour la-
quelle le processus (Xt) est markovien , admet (Pt) pour semi-grou-
pe de transition et A comme loi initiale. La surmartingale thuoXt
appartient 3 la classe (D), et il lui correspond donc une mesure u
sur la tribu P,

PROPOSITION. Lorsque 0 est muni de la loi pu, le processus (X ) est
markovien, admet (P )) (" u~-path semigroup" ) comme semi-groupe de

transition, et u.A comme loi initiale.

DEMONSTRATION, Soient s,t tels que s<t ; une fonction mesurable
bornée f sur E ; une fonction Es-mesurable bornée Z sur Q.
Nous savons que X est ? -mesurable, Avons nous

(£oX,.2) = p( P(u)fo)_(s.z ) ?

Décomposons u=E [Aa>]+E [ua)]’ ol A est une fonctionnelle additive

et u_= lim wuoX,. Le premier membre vaut par définition de la me-
® o

sure U

M [P 26 (2,0)2(r,0)ahe(0) + 26T (@ ,0)2(e0 0] (1)

Introduisons la v.a. £ -mesurable z telle que Z(r,w)=z(w) pour r>s.
Comme f est nulle au point 9, la premiére intégrale est étendue de
t & +», on peut partout remplacer Z par z, et cela vaut
A . Are -
E?[ foX .z (A -A +u_ )] = EN[foX .z u0Xy ]

+
= BMuoX . z. P(u)(A ,£)]

On remonte les calculs, et la proposition s'en déduit.

Si 1'on remarque que ¥ est engendrée par les variables aléatoires
Xt’ on voit que cette proposition détermine entiérement p sur P .
Connaissant PA, on en déduit par projection p sur F. I1 n'y a pas

de raison pour que p détermine la loi P” elle méme. On peut cepen-
dant
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montrer que p détermine la loi de la surmartingale (Ht) dont elle
provient. Ce n'est pas trés intéressant, et nous ne le ferons pas.

II. 1E THEOREME DE FOLLMER
Nous abandonnons complétement les processus de Markov. Nous mu-

nissons (Q,g°) d'une loi P quelconque, nous complétons, nous adjoi=-
gnons & toutes les tribus E% les ensembles P-négligeables, et nous
rendons la famille continue & droite. Nous obtenons ainsi la famil-
le que nous noterons F.. F est la P-complétée de E°

Nous désignons par (Ht) une surmartingale positive continue a
droite sur (Q,F,P), relativement a4 la famille (gt) . Nous supposons
que H,=0 pour t>( ( et nous convenons encore que H =0 ). Bien en-
tendu, on ne suppose plus qu'elle appartient & la classe (D) !

Soit Z un processus mesurable ( g(f+)x£°-mesurable, il n'y a pas
de complétion ici ), et soit 7P sa projection prévisible, relative-
ment & la loi P, On a Z% =E[Zg|g _] p.s. ; mais un instant de ré-
flexion montre que F__ éz , de sorte que Zg =Zg P.s. . Comme nous
allons travailler sur des mesures qui ne seront pas absolument con-
tinues par rapport & P, nous définirons la'projection prévisible
arrétée" de Z comme le processus qui vaut v

- Z€ ( n'importe quelle version ) pour t<(

Pour ne pas alourdir la notation, nous noterons 3 nouveau zP ce
processus. Ces conventions étant posées, voici le théoréme de
FOLIMER

THEOREME, Il existe une mesure bornée p unique sur (5,2) telle gue
1) p ne charge ni {0}x?, ni T ¢,®]

2) “I[[O,g[[ ne charge pas les ensembles P-évanescents

3) p commute avec la projection prévisible arrétée définie plus

haut : si % est F-mesurable positif, p(2)=p(2°).

4) 8i T est un temps d'arrét de la famille (g%+), on a

p(ITo0] ) = E(Hp) ( =E[HTI{T<CD }]=E[HTI{T<§§] )
Le point important est 4), qui détermine p sur P. Le fait de remon-
ter par projection aux processus mesurables ne semble pas particu-
liérement intéressant. On le donne surtout pour avoir un résultat
tout & fait analogue 3 celui de C.DOLEANS-DADE. L'unicité est immé-
diate.
8i deux surmartingales H' et H® admettent des mesures de FULL~
MER p1 et p2, leur somme admet la mesure de FOLLMER p1+p2. On va
donc pouvoir procéder par décomposition additive.
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UNE " DECOMPOSITION DE RIESZ" . Introduisons les temps d'arrét

R = inf it Ht>n }
Le processus arrété a R est majoré par la variable aléatoire in-
tégrable H, Vn . I1 appartient donc 3 la classe (D), et admet
une décomposition de RIESZ que nous écrirons H=P™4M". Soit B” 1e
processus croissant intégrable engendrant le potentiel P, On vé-
rifie aussitdt que les processus croissants B" s'induisent bien,
et donc qu'il existe un processus croissant B tel que Bt BtAR
pour tout n, Comme on a E[Bn ]<E[HO]_E[HO], on voit que B estMinté-

grable, Posons P _E[BOO-B Ig ], et M =H -P . On a pour tout n

H = E[B + Mt

tARn Rn tARn
On en déduit que M converge vers Mt’ qui est donc une surmartinga-

Et] -3B

le positive. Ensulte on voit par différence que le processus(Mt—Mg
arrété aangst une martingale ; il en est alors de méme de(Mg arré-
té a Rn. Autrement dit, (Mt) est une martingale locale. Le probléme

se trouve donc entiérement ramené a celui des martingales locales,
pulsque (P ) est un potentiel de la classe (D) dont la mesure de
FOLIMER est déja connue.

CAS D'UNE MARTINGALE LOCALE, Nous chercherons la mesure de FULLMER
sous la forme d'une mesure portée par le graphe [(]. Cette mesure

est alors l'image par w > (((w),w) d'une mesure bornde A sur Q,
Quelles propriétés doit posséder A ? 1),2),3) sont vides. 4) dit :

pour tout temps d'arrét T de la famille (E%+), on a

MT<c} = JH, aP(= [ H, dP = [ H,dP )
T Tew } T {T<c} T
si Aeg%+, on peut d'ailleurs appliquer cela & TA , et en déduire
A4, T<¢ ) =/ Hy dP.
AN{T<c}

Nous allons construire A. Prenons des temps d'arrét R de la famil-
le (g +) tels que 1l'on ait P-p.s.
R = inf { ¢ : H >n }

Puis posons R'—R V. 2...VR , et enfin T =R'An . Nous obtenons ainsi

une suite cr01ssante de temps d'arrét bornes de la famille (Ft+)’
tendant P-p.s. vers +o, et tels que le processus (HtAT ) soit une
martingale uniformément intégrable pour tout n. Nous poserons T=
Hm, Ty

Nous introduisons 1'opérateur d'arrét a —aT
X (a w)=X SAT_ (w)
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Nous aurons besoin du lemme suivant, dQ pour 1l'essentiel & COURREGE
et PRIOURET [ 1].

LEMME, Soit S un temps d'arrét de la famille (E%+), et soit U une
variable aléatoire £§+—mesurab1e. Alors

t>3(w), Xs(m)=Xs(w') pour s<t = U(w)=U(w')
( et _en particulier, en prenant S=U, S(w)=S(w')) . Si T est un

temps d{g;rééﬁzs, on a apoag=agoap=ag , &t Uoap est encore FE -me-

surable.,

DEMONSTRATION, La fonction UI{S<¢} est F%—mesurable, w et w' ont

mémes coordonndes jusqu'a l'instant t, donc cette fonction prend

méme valeur sur w et w' ( regarder les générateurs de F° !). Pre-

nant d'abord U=1, on voit que I}S<tl(w) IfS<t}(m') =1, La relation
w)=U(w').

Ensuite, montrons que T(asw) > S(w), ce qui entrainera aussitdt,

précédente entraine alors que U

comme as(m) est arrétée 3 1l'instant S(w), que apoag=a Supposons

qu'au contraire on ait T(asw)< S(w), donc S(asm)< S(w?. Posons w'=
=agw, t=S(w), il vient S(w')=S(w) d'aprés le premier alinéa, ce qui
est absurde. En ce qui concerne l'autre relation : nous avons
aS(aTm) = as(m) si T(w)>S(w) d'aprés la premiére partie, car alors
S(aTw)=S(w)<T(w). Si S8(w)=T(w), la relation as(aTw)=aS(w) se réduit
4 1'identité agoag=ag qui vient d'étre établie plus haut.

Enfin, nous écrirons

anT = ans I{S:T} + anT I{S<Ti
Les événements {S=T!, {S<T} appartiennent & P2, 5 Uoag est FQ -me-
surable ( c'est vrai dés que U est Fo-mesurable ) ; enfin, sur 1!
ensemble {S<T} on a anT=U d'aprés le premier alinéa, et la démons-
tration est achevée.

Le lemme nous donne d'abord que aca . =
que l'on a un systéme projectif d'ensembles ( ol tous les Q sont

a, » ce qui signifie

dgaux a 0 )

On+1———-> Qn —_—> ... ?01
1

a a,
n n-1
Si 1l'on pose d'autre part A —HT P sur Q, le théoréme d'arrét des

martingales nous donne que a oN

n+1 )=\

(*) Egalement de la famille (£%+
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On peut considérer O comme plongé dans l'espace ( polanais ) de
toutes les applications de l'ensemble des rationnels dans EU{3}.
Avec cette identification, on peut montrer que Q est universelle-
ment mesurable : voir p.ex. [3], p.235. De plus, la tribu F° est

la tribu borélienne de Q dans ce plongement. I1 en résulte que
toute mesure bornée sur (Q,g°) est intérieurement régulidre.
Définissons maintenant une mesure An sur Onxﬂn_1...x01, la mesure
image de A par 1l'application ww—s> (w,an_1(w),...,a1(m)). Les me-
sures A forment un systéme projectif sur le systéme projectif
d'ensembles usuel en théorie de la mesure, et d'aprés le théoreme
de KOLMOGOROV que tout le monde connalt elles proviennent d'une
mesure A sur T;T Qn. Les applications ay étant mesurables, on véri-
fie que A est portée par l'ensemble mesurable

{(w O g2 e e sy ) e 1(w Yeeoes w,=a, (wz)}

Yn-1™
I1 en résulte que lim 0 est mesurable dans IIQ et porte A,

La restriction de A & cet ensemble est alors la mesure limite pro-
jective A du systéme (Ah) ). Nous allons étudier cette mesure, et

pour cela identifier l'ensemble l&m Qn .

LEMME. 1im Q s'identifie 3 1'ensemble 3 des weQ tels que
- ou bien an(w)=w pour n assez grand ,

- ou bien il existe une infinité de an(w) distincts, Tn(w)<T(w)

pour tout n, et T(w)=g(w).
4vec cette identification, l'application canonique de lim 0, dans

Qn est 8.

DEMONSTRATION, Pour &tre sérieux, nous allons écrire toute la dé-
monstration, mais il est bien conseillé de ne pas la lire !

Un élément de lim O est par définition une suite (wn)n>0 d'élé~
)... Noter qu'on a

ments de Q, telle que m1=a1(w2)... w =a (w

n n+1
aussi w1=a1(wk) pour tout k>1, n--an(mk) pour tout k>n.
Traitons d'abord le cas ol w,=w, .4 bour ngN . Posons Wy=w. On a

pour tout i mi=ai(w )=ai(m). La relation W= 5 s'écrit alors

N+i
W =aN+i(m) pour tout i,

Noter que w est le seul élément de Q possédant les propriétés
que ai(m)=wi pour tout i, et a, W=w pour n assez grand.

Passons ensuite au cas ol il y a une infinité de w, distincts.
Définissons par récurrence des entiers kn

(*) Nous avons établi l'existence d'une limite projective de mesu-~
res pour un systéme projectif (Qn,an) dont les applications ne
sont pas continues. Cf. aussi PARTHASARATHY [4] et WEIL [5].
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k,=1 , k; = inf { >k, wn#wki }
L 3 | - | | —
Pour abréger les notations, posons wi-wki, ai_aki_1, Ti_Tki_1.On a

par exemple w1=w2...=wk 178 . _1wk ¢ cela s'écerit w;:a%wé , et

on a en général w!=a! (w 1), et les w! sont tous distincts. Je
dis que 1l'on a
T'(m') < T2 (u3)

En effet, notons t1,t2,... ces nombres. Nous avons par exemple

'-- aT,((D2) = aTx(m3)

wé— aTé(m3)

La relation w1;ém2 entrgine \10nc T;(wé)d‘é(wé) ; le lemme de COUR-
REGE et PRIOURET entraine T;(w%):T{(wé), et la propriété est éta-
blie. Noter aussi que la condition w'#wé entraine T;(wé)<g(mé)
on a plus généralement T! (w 1) =%, <g(ml+1)

Notons w 1l'unique element de Q qui coincide avec wﬂ sur [O,?n]
et qui vaut d pour >t = lim, t,. Comme w et ) colincident sur
[O,?z] , et que ¥2>T;(wé)£¥1 , le lemme de C-P entraine que Ti(w):
Ti(wé), donc w;—a'(w) Plus généralement, on a

wi= af (w) pour tout i , et T'(w) T'(w'
Comme T'(w'+1)<g(wl+1), w!
I1 en est de méme de w : ainsi ¢(w) > Ti(m) pour tout i, et T(w)

)
i+
ne prend pas la valeur d sur [0,%. ]

< ¢(w). On a 1'égalité par construction de w.
On a wi=ag w ; en appliquant les a_( 1§p<k1) on trouve

que =0, =0} k=1 et égal a ai(m) pour 1<i<k,. On montre de méme
que wi=ai(m) pour tout i. Enfin, on laisse au lecteur le soin de
démontrer qu'il existe un seul weQ possédant les propriétés indi-
quées dans 1'énoncé.

Nous considérons désormais la mesure limite projective A comme
une mesure sur Q portée par {i.
VERIFICATION DES PROPRIETES DE A

Nous allons établir la propriété suivante : pour tout Aeg%n+ ’

ona A(A) =/ HpdP .
A n

Lorsque A appartient a a;1(§°) , on a A:a;1(A), et cette éga-
1ité signifie simplement que an(k)=hh. Ensuite, lorsque A apparti-

~

ent simultanément 2 FT + et a a_ (20) , on a d'aprés le théoréme

n+p
d'arrét
NESEEN) Hp 4P = / Hp dP .
n+p A n -1
Supposons enfin que A appartienne a ES . : on a alors an+p(A) e
FY .Na =1 (F°) d'aprés la derniére par@ie du lemme de C-P, On peut

=T L
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donc lui appliquer ce qui précéde. Ainsi

A(a;lp(A)) = £_1 ) HTn aP
n+p

Nous faisons maintenant tendre p vers +oo, et nous montrons que

IAoan+p(w)=IA(w) pour p assez grand, a la fois P-p.s. et A-p.s. @

cela permet aussitdt de conclure. Or ,

- pour presque tout w , relativement & P, les Tn(w) sont finis
et tendent vers +® ; cela entraine Tn+p(w)>Tn(w) pour p assez
grand, et le lemme de C-P entraine le résultat cherché ;

- la mesure A est portée par a , et on peut donc supposer que
w appartient & cet ensemble. Si 8, W=w pour k assez grand, il n'y a
rien 3 démontrer. Sinon, on a & nouveau Tn+p(w)>Tn(m) pour p grand
et on conclut comme ci-dessus.

Nous allons maintenant nous débarrasser de la suite (Tn), et
établir la propriété fondamentale de A ( cela entrainera 1'exis-

tence de la mesure de FOLLMER ) e si S est un temps d'arrét de la

famille (g%+), on a A{S<g]=E[HS] . Noter que cela s'applique aussi
a Sy ol Ae£§+ :
Nous remarquons que {S<Tn} est g% + —hesurable et £§+—mesurable.

La formule précédente nous donne n

MS<T } =/ H, aP = [ E[H, |F%.] 4P
15t} {s<t | Tn {s<r | : Tn|:S+:|

Hy dP .

H dp
n} SATn S

= J =/
{s<r <1, )

On a d'ailleurs le méme résultat avec {SéTn! ou {S:Tn} au lieu de
{S<Tn}. Appliquons d'abord ceci en prenant S=T, sur l'ensemble
{S:Tn} ; comme T=+o0 P-p.s., [ Hp dP = O, et on en déduit

que A{TzTn}=O. Cela entraine !1=Ip} D que la mesure A est portée
en fait par la seconde partie de O , celle pour laquelle Tn(w)<T(m)
={(w) pour tout n., Mais alors Tn?g A-p.s., et le passage a la
limite lorsque n->mwdans la formule ci-dessus donne

AMs<c) = [/ Hy dP = E[H] .
. .o{S<o |
Le théoréme de FOLLMER est établi.

Nous conclurons en indiquant 1'un des résultats complémentaires
de FOLLMER : le lecteur en trouvera beaucoup d'autres dans le
travail de FaiLMER, car celui-ci interpréte au moyen de la mesure
p ( ou A dans le cas des martingales locales ) presque toutes les
propriétés de la surmartingale positive (Ht)'
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Nous dirons qu'un temps d'arrét S de la famille (£§+) réduit
la martingale locale (Ht) si la surmartingale arrétée (HtAS) est
une martingale uniformément intégrable. Lorsque S est P-p.s. fini,
il n'est pas difficile de voir que cela équivaut 4 la condition
E[HgJ=E[H,]. Mais E[H;)=A{O<¢} , E[Hgql=A{S<c}. Ainsi
Un temps d'arrét P-p.s. fini S réduit (Ht) si et seulement si
S<¢ A-p.s.
Nous appliquons d'abord cela & S=n : dire que tout n réduit (Ht)
signifie que (H ) est une martingale, et nous obtenons
La martlngale locale (H ) est une vraie martlngale si et seule-
ment si ¢=® A-p.s. ( ou encore, si Ja mesure de FOLIMER p est por-
tée par { }x0 ).
D'1atre part, on a le résultat suivant : la martingale locale

(Ht) est une martingale uniformément intégrable si et seulement si

A est absolument continue par rapport & P.

- Si (Ht) est une martingale uniformément intégrable, on a A=
Hoo_.P , cette mesure satisfaisant & la propriété caractéristique
de A.

- Inversement, supposons que A soit absolument continué. D'abord
les temps d'arrét Tn considérés plus haut tendent P-p.s. vers +m ;
cela a donc lieu aussi A-p.s.. Mais nous avons vu plus haut qu'ils
tendent A-p.s. vers r : donc (=00 A-p.S., et (Ht) est une martin-
gale. Ensuite, soit H* = sup H, , quantité finie P-p.s.. Soit e>O0.
Choisissons h assez petit Bour que P(A)<h => A(A)<e, puis c assez
grand pour que P{H >c}< h. On a alors

/ HdP_MH >cl< AMH el < e
lHt>c -

donc les v.a. Ht sont bien mniformément intégrables.

REMARQUE. Soit S un temps d'arrét de la famille (g%+), fini ( iden-
tiquement ). Si (Ht) est une martingale, on a (=00 A-p.s., donc
AS<cl=A(Q), et S réduit (Ht)' Ainsi S réduit toute martingale pour
toute loi P, Cela suggére la conjecture suivante : tout temps d'ar-

rét fini de la famille (£%+) est borné.
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