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Université de Strasbourg
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INTEGRALES STOCHASTIQUES PAR RAPPORT AUX MARTINGALES LOCALES
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par

C. DOLEANS—-DADE et F.A. MEYER

Nous généralisons la théorie des intégrales stochastiques, telle qu'elle
est traitée dans [1] et [2], dans deux directions, D'une part, nous permetions
4 la famille de tribus fondamentale d'avoir des temps de discontinuité ;. dtau—-
tre part, nous adoptons une nouvelle définition des semimartingales, qui donne
lieu & une formule de changement de variables plus simple et plus générale que

celle de [2]. Cette formule constitue le résultat essentiel du travail. Pour le

reste, nous avons essayé de donner des démonstrations & peu prds compl¥tes, pour
éviter de renvoyer constamment le lecteur % [1], mais il s'agit vraiment de géné-
ralisations immédiates des résultats classiques sur les intégrales stochastiques.
Nous avons laissé de cOté l'extension du " théordme de projection ' de KUNITA-
WATANABE, qui est un peu plus délicate, et qui a été faite par J.LAZARO.

NOTATIONS

’_I
(Q,H,P) est un espace probabilisé complet, muni d'une famille
W

(gﬁt)tER de sous-tribus de 6?, croissante et continue & droite. Nous supposons
(33 4

que Jfo contient tous les ensembles négligeables de 5?.

Un processus stochastique x=(xt)t€R est une famille de variables
aléatoires réelles sur ( ; il est adapté a la fa;?ile (S?t) si Xt est
gft—mesurable pour tout t . Un processus stochastique adapté X sera dit
prévisible , si la fonction (t,o) P'Xt(w) est mesurable par rapport a la tribu
sur ~§+Xf7 » engendrée par les processus adaptés dont les trajectoires sont

continues & gauche,

Un temps d'arrét T est dit prévisible, s'il existe une suite
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croissante (Rn) de temps d'arrét qui converge vers T p.s., telle que pour
tout n on ait p.s. Rn<I' sur {T>0} « Un temps d'arrét T est totalement
inaccessible, s'il n'est pas p.s. infini et si, pour toute suite croissante

(Rn) de temps d'arrét majorés par T , on a

Pl ws lim s, (0)=T(w) <+=, 5 (w) <T(w) V nG‘I&} =0.
Un temps d'arrét T est accessible si, pour tout temps d'arrét § totalement
inaccessible, on a

P T = < + = .
P { S<+o} =0
Deux processus X et Y sont dits indistinguables si, pour presque tout

wEQ , on a Xt(w)=Yt(w) pour tout t .

§ 1,MARTINGALES BORNEES DANS 12

La théorie des intégrales stochastiques exposée ici différe trés peu de [1] ;
1'hypothése d'absence de temps de discontinuité pour la famille (Cft) étant

peu importante, si l'on se limite 3 1'intégration des processus prévisibles.

1. On dit qu'un processus adapté M est une martingale bornée dans P

(1§p<+=) y si les trajectoires de M sont continues & droite et pourvues
de limites a gauche, si M est une martingale et si sgp E[[Mt|p] <400 ( si p>1 et
M = sup IMtI , on a alors EA[(M*)p]<+w, [4] chap VI n° 2). Nous désignerons
par M2 1'espace des martingalesubornées dans 1° , telles que M, = 0 (avec
identification de deux martingales indistinguables). Nous munirons m,a du
produit scalaire
(,N) ——> EfM N ] (M,NeTE) .
Le sous-espace de m_2 formé des martingales & trajectoires continues (& une

2
identification prés) sera désigné par Tllc .
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THEOREME 1.

M?® est un espace de Hilbert et ﬂli est fermé dans MZ .

Ce théorémc se déduit aisément du lemme suivant.

LEMME 1.

" . 2
Soit (Mn) une suite de martingales bornées dans L~ , telle

R . 2
que EAEI(M: - M2+1)2]<-+m; il existe alors une martingale M bornée dans L° ,
n

telle que pour presque tout w , Ml(w) converge uniformément en t vers Mt(uﬂ.

Démonstration

On a, d'aprés une inégalité classique due a Doob ([4],chap VI n°2),

Sl ff - 0% < 4 gLof - w7 S
t

ce qui entrafne que, pour presque tout w , les suites (Mﬁ(m)) sont uniformé-

ment convergentes. Il suffit alors de poser

Mt(uﬁ = 1lim Mz(w) si les suites (M:(w)) convergent uniformément
n

M (w) =0 ailleurs,
pour obtenir une martingale bornée dans Lz, vers laquelle converge la suite (M").

2., - PROCESSUS CROISSANT NATUREL ASSOCIE A UNE MARTINGALE BORNEE DANS L2 .

Un processus adapté A=(At) est un processus croissant, si ses

trajectoires sont des fonctions croissantes, continues a droite, nulles pour

(*)

t=0 . Il est dit intégrable si E{Ab]<:+cs « I1 est dit naturel g'il est intégrable
et si, pour toute martingale Y continue & droite et bornée,

0
,E,[ j:Ys da_) -NEv[ “’o v da).
On identifiera deux processus croissants indiginguables.,

(*) On peut montrer qu'un prooessus oroissant intégrable est naturel si et seulement
s'il est prévisible . Les mots seront considérés comme synonymes dans la suite.
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THEOREME 2.

. 2 . . . .
Soit MEM® ; il existe un processus croissant intégrable naturel

unique tel que le processus (Mi - At) soit une martingale.

Ce théoréme est démontré dans [4] , chap. VIII n°° 23 et 25 . Nous
poserons A = < M,M> . La propriété caractéristique de ce processus croissant

naturel s'écrit, si s<t .

V2 (7
E0E -2 R ] = B[, - 0)%|F ] = Bl<mu> - <mpe | F ],

ol I'on peut d'ailleurs remplacer s,t par deux temps d'arrét S,T tels que
S<T (appliquer le théoréme d'arrét de Doob & la martingale (Mi - At)) . Si
M et N sont deux éléments de M2 on posera

<M,N > = 1(< M#N,M4N > - <M,M > - < N,N >) ;

Le processus < M,N > est alors caractérisé par les propriétés suivantes :
(i) < M,N > est différence de deux processus croissants naturels.
(ii) < M,N > - MN est une martingale.
Le processus < M,N > vérifie évidemment ces propriétés ; pour voir que < M,N>
est le seul processus vérifiant (i) et (ii) il suffit d'utiliser la démons-
tration de [4] chap VII T. 21 .
Deux martingales M et N appartenant & M® seront dites
orthogonales si < M,N > =0 ; ce qui équivaut & dire que le processus (MtNt)

est une martingale.

3.- INTEGRALES STOCHASTIQUES DES PROCESSUS PREVISIBLES.

DEFINITION

Si le processus A est égal a la différence de deux processus

croissants , nous désignerons par L1(A) s l'ensemble des processus prévisibles C
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tels que E[ J: |Cs| ldAsl] <+e ,

si C¢€ L1(A) , on peut définir le processus adapté Yt = J; CsdAs
comme une intégrale de Stieljes sur chaque trajectoicre w® . Nous étudierons
au § 2 quelques propriétés de ce processus Y .

Si M est une martingale, la fonction t & Mt(w) n'est pas sou-
vent A& variation finie sur tout intervalle [0,5] , et 1'on ne peut pas parler
de 1'intégrale Jz Ct(w) th(u)) . On peut pourtant, dans certains cas, définir

une intégrale de C par rapport & la martingale M . Nous suivons la présenta-—

tion maintenant classique de KUNITA et WATANABE

DEFINITION.

Soit MEME , on désigne par L2(M) 1l'ensemble des processus

prévisibles C tels que E[ f’ ci d <M,M > ]<+e; on munira 1% (M)
m g —

de la semi-norme 3

C —— > VB[ f’cz a<MM>].
"~ 0 S S
THEOREME 3.
1) soit METME , et soit C€L2(M) ; on a alors C€ L (< M,n >) pour

tout NeM? , et il existe un élément et un seul de mM?® , noté C.M tel

que l'on ait pour tout NeM?

t
= a< > «Se
< C.M,N >, Jo C & M,N >, P

(1)

2) Pour presque tout ® , on a A(C.M)S = CSAMS » pour tout

s« Si M est & trajectoires continues, il en est de méme de C.M .

Notation

On dira que C.M est 1l'intégrale stochastique du processus C

t
par rapport a la martingale M , et on écrira (C.M)t = ./(; Cdes .

(1) si X est un processus 2 trajectoires continues & droite et pourvues de

limites a gauche, AXS=XS—XS_ désigne le saut de X a l'instant s .
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Démonstration

a) unicité : si L et L' sont deux éléments de M? tels que
<LN> =<LL,N> = Jo't C, d <M,N>_ pour tout s et tout NEM® , on a
< L-L',L-L' > = 0 . Le processus (L--L')2 est alors une martingale positive,
nulle a 1l'instant zéro, et

b) existence : soit & le sous-espace de L?(M) formé des proces-
sus C de la forme

C =% H, I (s) ,
° iey * Ttgets 4]

ol (ti) est une subdivision dyadique de la droite réelle, et ol Hi est
%

t.
i

indice i tel que ti<s

-mesurable et bornée pour tout i . Nous poserons, si k(s) est le dernier

(cm), = HO(Mt1— Mto) + H1(Mt2— Mt1)+‘"+ B gy (- uk(s)) .
I1 est facile de vérifier que C et C.M satisfont aux propriétés suivantes
. 2 R % %
(i) g[flcsl la<wn> |1 < (5[{: cg a<m,u> 1)Z (B[ <N,N> 1),
pour tout NEMZ2.

(ii) C.MEM® , et <C.M,N> = ft C, d<M,N>_ p.s., pour tout
0
NemB.,

(iii) A(C.M)s = CAM_ pour tout s , et presque tout w .

L'application C P C.M est une application linéaire continue de € dans M® ;
deux éléments C et C' de L° (M) , non séparés par la seminorme de L2(M)
ont méme image dans cette application (conséquence de (ii)) . L'application
C +» C.M se prolonge donc en une application linéaire continue de LZ(M) dans
M2, vérifiant les propriétés (i) et (ii) . La propriété (iii) est alors une

conséquence du Lemme 1 .
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4.- DECOMPOSITION D'UNE MARTINGALE DE m2 .

Nous redonnons ici, de maniére schématique, la décomposition
des martingales de carré intégrable faite dans [4] chap. VIII n ©S 28 432, Au
lieu de travailler avec des temps d'arrét accessibles comme en 29 et 30, nous
utiliserons des temps d'arrét prévisibles. Le théoréme T. 29 est d'ailleurs

faux si T n'est pas prévisible,

DEFINITION

Soit X un processus adapté & trajectoires continues & droite,

pourvues de limites A gauche ; nous dirons qu'une suite de temps d'arrét

(Tn)nGN épuise les sauts de X , si pour tout temps d'arrét T , la relation
W

=T < =0 t N
5$T n +o) pour tou nE~V

entraine

XT = XT- PeSe

Cette définition n'impose pas au processus X de sauter effectivement a tous

les instants Tn . Ceci nous permettra de ne travailler qu'avec des temps d'arrét
soit prévisibles, soit totalement inaccessibles,
LEMME 2.

Soit X _un processus adapté A trajectoires continues a droite

et pourvues de limites & gauche ; il existe une suite (Tn) de temps d'arrétj

épuisant les sauts de X et tels que

1)£(Tn=’1‘m<+m)=0 singm

2) Tn soit, ou prévisible, ou totalement inaccessible,

Démonstration
Soit (Rn) une suite de temps d'arrét épuisant les sauts de X (une

telle suite est construite dans [4] chap VIII. 20) ; nous décomposons chaque
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temps 4'arrét Rn en sa partie accessible S& et sa partie totalement inac-
cessible S ([4] chap. VII 42 et 44), Chaque graphe [SA](z) est contenu dans
une réunion dénombrable de graphes de temps d'arrét prévisibles (c'est le "résul-
tat élémentaire" de [5]) . Il existe donc une suite (T&) de temps d'arrét,
épuisant les sauts de X , et telle que Tﬁ soit, ou bien prévisible, ou bien
totalement inaccessible. On peut rendre les graphes des Tﬁ disjoints en
posant

To=T3 + T, ={Tr'1 si T, AT, pour i<n

+® ginon

La suite (Tn) répond bien A la question.

Nous‘considérons maintenant une martingale Meln? , et une suite
(Tn) de temps d'arrét épuisant les sauts de M et satisfaisant aux conditions
du lemme 2 . Le lecteur trouvera les démonstrations de ce qui suit dans [4]
chap. VIII n°® 28-30-31-32 et démonstration de 29 . Nous poserons, pour chaque
temps d'arrét Tn :

Al*;l:AM'I‘ Hear ) !

n n

il existe alors un processus croigsant, naturel, unique CK? tel que
K: = A? - X: soit une martingale bornée dans L2 +« Le processus 'Kﬁ est nul
si Tn est prévisible, il est a trajectoires continues si T, est totalement
inaccessible. La martingale Xn est orthogonale a toute martingale de m2
n'ayant pas de discontinuité commune avec A~ ; en particulier les martingales
c

Cn
A" sont deux A deux orthogonales., La série X Am converge en moyenne

quadratique (3) . n

(2) si T est un temps d'arrét, son graphe [T] est le sous-ensemble de §2x§%_:
[t] = {(‘”’T(w))vT(w)<+°"} o

(3) Mais la série Z[AZ] =2 IAMT I ne converge pas ; par contre, nous verrons
n n :
au paragraphe suivant, que la série Z(AMT )2 converge dans L1 .

n n
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2
Posons, au sens de la convergence dans L @
Y, = z K: la sommation étant étendue aux indices n tels que
T, scit préusible , '
et cn
Z& =5 A la sommation étant étendue aux indices n tels que

Tn soit totalement inaccessible ;

et désignons par %:(resp Zt) une version a trajectoires continues a droite de
la martingale E[Y 'ﬁ?t] (resp E[Q:|gi]) . Nous désignons par X la martin-
gale

Xt = Mt - Yt - Zf

Avec ces notations , les rappels qui précddent nous donnent le théordme 3
RS
THEOREME 4.

La décomposition M=X+Y+Z possdde les propriétés suivantes :
1) v (resp Z) est une martingale de "12 orthogonale a toute

. 2 . . RPN
martingale bornée dans L~ , qui n'a pas de discontinuités communes avec elle .

2) Z n'a que des sauts totalement inaccessibles, Y n'a que des

sauts accessibles,

3) La martingale X est bornée dans L2 , €t a trajectoires con-

tinues.

De plus il n'existe qu'une seule décomposition M=X+Y+Z ayant ces propriétés.

Notations : am lieu de M=X+Y+Z, nous utiliserons dans la suite les notations

c . .
suivantes ¢ M =X s partie continue de la martingale M .
d
M =Y+Z ; somme compensée des sauts de M ,
d
M=z 3 somme compensée des sauts totalement inaccessibles
d . .
de M, (MY est quasi-continue a gauche, [4] chap VIII24 ),
dp
M =Y 3 somme compensée des sauts prévisibles.
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. . 2 A .
On dira q'une martingale METN[ est une somme compensée de sauts, si sa

partie continue M° est nulle y ce qui équivaut a dire que M est orthogonale

a toute martingale NGlni .

5.- SECOND PROCESSUS CROISSANT ASSOCIE A UNE MARTINGALE M DE NG .

Dans ce paragraphe, nous écrirons AM% au lieu de (AMt)2 .

PROPOSITION 1.
1) Soit Mem? ,ona si r<t

Bz e |H]<E0d - )

Mr<sst s

2 .
2) Si M(EM®) est une martingale somme compensée de sauts

C

(M~ = 0) nous désignons par [M,M] 1lc processus croissant

[M,M]t = T AM2
S
s<t

Le processus M2 - [M,M] est alors une martingale.

Démonstration
. n éme e . .
1) Désignons par (ti)Osiskn lan subdivision dyadique de
[ryt] . On a K -1
21631 _ b
A%E.Z (M n "My ltJVfr] '.E;Mi - Mi IJ{r] !
i=0 t. t.
i+1 i
L]
et d'autre part kn_1
£ O <liminf 3z (M -u )%
r<sst n i=0 £ t

I1 suffit alors d'utiliser le lemme de Fatou.

2) 8i M est une somme compensée de sauts, le processus [M,M]
c
c . . n .
est un processus croissant intégrable. Ccnsidérons les martingales A construi-

tes & partir de M comme au n° 4. Pour tout t , le processus [M,M]t est la

somme dans L1 de la série E(AMT )2 I , €t le processus Mi est la
n

{27}
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c c ¢
. 12 .
somme dans L' de la série (z Al,: )" « Chaque terme produit Ail AI: est une

martingale, si n est différent de m ; pour montrer que M-[M,M] est une
martingale, il suffit agonc de montrer que, pour tout n , le processus

c

ny2 12 . . . .
(aM)° - (AMTI?1 I{tZTn} est une martingale, Si T~ est totalement inaccessi-
ble, ceci est le résultat obtenu dans [4] chap. VIII, remarque suivant T. 31 ;

c
si T, est prévisible le processus (An')2 -(AMT )2 I{tzT } est identiquement nul.
n n

Nous considérons maintenant une martingale MGTTE , €t la décompo-
sition M=MC Md en sa partie continue M® et sa partie somme compensée de
sauts Md .

DEFINITION

Nous désignerons par [M,M] 1le processus croissant défini par

M,M]. = <MS,MS> + 1AM
t s
s<t

Nous poserons, si M et N sont deux éléments de m2 '

[M,N] = Z ([M4N,M4N] - [M,M]-[N,N])

on a
_ C C
[M,N],c =<M,N">+L AM_ AN
s<t
THEOREME 5.

1) Le processus Mz—[M,M] est une martingale (donc < M,M>- [M,M]

est aussi une martingale.)

2)On a [M,N] =0, si et seulement si M et N n'ont pas de

discontinuités communes et si M€ t N°

sont orthogonales.

Démonstration.

La premiére partie du théoréme est une conséquence de la proposition

1 ; la seconde partie résulte de la définition de [M,N] .
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grales stochastiques & l'aide du processus [M,M] .

THEORBME 6.

1) Soit M€m2 , l'espace LZ(M) (défini au n° 3) cofncide avec

1l'espace des processus prévisibles C tels que

E[ j‘” ci aM,M] 1<+e
w90

2) si Cce€ L2(M) , ltintégrale stochastique C.M définie au

théoréme 3 , est l'unique élément de mz tel que

\ s
[c,,M,N]t = fo Cq d[M,N]S DeSe VNenf , Vt .

Démonstration
1) [M,M] - < M,M > est une martingale, on a donc ([3]n° 310 ).
EL J'm 2 a< M,M> ] = E[ sz d[M,M] ] pour tout processus
wodg s st T dy s s

prévisible C, ce qui donne la premidre partie de 1'énoncé.

2) unicité : si L et L' sont deux éléments de m2 tels que
[L,N]t = [L',N]t = j‘;CS d[M,N]s , pour tout NETTL2 et tout t , on a en
particulier [L-L',L-L'] =0 ; et (L—L')2 est une martingale positive d'espé-
rance nulle, par suite L=L' .

Soit maintenant C un élément de LZ(M) et soit M=M"+ Md y la
décomposition de M en sa partie continue, et sa partie somme compensée de sauts.
La martingale C.MC est continue, et la martingale C.Md est une somme compen-

; 2
sée de sauts (en effet < C.Md,N> = jt Cc d<Md,N> =0 pour tout Nemc).
t 0 s s

. 2
Si NEM on a donc (tous les termes ayant un sens du fait que C.M est de carré
intégrable )

[c.M,N], = <C.M5,8%_ + 3= A(C.M) AN
t t s s
s<st
[C.M,N] =ftc a<MS,N> + % C_AM AN
M o S ! s s s s
s<t

=ft c_ daM,N]_ .
0 S S
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Remarque :
. . 2 . 2, 2
Nous savions que, si MEITLC et si C€L(M) , alors C.Memt o
Nous venons de démontrer que, si M est une somme compensée de sauts, et si

2
CEL (M) , la martingale C.M est une somme compensée de sauts.

/
§ 2. PROCESSUS A VARIATION BORNEE

Nous désignons par ’\9’+ 1l'ensemble des processus croissants, finis, a trajectoires
continues a droite, nuls a l'instant zéro ; et par (UV 1'espace W - V" des
processus dont les trajectoires sont des fonctions & variation bornée sur tout
intervalle fini, ocontinues & droite, nulles & l'instant O.

si ve Wy , on peut définir 1'intégrale j‘t C, dV_ pour tous les
processus C tels que les intégrales de Stieljes f; Cs(u)) dVS(u)) aient un sens,
Le processus (j' C av ) est alors un élément de ’\".

Nous considérons également le sous-ensemble [ﬁ:) de IU"F , formé
des processus croissants intégrables, et nous désignons par ( ’ 1l'espace
C’j‘-’}" —(%*' (c)ﬁest 1l'espace des processus a variation intégrable). Si Ve 0%9 '

1
L (V) sera l'espace des processus prévisibles C tels que E[ f’lc [lav_|1<+e.
A 0 s S

PROPOSITION 2.

Si VEJFest une martingale et si C€ L1(V) yle processus

(‘Jto Cq st) est une martingale.

Démonstration.
. 1
Considérons 1l'espace T’ des martingales bornées dans L1 y muni

de la semi-norme Ml—-)s]gp E[IMt” i
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soit € 1le sous-espace de L1(V) formé des processus C de la forme

ou (ti) est une subdivision dyadique de la droite réelle, ct ol Hi est
ﬁt -mesurable et bornée pour tout i . Le processus <I>(c) = j’t CS st (infégra—-
i 0

i
le de Stieljes) est un élément de m_1 y et 1'on a

NEV[U‘:’ c, av |1 <El jzlcsl lav | ]
L'application linéaire continue, C b 3(C) de € dans Hﬂ se prolonge donc en
une application linéaire continue de L1(V) dans m1 (remarquer que si C et
C' sont deux éléments de &€ non séparés par la semi-norme sur L1(V) ’

3(C) et @(C') sont indistinguables) ; et l'on a

Elle@) 1 < glle@) 1 <50 [*fo | lav,]] werlm) .

L'égalité Q(C)t = jz CS dVS PoeSe, Vraie sur &€ , s'étend donc, par passage
- 1 . .
4 la limite, & tout CEL (V) . Les deux processus continus a droite, @&(C) et
(It C_dv) sont indistinguables et (jt C_dvV_) est, pour tout CE€E L (V) une
0 8 s 0o S s

martingale bornée dans L1 o

Remarque

t . . .
Pour que le processus (JV C, st) soit une martingale, il
t 0
suffit d'avoir E[J |c | lav_|] <+« , pour tout t .
M 0 S s
La proposition suivante fait le lien entre les intégrales stochas-

tiques définies au § 1 , et les intégrales de Stieljes.

PROPOSITION 3.
si MeMBNR, et si cer?() nu'()(®) |, 1rintegrare (c.),

(prise au sens des intégrales stochastiques par rapport & la martingale M)

. . . t
est p.s. &gale & l'intégrale de Stieljes ordinaire j Cs dMs .
0

(4) Rappelons que Lz(}vi) est l'espace des processus prévisibles C tels que
,P,[JC: Ci d<M,M>S]<+ca , et L (M) 1'espace des processus prévisibles
o] ?els que E[J":'IC | JaM |1<+=.
MA 0 S S
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Démonstration

.. 1 /g 2,
Soit%l'espace des processus prévisibles C€L (M) NL™(M) tels
que 1l'on ait

\ ’ T
(1) (C.M)t = ‘Jo C, dM_  pos. pour tout t .

Il est évident que% contient 1l'espace vectoriel € considéré dans la propo-
sition 2 ; € contient les constantes, et est stable par ltopération A . Consi-
dérons une suite croissante (Cn) , uniformément bornée d'éléments de %, et soit
C leur limite. Les processus c® tendent vers C pour les to, ologies de
LZ(M) et de L (M) ; les processus C .M (resp. (j‘t 02 dMs)) tendent donc

(0]

: . 2 1
t C, dMs)) pour la topologie de M (resp. M) , et C

vers C.M (resp. (J
appartient A%, L'espace%contient donc tous les processus prévisibles bornés
o N B
([4] chap I n 20 et remarque). Maintenant si C¢ LZ(M) N’ (M) , nous poscns
c si |c_|=sn
P _§ s s v
\0 sinon .

1 .
Les processus C sont dans % , et 1'on montre, comme précédemment, que leur

limite C est aussi dans }(9.

Remarque

. 2 L s
si Mgt N /\9/, la somme % IAMSI est finie pour tout t fini ;
d sst
et la martingale M~ , somme compensée des sauts de M , est donc aussi dans
2 . . .
m ﬂ[l}/. La partie continue de M , M® =M - Md est alors la différence de deux
processus croissants continus (donc naturels), et la martingale M®  est

identiquement nulle ([4] chap. VII n° 21) . Toute martingale appartenant &

"E n Y est donc une somme compensée de sauts.

Notations
Désormais, si M€ et si C€L"(M) , nous noterons indifférem-

R t .
ment par (C.M)t ou J‘ Cs dMS 1'intégrale stochastique de C par rapport
0]
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M

it .

4 M. De méme si V& 1y , on notera (C.V)t ou [~ C, dV, 1'intégrale de
0

Stieljes prise sur chaque trajectoire .

§ 3. MARTINGALES LOCALES

1.~ DEFINITIONS

On appelle martingale locale un processus adapté continu % droite (Mt) pos—

sédant la propriété suivante : il existe une suite croissante de temps d'arrét
'I‘n , telle que lgm Tn = 400 DP.S., et que pour tout n le processus arrété (Mt/\Tn)
soit une martingale uniformément intégrable., Nous désignerons par £ 1l'ensemble
des martingales locales (Mt) telles que M =0.

Nous dirons qu'un temps d'arrét T réduit la martingale locale M si
est une martingale uniformément intégrable.

Nous dirons qu'un processus (Xt) est une semimartingale , s'il admet une dé-

composition de la forme

Xt = XO + Mt + At

od X, est une variable aléatoireéo-mesurable, ot (Mt) appartient 3 dl et (At)

E1J/. Cette définition ne diffdre de celle qui figure dans [2] que par l'absence

(¥)

de toute restriction d'intégrabilité sur A, mais cette différence est importante

Bien entendu X, est uniquement déterminée, comme la valeur en O du processus X,

mais la décomposition ci-dessus n'est pas unique en général,

Remarques

1) Tout processus A accroissements indépendants et stationnaires
est une semimartingale., En effet, si l'on considd®re la représentation de LEVY
d'un tel processus, le terme de translation fournit un élément de v s la con-

tribution de tous les processus de Poisson correspondant 3 1la partie de la

Les processus considérés dans le texte devraient en fait s'appeler semimartingales

locales , le terme semimartingale étant réservé aux processus X admettant une

décomposition Xt=XO+M_t+At , ol Xo est G;O-mesurable et intégrable, (Mt) est une
vraie martingale nulle 3 l'instant O, et (At) appartient 3 . Nous n'avons pas
adopté dans ce travail cette terminologie plus précise, mais plus lourde : nous

n'aurons affaire qu'aux semimartingales " locales ',



_93-

mesure de Lévy portée par [-1,+1] Ffournit une martingale ; et la contribu-
tion du reste de la mesure de Lévy fournit a nouveau un élément de MP o
2) Toute surmartingale est une semimartingale ; plus précisément

tout surmartingale (Xt) se décompose de maniére unique en

ol M est une martingale locale, et A wun processus croissant naturel localement
intégrable (il existe une suite (Tn)kao de temps d'arrét, tels que les proces-
sus At/\Tn soient intégrables) : on vérifie d'abord l'unicité d'une telle
décomposition s'il en existe une ; puis on en démontre l'existence pour les

surmartingales positives ([6]) . Le cas général s'en déduit en utilisant la dé-

composition de Riesz
- " a1y
X, = M}:an .-_H't] + (Xt- ,f,:txnl J{t]) pour ts<n .

2.- THEOREMES DE DECOMPOSITION.

Soit M wune martingale locale a trajectoires continues, et
soient Tn les temps d'arrét définis par

T (w) = inf{t ; 20 |u |22} .

La suite (Tn) tend en croissant vers +®, et les martingales (M ) sont

tATn
bornées par n ; 1l'étude des martingales locales continues se raméne donc
facilement & celle des martingales bornées. Si la martingale locale M n'est
plus & trajectoires continues, le processus M, est borné par n sur 1l'inter-
valle stochastique [O,Tn[ s mais on ne sait rien sur le saut AMT a 1l'instant
Tn « Les propositions suivantes vont permettre de ramener 1'étude ges martingales

locales a celle des martingales bornées dans .L2 , et des processus 3 varia-

tion intégrable.
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DEFINITION

On dira qu'un temps d'arrét fini R réduit fortement la martin-

gale locale M si R réduit M et si la martingale E[IMRI I(.}?t] est_bornée
w

sur 1'intervalle stochastique [O0,R[ .

Si R réduit fortement la martingale locale M , tout temps

d'arrét T <R réduit fortement M .

LEMME 3.

Si M est une martingale locale, il existe une suite croissante

(Rn) de temps d'arrét finiS, réduisant fortement la martingale locale M, et

tels que lgm Rn = 400 PeS.

Démonstration
Nous commengons par chdsir une suite croissante de temps d'arrét

finis Tn' tendant vers +o et tcls que les processus (M soient des

tAT )
) n
martingales uniformément intégrables. Désignons par (J’rtl) une version continue

a droite de la martingale ,,E:HMI‘ | l?t] , et par Sr1 le temps d'arrét
n .

. n ;
s, = (inf {t; Ty zpn})/\Tn ’
o3 1 N g
ol p =~ est choisi assez grand pour que x{sn<Tn -5 } <27 : d'aprés le lemme
de Borel-Cantelli, Sn tend vers +¢ p.s., et sn réduit fortement M pour tout n.
Posons maintenant R_ = inf Sk , les temps d'arrét finis Rn tendent en

k=n
croissant vers +® p.S., et ils réduisent fortement la martingale locale M .

PROPOSITION 4.

Soit Med y €t soit R un_temps d'arrét fini réduisant fortcment

M ; le processus arrété Mt/\R est alors la somme de deux processus H et V




_95-

arr€tés & l'instant R, poesédant les propriétés suivantes 3

- H est une martingale bornée dans tout P (1< p< +00 ).

- VGT\'L1 n ﬂ)p ( autrement dit M est une martingale bornée dans L1 et

E[Jm |dVS|]<+c°) ; la martingale V se décompose elle-méme en :
~
0

Ve =Mp Irpopy * By

oll B est un processus naturel, appartenant a £:, et vérifiant E[flstl)p] <+
- 0

pour tout p<+e,

Démonstration.
.2 . . + +| (7P
Considérons la martingale positive N = E[M.Rld'ft] , et le
+ + + . PR

processus Yt = Nt I{t<R} s+ Y est une surmartingale positive bornée , et

admet donc une décomposition de Doob Y=U- D , ot D est un processus croissant

naturel, et U une martingale., Y étant un processus borné, les processus D

et U sont majorés par une variable aléatoire qui appartient a tout P(p<+e)
s s +

([4] chap VII n° 59) .« Nous avons donc pour N: la décomposition NI:H:+ Vt R

ot H' =U est une martingale bornée dans tout P (p<+o) , et o la martin-

gale V: = N; I est un processus 3 variation intégrable. On

{t=zr} ~ Dy
construit de méme les processus N , Y , H et V© ; la proposition cherchée
sbbtient par différence,

Voici maintenant 1l'analogue, pour les martingales locales, du

théoréme 4 .

THEOREME 7

Soit M une martingale locale nulle 3 l'instant O .

1) M peut s'écrire de maniére unique sous la forme
d

M=M +M

d . . .
ol M” et M sont des éléments de £ , M© est a trajectoires continues,

2

et la martingale locale Md est orthogonale a toute martingale locale A tra-
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jectoires continues ( pour toute martingale locale N & trajectoires continues,

le processus (M:Nt) appartient & f ).
On dira que M® est la partie corinue de la martingale locale

M, et que Md est la somme compensée des sauts de M .

2) Pour presque tout w€Q , la somme X AMi(@) est finie pour
is<t

tout t+ fini.

Démonstration
a) unicité de la décomposition : supposons que M puisse s'écrire

MM 4N <M 4N,

Y g N . . .
ol M1, 112, N1, NZE ’ M,] et M2 sont a trajectoires continues, et N1 et N2
sont orthogonales & toute martingale locale continue. La martingale locale
N2—N1= M1-M2 est continue, et orthogonale a elle-méme ; (N2-N1)2 est donc

une martingale locale, positive, nulle & 1l'instant zéro, et 1\12=I\I1 .

b) existence de la décomposition ; il suffit de montrer 1l'exis-
tence localement ( l'unicité démontrée ci-dessus permettant de recoller). Considé-
rons un temps d'arrét R , qui réduit fortement la martingale locale M ; nous

avons, en conservant les notations de la proposition 4,

c d
MtAR = Ht+vt_Ht + Ht+vt
(HET'I'L2 » et 1'on peut donc appliquer le théoréme 4) . La martingale M:/\R= H:
est & trajectoires continues ; montrons que la martingale Mfci/\R = HS + Vt est

orthogonale a toute martingale locale N a trajectoires continues ; nous pouvons
supposer que N est une martingale bornée (sinon il suffit d'arréter aux

temps d'arrét T, = inf{t ; thI zn }) .
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Le processus (Nt HS) est une martingale, et d'autre part on a , puisque N

1
est une martingale continue bornée, et que VEM nﬂtﬂ;

A H1-
&[Ntvt-Nsvsl ﬂs] B E[j]s,t] I\Iu dvulﬂs] =0 vsst,

([3] n°S309 et 310) .

2) Pour montrer que pour presque tout ® , les sommes I AMi(w)
s<t
sont finies, il suffit de montrer que pour tout temps d'arrét R réduisant
fortement M , les sommes I AMf(u{) sont p.s. finies. Avec les notations

s<R
précédentes, on a

2 2 .
T AMs(w) <2(z AHs2(w) +2 AV (w) ).
s<R ssR s<R
Le premier terme du second membre est p.s. fini (proposition 1) ; quand au

second, il est pe.s. fini puisque I IAVsl <+, ¥V appartenant & JOC.
s<R

Remarque

On peut aussi, comme au théoréme 4 , décomposer la martingale
locale Md y de maniére unique, en la somme d'une martingale locale qu , Somme
compensée des sauts totalement inaccessibles, et d'une martingale locale
Mdp y somme compensée des sauts prévisiblgs ¢ les martingales H admettent
une telle décomposition ; pour les processus V , il foaut pour les décomposer,
reprendre la démonstration de la proposition 4 , en distinguant entre les

parties accessibles et tdalement inaccessibles des temps d'arrét R .

3.~ PROCESSUS CROISSANT ASSOCI}‘E A M.

Si M€£L est a trajectoires continues, on peut facilement définir
par recollement le processus < M,M>, Par contre pour une martingale locale

M €£ quelconque, le pracessus < M,M> n'a plus de sens, et il faut utiliser
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le processus [M,M] défini ci-dessous.

DEFINITION

Soit M€ £ , et soit M:MCJrM(1 sa décomposition en partie conti-

nue et somme compensée de sauts, On désignera par [M,M] 1le processus

croissant

2
M,M], = <MS,MS> . + 5 laM(ew) .
t t s
s<t

Et 1'on posera si M et N appartiennent 3 o[

(M,N] = Z([van, e8] - [M,M] - [ N,N])

Nous montrerons a la fin de cet article que si M et N sont dans £ , 1le

processus MN - [M,N] est une martingale locale.

4.- INTEGRALES STOCHASTIQUES

DEFINITION

Nous dirons qu'un processus prévisible (Ct) est localement

borné, s'il existe une suite croissante (Sn) de temps d'arrét, telle que

lim Sn = +0 p.S. ,et que les processus (H
n

tas. Ys >O]) soient bornés.
n n
Considérons une semimartingale X admettant la décomposition

X, = X+, (wee, aeld)

et un processus (Ct) prévisible et localement borné. On peut choisir une suite
de temps d'arrét finis Rn rossédant les propriétés suivantes :

1) 1im R, = +00 p.s.
n

HE + V

2) chaque Rn réduit fortement M. Soit Mt/\Rn= v N

s . 2
la décomposition associée (Hném ’ Ve TTL1 ﬂdtg s cf. la proposition 4 ).

3) pour tout n , le processus C est borné .

I
tAR, {Rn>0}

On sait alors définir l'intégrale stochastique c.H? y ainsi que les deux
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intégrales de Stieljes C.Vn et C.A . Nous poserons

(c.x) = (C.H"), + (C.V)_ + (C.A)

t/\Rn t/\Rh

D'aprés la proposition 3 , nous savons que ce processus ne dépend pas de la

décomposition

choisie., On peut donc parler de l'intégrale stochastique C.X que l'on
. t
aussi (C.X)t = jg C, &X_ .

PROPOSITION 5.

S8i MEfL , et si C est un processus prévisible localement

borné, C.M est une martingale locale., C'est la seule martingale locale, nulle

a 1'instant zéro, telle que [C.M,N] = C.[M,N] pour tout NE€E .

Démonstration
a) unicité ¢ si L et L' sont deux‘martingales locales,
vérifiant [L,N] = [L',N] = Cc.[M,N] pour tout Nef£ , on a [L-L',L-L']=0 .

Et ceci entrafne, d'aprés la définition du crochet [L-L',L-L'] , que L=L' .

b) Montrons maintenant que C.M est une martingale locale et
que [C.M,N] = C.[M,N] . Nous reprenons la construction de C.M donnée pré-
cédemment ; si nous arré€tons tous les processus a 1l'instant Rn (Rn réduit

fortement M , et le processus C,_, est borné sur {Rn:>0}) , nous avons

R
n

(c.M) = (C.Hn)t + (c.vn)t ;

tAR
n
C.Hn est une martingale de carré intégrable et c.V" est une martingale
bornée dans L1 . Le processus C.M est donc une martingale locale. Soit N
une martingale locale ; nous supposons que la suite (Rn) s choisie précé-
demment , réduit fortement les martingales M et N . Les décompositions asso-

ciées aux (Rn) seront encore notées
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Mear = H!t1 + Vfcl
n
n n
Near =B+ V¢
n
' ). I
ou H', H'“err? et V4,V nEm.1 ﬂJto. On a , puisque C.Vnecjt')
1
[C.M,N]tARn = [C.HH "], + [C.H%, V] + [c.v",m]t
'n . 'n
= (c[H"H ")), +E C_ MH, AV _ +EZ C, Av’; AN
s<t s<t
tAR
= fo Csd[M,N]s

CoqQefeds
Remarque

Voici un exemple utile de processus prévisible. localement
borné : soit (Ut) un processus dont les trajectoires sont continues a droite
et pourvues de limites & gauche finies., Le processus prévisible ( Ut—) est
alors localement borné. En effet, si l'on pose Tn=inf {t: | Utl >n } , les
d'arrét T, tendent en croissant vers +o, et l'on a | Ut-l <n sur

[O,Tn] , sauf sur 1l'ensemble {Tn=0} R

5e-~ FORMULE DE CHANGEMENT DE VARIABLES

Considérons une semimartingale X admettant la décomposition

Xt=x0+Mt+At

ot XO esf (Jj’;—mesurable, Med , et AE!V - Nous savons que cette décomposition
n'est pas unique . Cependant, si nous considérons une seconde décomposition,
X = XO + M' + A'
M-M'=A'-A est une martingale locale appartenant a@/, la partie continue
(M-M')€ de M-M' est donc nulle (en arrétant & un temps R , réduisant

fortement M-M' , on se raméne au cas ol M—M'Em_2 n 'U/, et c'est alors la
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remarque suivant la proposition 3) + Les processus M€ et < MC,MC> sont donc
bien définis par la donnée de X . Nous écrirons
x¢ =n¢

< x5,x%>= <M M%>,

, est une semimartin-

On dit qu'un processus X , a valeurs dans ﬁ(n
gale, si ses composantes Xi sont des semimartingales réelles.
THEOREME 8.

Soit X une semimartingale a valeurs dans l}:\l (on désigne par

X' les composantes de X) et soit F une fonction deux fois continument dif-

férentiable de n%n dans € . (On note par D 1l'opérateur de dérivation

par rapport A la iéme coordonnée)., On a alors pour tout t fini

t
Fo)(t =FoX. K + ft

0 " Jo i

[

D'FoX_ daX. + 3%
S= S J

nm™ms

D'DIFox.  a<x ¢, x>
. S=-
0 1i

J

1 s

1

n . . .

+ T[FoX_ -FoX_ -3% DFoX (xX-x)];

s S=- . S=-" S S~
s<t i=1

ol la somme £ ( )
ss<t
En particulier le processus 1=‘oXt est une semimartingale.

intervenant au second terme converge peSe pour tout t o

Démonstration.

Nous ferons la démonstration dans le cas n=1 ; elle s'étend, sans

aucune difficulté, au cas de n quelconque. On supposera dans la suite que
XO est borné; il suffit dans le cas contraire de travailler sur les ensembles

v

{|X0|sk} € J’% .

<, £

&, e
o e

% - f
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1) 1le résultat cherché est connu lorsque X=Xo +M+V, o M est une martin-
gale locale & trajectoires continues, et V un processus a trajectoires continues
et appartenant a’U’; c'est la démonstration de [2] , p. 108, qui est valable

méme lorsqu'il y a des temps de discontinuité dans la famille d’f: o On sait

méme que l'on peut remplacer les bornes O et t par S et T, o0 SetT

sont des temps d'arrét et S<T .

2) Nous passons ensuite au cas ou X=X0 +M+V, ol M est & trajectoires con-

tinues, tandis que V a au plus n sauts sur [0,t] ; on pose T0=0 ’ Tn+1=t ’

on désigne par T1""’Tn les instants des n sauts (T0 ST1 Seee sTnsTn+1).
Nous appliquons la formule du changement de variables du cas 1) a la semi-
martingale M+V'(V=V'4V" |, o0t V' et V"EUJ, V' est a trajectoires continues,

V"' & trajectoires purement discontinues) (5) » sur l'intervalle stochastique

(T.,T.

[ ; nous obtenons
i’7iH

FoX, —FOXT [ DFoXg_(aM+av') +3f DFoxs d<M,M>_
7,1, ] (7507544
En sommant sur les i , et en rajoutant les sauts on obtient :

FoX_ =Fo DFoX _(@e+av) 4} tDFoX _a<MM>_ +
Xt s

% FoXT-FoXT )

Transformons un peu le dernier terme :

n
>: (Fo)LI, -1-‘oxT ) E Fo XTi—FoXTi:DFoXTi‘ (xri-x,ri_)] + j’; FoX _avt ,

i=

et nous obtenons la formule de changement de variables.

(5)si V€{9/ les sommes I (VS—V ) sont Pe.S. absolument convergentes pour
s<t
tout t fini ; on pose V" =z (V -V ) y et V'=V-V" , V' est & trajec-
s<t
toires continues, et V" A trajectoires purement discontinues,
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3) Voici un autre cas particulier. Soit T un temps d'arrét, et soit X une
semimartingale arrétée a l'instant T ; soit Y un second processus arrété

a l'instant T , tel que XS = Ys pour tout s<T . On a alors

Y=X+A ,

ou Atz(YT-xT)I{t ZT}Q '\7; Y est donc aussi une semimartingale. La relation
Foy =FoX + I{t ZT}(FOYT - Foxr)

montre que X satisfait a la formule du changement de variables si et seule-

ment si Y vy satisfait.

4) Plagons nous maintenant dans le cas général X=XO+M+V , MEL , VE U/, XO
C.)
MO
rement grands tels que les processus E[|MR| |‘_,}:ft] et ft Idvsl soient bornés
0

borné et -mesurable. Nous pouvons trouver des temps d'arrét R , arbitrai-

par une constante X sur [0,R[ , (pour le premier processus, il suffit que R

réduise fortement M , pour le second c'est évident). Et il nous suffit de

démontrer la formule de changement de variables pour les processus arrétés

2 R . Nous conservons les notations M et V pour les processus arrétés a
l'instant R .
i "o e i
Soit M =M, I[t<R} + MR-I{tzR} . Comme R réduit fortement

la martingale locale M , M" peut s'écrire

M"=H+B
3 P ; 1

ol H est une martingale bornée dans tout L*(p<+e) , et BEM N¢/b. De

& " o= " 3 -
méme posons Vt Vt I{t<R} + VR-I[tzR} y V est alors un processus a va
riation intégrable. Les processus X=X0+M+V et X"=X0+M"+V“ sont tous deux
arrétés & l'instant R , et égaux sur [0,R[ ; il nous suffit d'aprés 3)

de prouver le théoréme pour X" ., Or X" n'est jamais que le processus de X

rendu continu a l'instant R , il est donc borné ; de plus X"=XO+H+B+V" ’
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ot H est une martingale bornée dans tout Lp(p<+<=)') et B+V"6(7t>g. Donc :

Il suffit de démontrer la formule du changement de variables

pour les semimartingales X=X0+M+V s OU M est une martingale bornée dans

L2 sy O V est un processus  variation intégrable, et ol la somme

X=XO+M+V est bornée par une constante.
X étant borné, nous pouvons supposer que F est deux fois

continument différentiable A support compact.

5) La martingale M dans dans 1TL2 » elle admet donc (théoréme 4) une décompo-

sition de la forme

2
( série convergente dans M )

Cs C.
ol les martingales A' sont deux a deux orthogonales, et chaque A* n'a qu'un

\ C,
seul saut (prévisible, ou totalement inaccessible). Puisque I E[ (A, )2] <+,
M

nous pouvons trouver des entiers kn tels que les martingales
c B Ci
M =M +3 A

vérifient I ”Mm— M:; ||2<+cs . Les trajectoires de M' convergent alors
PeSe uniforZément vers les trajectoires de M (lemme 1). Considérons main-
tenant le processus V ; nous pouvons trouver des processus V' A variation
intégrable, somme de V' (partie & trajectoire continue de V)(G) y €t de k
sauts de V , tels que E[f |d(Vs—V‘:)|] —5> 0 ; les trajectoires de vt
convergent alors p.sS. unifogmément vers celles de V et les trajectoires

de la semimartingale , e =XO+MI1 W s converdgent p.s. uniformément vers celles

de X .

(6) voir note (5) .
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D'aprés 2) ,la formule de changement de variables est valable

pour X' , et 1'on a ( comme Xz =x%)

t t c C
FoX] = FoXO+f0F'oX2_dXZ+ 3 fanox';_d<x x>

+ 3 [Foxg- FoXl;_—F‘ OXZ-(XI; -x2)1 .

s<t =
Nous montrerons que chacun des termes a une limite, lorsque n tend vers 1l'in-
fini , soit p.s., soit pour la convergence forte dans un P . En passant a des
sous-suites, on aura donc une convergence p.sS. pour chacun des termes.
Les trajectoires de F'oXI;:1 tendent p.s. uniformément vers
Foxt y celles de Fo)C:_ tendent donc pe.s. vers celles de FoXt_ ; le

terme ft F"on_d<Xc,Xc> tend dans L1 vers j‘t

) " )
(F" est uniformément bornée, F" oXS_ tend p.s. vers F" ox:_ , donc on

FroX_d <x%,x%>,

peut appliquer le théoréme de Lebesgue).

I1 existe une constante X telle que

IPoxg - Foiy 7 ox (X )| =x0 - 7 )% sx(xx )% ;

2
la somme % (XS-XS_) est p.s. convergente (car les sommes % AMi , et
s<t s<t

z IAV5| sont p.s. convergentes) ; les sommes

ss<t
z [Fox; - FoX, - F'oX, (X - X2)]
<

sst

sont donc uniformément convergentes en n , et tendent PsSe VErs

Z[FoX -FoX_ -F'oX_ (X -X )]
s<t S S= S=" S g-

I1 reste & étudier la convergence de ft F! oXl’sl_dXxs1 = ftF' o)(il (dMIS1 + dVg) .
0 0 T

On a

it t t
F = ' - -
fo o)(ﬁ_dl‘*[l;1 foF oXS_dMs IO(F' oX _-F' oxz_)dM': +

t ,
+ [CFroX_ (aM - aM) .
[ Prox (af - an,
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La fonction F' est uniformément bornée, les fonctions F! oXZ__ tendent
2
PeSe Vers F'oXs_ et ,'E‘:,[<M—Mn,M—Mn>] =’\E[(M‘=—M:) ] tend vers zéro. Les
égalités
B[] [*(Frox_-Frox? )ad®|?] = B[ [*|F' ox__—F'ox®_fa<u® % 1,
w g s= s='"s mwdg S— s- s
et

E(| f;F' ox,_ a(l-1)|%] = 5[ j;(F' ox )% a<u > ]

entrafnent que j't F'o)Cz_ dJI: tend dans szers ft F! oXs_ dMs R
0 0]

On montre de méme que le terme ftF' OXZ_ dV‘l;l tend dans L‘l
0]

vers ft F?! oXs_ dVS - Bt le processus X vérifie bien la formule de change-
o]
ment de variables.,

Corollaires,

1) si Met Né£ , MN - [M,N] est une martingale locale et

t t
MtNt-[M,N]t = J M__ dN_ +J' N_ M
o] 0
(appliquer la formule de changement de variables & la fonction F(x,y)=xy

en prenant pour semimartingales X=M , Y=N )

2) Formule d'intégration par parties : si V€ 19/9;_ MEL ;

s
le processus (VSMS— IS Mt th) est une martingale locale égale a J Vt— th.
(0] 0

(prendre F(x,y) = xy , X=M et Y=V) .
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