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UNE INEGALITE POUR MARTINGALES A INDICES MULTIPLES

ET SES APPLICATIONS 

par

R. Cairoli

Séminaire de Probabilités

Université de Strasbourg 1968/69

1. INTRODUCTION

On s’intéresse à la classe des martingales à indices multiples rela-

tives à une famille de tribus du type produit. Après avoir étendu une

inégalité maximale de Doob bien connue p. 31’j; ~2 ~ p. 121) aux

martingales de cette classe, on démontre la convergence presque sûre

de celles pour lesquelles le second membre de l’inégalité est fini. En

adaptant la construction faite par Jessen, Marcinkiewicz et Zygmund

dans la démonstration du lemme F de [3J, on montre que cette condition

ne peut pas être affaiblie. On applique ensuite l’inégalité à l’étude

du comportement des fonctions multi-harmoniques (définition probabiliste)

sur les trajectoires du produit cartésien des processus de Markov par

rapport auxquels elles sont définies. Grâce à un résultat de Brelot et

Doob ~4 ~, on déduit un théorème classique sur le comportement des fonc-

tions multi-harmoniques à la frontière distinguée.

2. NOTATIONS

Tout au long du travail m est un entier s 2 fixé et j parcourt les

enti ers de 1 à m. Pour chaque j, ( Qj’ ~’j , P j ) es t un espac e de proba-
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bilité. . On pose ~ - , ? - , P " ~)P.. L’espérance par
J J J J J J

rapport à P sera désignée par E.

Les processus que l’on va considérer sont (sauf mention du contraire)

réels, définis dans ( Q , ~, P) et admettent comme ensemble des indices

un ensemble de points à m coordonnées dont chacune des coordonnées par-

court une partie dénombrable de R. Cet ensemble sera muni de la relation

(r’,...,r’) si r. ~ r’, ’ ... , ’ r ~ r’. °

On désignera par j~L la classe des martingales

(X, , ... ,rm, 
, 1r1 ~ ... ~ mrm)

relatives à une famille croissante de tribus-produit contenues dans 3’.

3. . INEGALITES MAXIMALES

L’inégalité maximale usuelle des martingales à indices totalement

ordonnés n’est en général pas valable pour les martingales de la classe

À. Pour s’en convaincre, il suffit de considérer l’exemple simple sui-

van t: m - 2; r1 = 1,2; r2 = 1,2; (03A91, 1, ’ et ( 03A92, 2, P2) sont
deux copies de l’intervalle [o, l] muni de la tribu et de la mesure de

Lebesgue ; ~ . ~ - (j~, [o, , l]}; i ~ .{~, [o, , 1/3[, [l/3, , l],[o,l)}; ;

~~ - {~, la , 1/2[, [l/2, l], la , l]}; i 1/2; X~ ~ . 1 sur la , Q x

[o, , 1/2 [, - o ailleurs; j X~  - 3/2 sur [o , 1/3~ [o, l~j, - o ailleurs; j

X~ p - 3 sur [o, 1/3[ x Jo, 1/2 [, - o ailleurs. On vérifie aussit8t que
(X r~.r~ , ~ r~ ~ 3~ , r~ , P ) ~ est une martingale. D’autre part, F dési-

gnant l’ensemble {sup X > 1}, , on a ©

(P1 ~ P2)(F) = 2/3  / X2,2 dP1 ~ dP2 =  X2,2 dP1 ~ dP2 = 1/2.
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Par contre, l’extension suivante des inégalités de Doob est valable

pour les processus de .~s

Théorème 1. Si (X ) appartient à ,/’~, alors on a, pour tout

~ >o et tout p > 1:

I X 
~l’"’~m 

! ~ 

=  A m rl,...,rm sup _, 

+ ,

E{ rl,...,rm sup (X ~p} â A p,m , r m E{ ,

où A m A p,m et B m sont des constantes universelles.

Remarquons que les inégalités de ce théorème sont vérifiées aussi par

les sousmartingales positives relatives à une famille croissante de tribus-

- produit. On démontre la première pour cette classe de processus. La dé-

monstration sera effectuée par récurrence sur m. Pour le cas m - 2, soit

(X , , ~1 rl ® ~’2 ) r2 une sousmartingale positive. On vérifie facilement

que, pour chaque r2 fixé, (X , 1r1 ~ 2) est une sousmartingale (in-
dexée par r.). Il s’ensuit que (sup X , 1r1 ~ 2) en est également
une. D’après l’inégalité de Doob, on a donc, pour chaque ~ > _ o:

03BBP{sup_ X > 03BB }  sup E{sup X }.
s 

rl r2 

Or, rl étant fixé, est une sousmartingale positive (indexée par

r2~, En vertu d’ une autre inégalité de Doob ( ~l ~ p. 317), on a donc, A

étant une constante universelles

E{sup X r1,r2 } ~ A sup r2 E{Xr1,r2 log+Xr1,r2 } + A.



- 4 -

Par conséquent:

03BBP{sup Xr1,r2 ~ 03BB } ~ A sup E{Xr1,r2log+Xr1,r2} + A.

Supposons maintenant que 1’inégalité soit vraie pour m - k > 2 et consi-

dérons la sousmartingale positive . (X "l~-~k~l , 3~ "1 s~ ...~ 3~~ ~1 ). Si

on fixe r~ et on pose ~ - ~~ ~, S~ - Q~x ~~, ~ .
~~k~k~~l~ ~~

(Xr1,...,rk,rk+1 , 1r1 ~ ... ~ k-1rk-1 ~ krk)
est une sousmartingale positive (indexée par (r.,...,r )) relative à une
famille de tribus-produit, défini e dans (~~...~~..x~ 3.~...8)
~ ~k-1~ ~k’ ~l~’"~~k-l~~k~ disque la famille de tribus ne dépend
pas de r..,, (sup X , c? ~... 8 3’~~ 0 ~ ) est aussi une~ "k+1 "1 "k
sousmartingale positive. Par hypothèse de récurrence on a donc, 03BB étant ~o:

~P{ X ~f’~k+1 ’ > A} 

 A r sup 
r E{sup Xr,..., r [log+(sup X r ]k-1} + B. " kr~.~.r~ ~1~1~-~k+l’’ ~1~~-~k~l-’ ~ ’

~ A sup [log+Xr1,...,rk+1]k-1)} + B..
D’autre part, , r-...,r, " " étant fixés, (Xr1,...,rk+1 ) est une sousmartingale

aussi, puisque t[log+ t] 
* 

est une fonction convexe croissante de t > o.

D’après l’inégalité de Doob citée antérieurement, on a donc:

E{sup (X r1,... rk+1
]k-1)} 
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AsupE(X_. _ ~X_ ~ ]~~log’’(x~ ~ ~ ’ A "k+1 ’’l""’’k+l ~og log ’’l""’’k+l log ’’l"""k+l "

k 
+ A 

A ksupE{X_. _ ] ] "} +A, 

cette dernière majoration étant une conséquence de l’inégalité

t ~~) ~ 

vraie pour tout t > o et tout entier k > 1. En rapprochant cette relation

à la précédente, on voit que l’on a:

BP{ sup X 
. 

>~} 
~l""~k+l -

E{X ]k} + B i, ,

4. UN THEOREME DE CONVERGENCE

Dans ce paragraphe l’ensemble des indices est l’ensemble des points

(n~,...~n ) à coordonnées entières et positives.
On démontre, au moyen des inégalités maximales, la convergence presque

sûre des martingales de la classe ~’L, quand ... , Cependant,

on impose comme condition que le second membre de la première se-

conder inégalité du théorème 1 soit fini. On sait que cela entraîne en

particulier l’existence d’une variable aléatoire X ~ L- [resp. Lp], appelée

variable terminale, telle que X - 
... ~ mnm} p. s. pour

tout (n.,...,n ) et que X converge vers X en moyenne [resp. en
i m *-

moyenne d’ordre pi quand .... Il est clair que la condition
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la plus faible est celle qui exige que le second membre de la première

des inégalités soit fini. Pour la convergence presque sûre cette condi-

tion ne peut pas être affaiblie, au sens précis énoncé dans le théorème

suivants

Théorème 2. Si pour la martingale (X ) E ,/~ on a

~  o0

( donc, en particulier, si 
n sup ’ n " ’ n m|p}  ao pour un p > 1 ) ,

alors la limite

nl~~,...,nm~~ Xn
l ,...,nm

existe (et est finie) p.s..

En outre, quelle que soit la fonction ~(t), t = o, positive et crois-

sante, telle que ~(t) = o(t logm-lt) pour t il existe une martingale

uniformément intégrable (X , 1n1 ~ ... ~ mnm) définie dans l’espa-
nl nm

ce ~o, muni de la mesure de Lebesgue, telle que l’on ait, X désignant

sa variable terminale,

E{ ~( (X~ )}  oo et 
oo 

X  
co 

X 

sur un ensemble de mesure positive.

Remarques: t

1. La seconde partie du théorème établit en particulier que, si 03C6 est

en plus convexe, il existe une martingale (Xn ~ ~, n ) E telle que

m 
t )}  ao
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et qui ne converge pas presque sûrement quand ... , , 

2. Quant à leur expression, les résultats des théorèmes 1 et 2 sont

analogues à ceux de Jessen, Marcinkiewicz et Zygmund en théorie de la

dérivation des intégrales multiples (~3~, , ~5~). C’est d’ailleurs en adap-

tant la construction de l’exemple dans la démonstration du lemme F de ~3~

que l’on montrera la seconde partie du théorème 2.

3. Les théorèmes 1 et 2 gardent leur validité si l’on remplace la clas-

se ~ par la classe définie de manière suivante (pour le théorème 2

(n 1 ,...,n ) m remplace (r 1 ,...,rm),s i ) appartient à ~o si, , pour
tout E

" n j + 1 x ... x n m les coordonnées 
étant fixées, (Xr ~ . , , ~r ) en tant que famille de fonctions de .

indexée par r. , est une martingale dans ( n ., , ~’., , P.) relativement à une
J J J J

famille croissante de sous-tribus de ~j pouvant dépendre de jj-,...,(jj.-,

~’j+1~..., ~ mais non de ~f " ~~-l~i+l’"’~m*
Un processus de la classe ~o dont chaque variable est intégrable est

une martingale (non nécessairement relative à une famille de tribus-pro-

duit). Une martingale de la classe /u dont chaque tri bu jrj est séparable

appartient à Mo.

Passons à la démonstration du théorème 2 en supposant d’abord que

n 1, 
sup 

, n m 
s oi t f ini pour un p > 1 et dé si gnons par X la

variable terminale de la martingale. Choisissons une suite d’indices

(nk1, ... , , nkm) telle que nk1 ~ oo, , ... , nkm ~ ~, quand k ~ ~ , ®t que1 m 1 m

kp E{ I X-Xk n k  oo.
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Considérons, pour k fixé, la martingale

(Xn1,...,nm-Xnk1,...,nkm,1n1 ~ ... ~ mnm)
indexée par (n..,...,n ) > (nk,...,nk). D’après le théorème 1 on as

E{ sup |Xn1 , ... ,nm-Xnk1 , ... nkm|p} ~

A P ,m sup E{|X
n1,...,nm-Xnk1,...,nkm|p} ~

 A 
p,m 

E{|X - X k ,.. ,nkm|p}
,

où, dans la dernière majoration (e~ réalité égalité), on utilise la relation

X -Xk k~ c~l®...®~m} p.s.
nl,...,nm nl,...,nm nl,...,nm nl nm

On en déduits
o

P{ 
> k 

sup 
nl,...,n 

- X k 

= A P’ m k=1 
kP E{| X I P }  ~,

ce qui entraîne! 1

P(lim sup { sup ! X - X k nkm| > l/k) = o

et donc la convergence presque sûre de 
...,nm 

quand .. , , 

Supposons maintenant que

~ )°° 1}  ~

et désignons encore par X la variable terminale de la martingale. On peut
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se borner au cas où la variable X est positive (si elle ne l’est pas,

on la décompose en une partie positive et une partie négative et on traite

séparément les deux cas). Posons

X~ , - E(X~!~ ~...~ 

où X(~) désigne la variable X Aa et a une constante. D’après le théorème

1 on a, pour tout 03BB > o:

Pf sup (Xn1,..., nm - X(~)n1,..., nm) > 03BB} 

sup E((X, -X(~) - X(~)n )]m-1}
- ~ À n~,...,n~ n~,..,n~ 

A + 
B- 

m 

~E{(X-X~))[l.~(X-X~))r-~ + ~. 
" T~

À ~

Or, E > o étant donné, considérons une suite ~k ~ o et définissons une

suite 03 telle que l’on ait

P{ sup (X - X~ 
n )~ e.} ~ 

Cela est possible grâce à l’inégalité précédente, car

P{ sup (Xn1,..., . - , ) > e.} -K

- P{ sup ~_ ~ - X~~ ~)~ce.} 

~ Am c~k E{c(X - X(~))[log+(c(X - X(~)))]m-1} + Bm c~k
que majore e/2 si c et a sont choisis assez grands. Désignons par F.
l’ensemble { sup (X - ) > e~} et par F la réunion

n1,...,nm n1,...,nm n- ,... ,n K
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des Fk. Sur le complémentaire de F on a, pour tout k:

n1,...,nm nl,...,nm nl,...,nm = k

donc

limX( ) -X
. 

nl , ... , ... , nm

uniformément en (nl,...,nm). . Mais d’après la première partie de la dé-

monstration, , pour chaque a 
; .. ,nm 

converge p.s. . quand nl ~ oo,..., ,

n m ~ oo . . Il en est donc de même de X nl,...,nm sur le complémentaire de
F et la démonstration de la première partie du théorème est achevée, puis-

que P(F) ~ E et e est arbitraire.

Pour démontrer la seconde partie, on suit le procédé utilisé par Jessen,

Marcinkiewicz et Zygmund dans la démonstration du théorème 8 de [~3] ’ .

Afin de simplifier l’exposition, on se limite au cas m - 2. Les deux

espaces de base 03A91 et n2 sont chacun une copie de l’intervalle 1]

muni de la tribu et de la mesure de Lebesgue; 03A9 est donc le carré unité

1~ x Co, 1~ et P la mesure de Lebesgue dans St .

Si X est une variable intégrable dans , on désigne par l’espé-

rance conditionnelle ~ 2n2 }, où et 2n2 sont les tribus
engendrées respectivement par les partitions {[o, ... , C(2n1- 1)/
2n1, , 1 } et {[o, , 1~2n2~, ... , C (2n~- 1)I2n2, 1 J }. .

Si ~ est une fonction positive de t ~ o, on désigne par L~ la classe

des variables X (définies dans Q ) pour lesquelles est fini.

On note en outre An la partie ouverte du plan limitée par les deux

droites verticales d’abscisse o et 2n, par l’axe horizontal et par le

graphe de la fonction f définie de la manière suivantes t f(t) - 2n si
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t = [p, l] , , f(t) . 2~’~ ai t e] 2~’~, 2~], , où k - 1, 2, ... , , n.

Voici d’abord deux lemmes:

Lemme 1. Soit () une fonction positive de t ~ o, croissante, constante

sur chacun des intervalles [o, , l] , , Jl, , 2J, , ... , j2~" , , 2~] , , ... , et telle

que lim inf j)(t)/t > o. Si, pour chaque X 6 L , , X 
ni ,n2 

converge p,s. quand

n1 ~ ~, n2 ~ ~, alors il existe une constante C telle que l’on ait

C ~),

pour tout entier positif n.

Supposons que le lemme soit faux et montrons qu’il existe un X ~E L~
pour lequel la suite des X n’est pas p.s. convergente. A cet effet,

~1~2 ~

choisissons une suite de nombres C. . > o telle que l/Ci  03C6(a), où a

est un point tel que 03C6(a) > o. Pour chaque i, il existe par hypothèse un

entier n(i) tel que P(A ..x) > C. ~(2~ ~). . Fixons i et considérons la

partition de Q en 2 ~ carres de même grandeur, n étant suffisamment grand

pour que 2 n-1 > i. Désignons par A., 1 A., 2 ... , , les ensembles homothé-

tiques de A /.B, , 
dans le rapport 1/2 ~ ~, , contenus dans chacun de ces

carres. Considérons ensuite la partition de 03A9 en 22(n+n(i)) carres de
même grandeur et désignons par A. , A..... les ensembles homothé-
tiques de A 

n ( i ) , dans le rapport 1/2n+2n(i) , contenus dans 
les carrés de

cette deuxième partition qui sont disjoints de A., ... , , A..En procé-
dant de cette manière indéfiniment (c’est-à-dire en partageant ~ en

2 ~ ~ ~/ carrés de même grandeur et en considérant les ensembles homo-

thétiques de A ..x, , dans le rapport 1/2~’~~, , disjoints des A~ déjà
définis, ainsi de suite) on détermine une suite A., A., ... dont les
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termes sont homothétiques de A /.B, deux à deux disjoints, de diamètre
 1/i et dont la réunion est 0 (à un ensemble de mesure nulle près). Soit

03A9ki l’image de 03A9 par l’application homothétique qui fait correspondre

Aki 1 à An(i). Alors 
P (Aki) > Ci cP (2n ( i ) ) P ( 03A9 ki),

puisque > Ci Cela étant, posons (i

est toujours fixe) X. - sur LJ~~ - o ailleurs et X - sup X.." k-1 ~ i ~-

Compte tenu de l’inégalité précédente on a!

et) 00 00 00

E~(X)} ~~E~(X,)} ~~~~(2"~~)P(~) i-1 ~ i-1 k-1 ~ i=l 

ce qui montre, en particulier, que X appartient à L . D’autre part, pour

chaque i presque tout point (t) ~ 03A9 est élément d’un ensemble A., donc d’un
ensemble F.(h)), atome d’une tribu 3~ ~ ~ , de diamètre  1/i, contenant

k 
i 

(.) k 
n.. n?

~~ et tel que 2~~P(~) - Pour presque tout ~ et tout i, on a

donc la relation suivante:

dP - > a2n ( i ) dP = a2n ( - a.

Or, il est clair que si X (~) converge pour presque tout t~, quand

le premier membre de cette relation converge aussi pour

presque tout 03C9 quand i ~ ~ et les deux limites coïncident p.s.. D’autre

part, de lim inf 03C6(t)/t > o on déduit que L03C6~L1(1) d onc que X n 
converge

en moyenne vers X. On en conclut que si X converge p.s., alors on a

X ~ a p.s., donc ~(X) ~ ~(a) p.s. et par conséquent E{~(x)} ~ ~(a), en

contradiction avec le calcul précédent qui donnait E{~(x)~ ~ ~(a). Il

doit donc exister au moins un X dans L. P pour lequel la martingale de terme

(1) L désigne la classe des variables aléatoires intégrables.
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général n’est pas p.s. convergente, ce qui achève la démonstration

du lemme 1. ..

Lemme 2. Soit 03C6 une fonction positive de t ~ o, croissante et telle

que lim inf 03C6(t)/t > o. Si, , pour chaque X E L03C6, X converge p.s.
quand nI ~~, n2~~, alors il existe une constante C telle que l’ on ait

2nlog 2n s C ~ ( 2n ) , ,

pour tout entier positif n.

Posons ~~(t) _ ~(1) pour tout t e Co, 1~ et ~~(t) _ ~(2~) pour tout
t E ~ 2n _ 1, , n parcourant les entiers positifs. La fonction $* ainsi

définie majore ~ et on a ~*(2~) - ~(2~) pour tout n. En outre ~ ~ possède
les propriétés de la donnée du lemme 1. Si donc pour chaque X E L ~ 
converge p. s . ° quand t n2 ’ alors pui L 

~~ 
C L~ , ’ on a, ’ en vertu

de ce lemme et pour tout n:

2n_1

2 n-1 log 2 n-1 dt  C ~(2~) - C ~(2 n ). .
1 t 

~

Mais cela implique

2n log 2n ~ 

pour tout n, la constante C n’étant pas nécessairement identiqu e à la

précédente. Le lemme est donc démontré.

Passons maintenant à la démonstration de la seconde partie du théo-

rème 2. Soit ~ une fonction de t ~ o satisfaisant aux conditions de l’énon-

cé. Posons f~(t) - + t pour tout t ~ o. La fonction ~~ ainsi définie

est positive, croissante et majore ~. . En outre lim inf ~~(t)~t > o, donc
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~* possède les propriétés de la donnée du lemme 2. D’autre part,

log log t + 1/log t -.~ o,

quand t donc il n’existe aucune constante C telle que l’on ait

2n log 2n = C 

pour tout n. D’après le lemme 2, il existe par conséquent une variable

X pour laquelle la martingale associée de terme général 

n’est pas p.s. convergente. Il ne reste alors à remarquer que L ~,= .

5. COMPORTEMENT D’UNE CLASSE DE FONCTIONS MULTI-HARMONIQUES

SUR LES TRAJECTOIRES D’UN PRODUIT CARTESIEN DE PROCESSUS

On se place maintenant dans les hypothèses de Kunita et Watanabe. On

considère, plus précisément, m esp aces localement compacts, non compacts

et à base dénombrable Sl, ... , Sm, m processus de Hunt transients X- =

(03A91, (X1t)t~o , (1t)t~o, 03B61, (Px1)x1~S1), ... , Xm = (03A9m, (Xmt)t~o,
(mt)t~o, 03B6m, (Pxm)xm ~ Sm) à valeurs respectivement dans S , ... , S

et vérifiant l’hypothèse (B) de Kunita et Watanabe ([6] p. 498; [7] p.

49) 0. .

On désigne par PA(x.,dy.) la répartition de sortie de X. de l’ensemble
borélien A C Sj:

(2) Il suffirait de prendre des processus standards vérifiant (B), à condi-
tion de compactifier S1, ... , , Sm selon Meyer ( L7~ chapitre IV) et de

relativiser le problème par rapport à une fonction de la forme hl...hm,
où h. J est harmonique dans Sj, strictement positive et finie nJ p.p., ni
étant la mesure fondamentale de l’hypothèse (B) relative à Xj.
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1 ’~ ’ ~

On désigne en outre par S l’espace-produit S x ... x S°~.

On dit qu’une fonction numérique positive h dans S est multi-harmoni-

que si elle est universellement mesurable et, quel que soit j, harmonique

de x. pour toute valeur . fixée de x.,...,x -,x. -,...,x m (PKj h. - h. pour
tout compact Kj C SJ, où hj désigne la fonction 

Toute fonction multi-harmonique est multi-excessive ([6] p. 491; ~8~]
p. 320) donc, en particulier, mesurable par rapport à la tribu borélien-

nedeS.

Désignons par H , , p étant > 1, la classe des fonctions multi-harmoni-

ques h telles que

lim pour tout (x.,...,x ) e S,**-i ~~ -’- ~ l m

par H celle des fonctions multi-harmoniques h telles que

lim  oo pour tout 
*~t Il 

’- -" ± m i m

et par D celle des fonctions multi-harmoniques, uniformément intégrables,

pour tout (x..,...,x ) ~ S, par rapport à la famille de mesures 
~ ... ~ PKnm(x m,dym)}n=1 ,2,... , où, dans les trois cas, Knl x... parcourt

une suite de compacts dont la réunion est S et dont chaque terme est un

voisinage du précédent.

Les trois classes sont indépendantes du choix de la suite des compacts

K" x... ~K"~ ce que l’on vérifie facilement pour les deux premières classes

et en utilisant le même argument que dans [9] p. 60 pour la troisième.
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On a en outre les inclusions suivantes:

H ~ H ~ D.

Munissons chaque S d’une mesure de référence finie et désignons par

K, et S respectivement le noyau et le compactifié de Martin relatifs

à cette mesure sur S ( [6] p. 506 et suivantes). Désignons en outre par

~Sjmin (3) la partie minimale de la frontière de Martin ~Sj = Sj - Sj (cf.

N’ [?] et [l0) ) et par p. la seule mesure finie sur ~Sj portée par

~Sjmin telle que l’on ait, pour tout x j , e S"!

1 - ~K (x~~)p (d~). .
Dans le compactifié de Martin Sj, la 

limite 
à gauche Xj03B6j- de Xjt à

l’instant ~. J existe P 

Xj 
-p.s. pour tout et on a ([6] proposition

12.11; ; [?] V thé orème 9; j [il] théorème 7.l): :

P__ j (X~ ~ ed~}- K J ~)p J (d~).

Pour toute fonction mesurable positive f sur 3S, on a donc

Ex1,..,xm{f(X103B61-,..,Xm03B6m-) = 03BA(x1,..,xm;03BE1,..,03BEm)f(03BE1,..,03BEm) (d03BE1~..~ d03BEm),
ou 3S désigne l’ensemble 3S ... ~Sm; E 

x1,... xm 
l’espérance relative

à P 
x~,...,x~ 

; P 
x~,...,x~ 

la probabilité ... ~ ; K (x. i ,... ,x ; m ~-, i ,.., ,

~) le noyau ~(x~~~)..~~(x~,~) (~), , et P la mesure ~9...S~.
On se servira de ces notations aussi par la suite, ainsi que des sui-

vantes! ’ pour ~S1min ... ~Smmin; ’ ’ où

(3) Dans [6] cet ensemble a été désigné par 

(~) Conventions: 0*00 - o et 00*00 - oo.
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P ~ dénote la probabilité associée au ~.-processus issu de x. ([6] p. 51?!
x, j J

[?1 p. 16); pour l’espérance relative à P03BE1,...,03BEm.
. 

Théorème 3. Soit h une fonction de la classe D. Alors il existe une

fonction positive ~ (unique à une équivalence près modulo P), mesurable

pour la mesure p et élément de L-(K(x.,...,x : * )p) pour tout (x.,..,x )
~S, telle que l’on ait:

(1) h- ° ;~,...,~)~(~,...,~)~(d~~...~d~).
On a en outre, -p. s. pour tout (x~,...,x ) ~ i m OE S:

(2) lim h(X103C3n1,...,Xm03C3nm)=03C6(X103B61-,...,Xm03B6m-), où 03C3n1,...,03C3nm désignent
les temps de sortie respectivement de Kn1,...,Knm.

Réciproquement, une telle fonction () définit, au moyen de (1), une

fonction h de la classe D et la relation (2) vaut pour cette fonction

h et ù.

Pour qu’une fonction h de la classe D appartienne à la classe H [resp.
H ], il faut et il suffit que la fonction ~ qui lui est associée soit

telle que . )p) [resp. 03C6 ~ 
. )~)1 pour tout (x.,,...,x ) 6 S.

Posons [h](oo ,...,o) ) - lim sup h(X103C3n1(03C91),...,Xm03C3nm(03C9m)). En suivant le
procédé utilisé dans pour la démonstration du lemme IV (2.3), on

montre que pour chaque (03BE1,...,03BEm) ~ ~Smin la fonction [h] ainsi définie

est constante sauf éventuellement sur un ensemble négligeable pour la

mesure pour tout (x1,...,xm) ~ S03BE1,...,03BEm, où S03BE1,...,03BE
m 

désigne

l’ensemble {(x1,...,xm) ~ S: o  ~}. Définissons
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~ de la manière est la constante associée s ~h~ et

à (03BE1,...,03BEm) si ce point apparti ent à ~Smin et 03C6(03BE 1, ...,03BEm) = o si (03BE1,
...,~m) appartient à aS - aSmin. D’après ~6~ (12.5) ou I (3.9) on a,

pour tout (x1,...,xm) ~ S, F désignant l’ensemble {lim h(Xln,...,Xmn)1 m 0l om

existe} : s

P (F) - l K(Xl’... ,xm’ ~l’...’ ~1,..., ~m x1,..,xm (F) 
= ~1~..., 

{(~1,..,~m)s (xl,..,xm)E S }~1~ . . ~~m

Or, le membre de gauche est égal à 1, puisqu e h(Xln,...,Xmn) est le terme
al om

général d’une martingale positive et, d’autre part, on a

. ~ 

1 = l K(xl,...,xm;~l,...,~m)u(d~l®...~d~m),
pour tout (xl,...,xm) E S, puisque u est la mesure représentative de la
constante 1. En rapprochant les deux relations, on voit que, quel que soit

(xl,...,xm) E S, pour u-presque tout point (03BE1,...,03BEm) E ~Smin on as

(x1,...,xm) E= S , P03BE1,...,03BEmx1,...,xm(F) = 1

et donc, par définition de 03C6 et puisque (X103B6 1 -,...,Xm03B6m-) = (03BE1,...,03BEm)
P03BE1,...,03BEmP m-p. s. ,
xl,...,xm

P03BE1,...,03BEmx1,...,xm {lim h Xl n1,...,Xm03C3nm) = 03C6(X103B61- ,...,Xm )} = 1.

En intégrant par rapport à K(xl,...,xm; . . )u, on obtient, pour tout (xl,

...,Xm) E S,
P {lim h(Xln,...,Xmn) _ ,...,Xm )} = l,

et, en remarquant alors que les fonctions h(Xln,...,Xmn) sont uniformé-
°1 om
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men t intégrables par rapport à , ce qui est une conséquence de

la condition définissant la classe H, on en déduit:

h(x1,...,xm) = lim E 
xm{h(X103C3n1,...,Xm03C3nm)} =

- Ex1,...,xm{lim h(X103C3n1,...,Xm03C3nm)} = Ex1,...,xm{03C6(X103B61-,...,Xm03B6m-)} =
- 03BE1,...,03BEm)03C6(03BE1,...,03BEm) (d03BE1 ~ ... ~ d03BEm),

ce qui prouve la première partie du théorème.

L’unicité résulte aussit8t de la réciproque dont voici la démonstra-

tion : soit ~ positive, mesurable pour la mesure p et élément de 

...,xm; ~ 
. )u> pour tout S et soit h donnée par la formule

(1). Appelons ha la fonction définie par la même formule avec 
à la place de ~, a désignant une constante positive. D’après le théorème

4 dans est univoquement déterminée (à une équivalence près modulo

u) par h. . Or, il est clair que h appartient à D et la partie du théo-
rème déjà établie montre que l’on a, -p.s. pour tout (x,,..,x ) "1 m
dans S:

lim ha(X103C3n1,..., Xm03C3nm) = 03C6a( X103B61-,...,X m03B6m-).

En outre, d’après l’inégalité des martingales de Doob on a, b étant une

constante a et À ~ o:

ÀP { 

~ sup E 
xm 

{ (h - 

- j K(x~,...,x~;~,...~~)(~~ - ~b)(~1,...,~m)u(d~l®...® 
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Cela entraîne que, quel que soit (x 1 ,...,x ) m E S, -p.s. h 

...,Xmn) converge vers uniformément en n quand et

donc que converge -p.s., vers ,...,Xm03B6m- )

quand n -+ 00. Il reste donc seulement à vérifier que h appartient à D.

Or, il est évident que h est multi-harmonique et l’argument utilisé dans

E9*] pour démontrer le théorème 4.2 montre que h est uniformément intégra-

ble par rapport à , ce qui prouve

que h E D.

La dernière partie du théorème résulte des relations

lim 

- {h log+h]m-1(X 
ol 

} -

= E
x1,...,xm {03C6[log+03C6]m-1(X103B61-,...,Xm03B6m-)} =

- 1,...03BEm)03C6[log+03C6]m-1(03BE1,..,03BEm) (d03BE1 ~ ..® 

et de celles analogues que l’on obtient en remplaçant par hP

par La démonstration est donc achevée.

On dira que h est continu e à droite sur les trajectoires de ,...

Xt ) si, pour tout E S, on a 

lim tm h(X1 tl ),

quels que soient tl  03B6m.

On dira que h admet des limites à gauche sur les mêmes trajectoires

si, pour tout (x.,,...,x) 1 m ) = S, P x~,...,x~ -p.s. 
la limite
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t’1 ~ lim t’m ~ tm b(X1,,...,Xm,) t 1 tm
existe, quels que soient tl  

Théorème 4. Toute fonction h de la classe H (en particulier, toute

fonction de la classe H ) est continue à droite et admet des limites à

gauche sur les trajectoires de (Xt 1 ,...,Xt m ). En outre, ~ étant la fonc-

tion associée à h dans le théorème 3, on a:

tl ~ lim. 03B6m h(X1t1,...,Xmtm) = 03C6(X103B61- ,...,Xm03B6m- ),

P -p.s. pour tout S.

La démonstration est analogue à celle de la première partie du théorè-

me 2 et sera postposée aux remarques suivantes: 1

1. Pour les fonctions multiharmoniques bornées, la première partie du

théorème est une conséquence immédiate du théorème dans 

2. On obtient des classes H , H et D légèrement plus grandes (et liées

de manière plus naturelle à l’hypothèse (B)) en remplaçant "pour tout

(xl,...,xm) ES", dans les conditions qui les caractérisent, par "pour
n-presque tout n dénotant la mesure produit des mesures

fondamentales associées à chacun des processus X1,...,Xm par l’hypothèse
(B). Le même changement dans le reste du paragraphe fournit alors des

résultats relatifs à ces nouvelles classes. En outre, dans ce cas, la

condition 03C6~L1( ) caractérise la classe D n où r désigne la me-

sure produit des mesures de référence, et les conditions 03C6[log+03C6]m-1 ~
L1(u) respectivement les sous-classes de H et H 

P 
des fonc-
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tions multi-harmoniques h telles que

lim et lim E 
Kl Km 1 Kl Km 1

(rappelons qu’une fonction multi-harmonique ou, plus généralement, multi-

- excessive de Ll(r) est finie n-p.p. ou, ce qui revient au même, locale-

ment intégrable par rapport à cette mesure).

3. Si pour chaque j sj est un demi-espace euclidien de dimension ~ 2

et X. un mouvement brownien dans Sj, grâce à un résultat de Brelot et
Doob ([4] théorème 3) on déduit du théorème 4 que si h appartient à H

(en particulier à H ), alors en presque tout point (~,...,~) (mesure
de Lebesgue) du produit des frontières euclidiennes de la limite

angulaire 

xi - 
lim 

~ 03BEm h(x.,...,x )
x1 ~ C03BE1

existe et est finie, quels que soient les domaines coniques Cl dans S1
de sommet ~, ... , , C 

~m 
dans Sm de sommet ~m. . C’est un résultat classique

bien connu ( ~13~, ~3~, , ~5~).
La démonstration est analogue à celle du théorème 3 dans [4]: s

La co nclusion du théorème 4 entraîne que, pour (xl,..,xm) E S fixé,

lim ,...,Xmtm)= 03C6(X103B61 -,...,Xm -),

pour presque tout (~ , ... , ~ ) (mesure de Lebesgue) de 3S.
xl,...,xm 

1 m

Soit (~1,...,~) un point pour lequel cette relation a lieu. Tout revient

à démontrer que si l est une valeur d’adhérence de h relative à C03BE 1 X ...
x 

C03BEm, alors l est valeur d’adhérence de h(X1t1(03C91),...,Xmtm(03C9m)) quand
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t1 ~ 03B61(03C91),...,tm ~ 03B6m(03C9m), pour tout (03C91,...,03C9m). On

suppose que l est fini (on procède de manière analogue quand l = oo). Il

existe une suite (y-.~’.’~y ) de points dans C~ x ...xC~ convergeant

vers (~-,...,~ ) telle que h(y-,...,y ) converge vers ~, , quand . Il

s’ensuit que, 6 > o étant donné, on a ~-6 ~ h(yit*’’~y ) ~ ~ ~ ~ pour
tout n ~ q. Or, soit a ejo, 1 [. Désignons par d~ la distance de y~ de 3S~

J J

et par B. la boule dans S de centre y. et de rayon ad.. En vertu de l’iné-
galité de Harnack on a, quel que soit n ~ q, pour tout B, x

... 
x B~: s

~ (&#x26; - 6)/e(a) ~ ~(y~~-.y~) ~ ( ~ + s)o(a). ,

où 0(ot) -~ 1 quand a-~ o. Il résulte que, e > o étant donné, en choisissant

6  e et a suffisamment petit on a:

~ - c ~ h(y~,...,y~) ~ ~ + e, ,

pour tout (y-.~’**y ) 6 x... . Il suffit donc de prouver que,
~ n-q ~ 

~ .. ~
en excluant au besoin un ensemble négligeable pour p’’l~*’~’’m , , pour chaque

(03C91,...,03C9m) (X1t1 (03C91),...,Xmtm(03C9m)) rencontre x ... x Bnm) pour des

valeurs de t.  , ... , , t  03B6m(03C9m) arbitrairement proches respec-
tivement de ... , ~ (cD ), , et cela pour chaque q. La preuve repose

sur le résultat, établit à la fin de la démonstration du théorème 3 dans

L4J selon lequel l’ensemble Bnij n’est pas effilé en quelle que

soit la suite n-  n- 
 .... Cela entraîne que, à l’exclusion éventuel-

lement d’un ensemble négligeable pour pour chaque 03C9j Xjtj(03C9j) rencon-

tre Bni pour des valeurs de t .  arbitrairement proches de
i J J J J

Si donc a) appartient au complémentaire d’un ensemble négligeable

pour , il existe une suite d’indices t-, , t-, , ... S 
,

une suite d’entiers ~ q n2 ... telles que l’on ait
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X1ti1(03C91) ~ Bni1 pour tout i. D’autre part, pour chaque 03C92 choisi en dehors

d’un ensemble négligeable pour P03BE2x2 (pouvant dépendre de il existe

t2 ~ ]03B62(03C92) - 03B4, 03B62(03C92)[tel que X2t2(03C92) ~ Bni2. Il s’ensuit que X2t2(03C92)
6 B ~ pour un certain n , donc que B~ 2 1 ~i~~i~ ~~ 

1

x B~), ce qui prouve la proposition pour m ~ 2. Par le même raisonnement

on démontre que si elle est vraie pour m - k-1, elle est vraie aussi pour

m - k. La démonstration est donc achevée.

4. Comme la limite du théorème 4 entraîne la limite angulaire, un ré-

sultat de Saks [l4] montre que la seconde partie du théorème cesse d’être

vraie pour les fonctions de la classe D. Les résultats de Jessen, Marcin-

kiwicz et Zygmund [3] montrent d’ailleurs que, pour la validité de cette

seconde partie, la condition définissant la classe H est la meilleure

possible au sens de la seconde partie du théorème 2. La première partie

est vraie aussi pour toute fonction multi-harmonique h telle que

1 m

pour tout S et tout n. On ne sait pas si elle est vraie pour

toute fonction multi-harmonique.

5. Signalons qu’une étude probabiliste du problème de la convergence

angulaire restreinte à la frontière distinguée du quotient de deux fonc-

tions multi-harmoniques a été faite par Walsh dans sa thèse [l5J’

Voici pour terminer une esquisse de la démonstration du théorème 4:

Considérons la classe ~ des fonctions ~ (~ désignera toujours une fonc-

tion positive dans ~S mesurable pour ) qui son% bornées et pour lesquelles

les conclusions du théorème sont vraies si on prend comme h la fonction
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multi-harmonique associée à ~ par la relation (1) du théorème 3. La classe

~ contient les fonctions du type produit dont le j-ème facteur est une

fonction positive dans bornée et mesurable pour u.. En outre, si $1’

~2 E alors a 1 ~1 + ~2~2 E ~ ( ~1’ ~2 â °~ et ~1 - ~2 E ~ à condition que

~ ~ ~2. On va montrer que si ~i appartient à ~ pour tout i et tend en

croissant vers une fonction bornée ~, alors (~ appartient A cet effet,

appelons h. 1 et h les fonctions multi-harmoniques associées respectivement

à ~i et ~. Pour chaque i, n,

(hi(X1t1~03C3n1,...,Xmtm~03C3nm), 1t1~03C3n1 ~ ... ~ mtm~03C3nm)
est une martingale sur ),où (x 1 ,...,x ) m est

un point quelconque de S. Puisque h. 1 est par hypothèse continue à droite

sur les trajectoires de ), en vertu de la seconde inégalité

du théorème 1, on peut écrire, (cf. théo-

rème 10.l):

P 
.r { sup t (h. - hk)(X1t1~03C3n1,...,Xmtm~ n) > 03BB} ~

 (1/03BBp) E 
xl,

...,xm{ t t (h. - m~03C3nm)} ~

_ (A P,m E xl,...,xm {( 
- 03C6k)p(X103B61-,..,Xm03B6m-)},

cette dernière majoration étant justifiée par l’hypothèse ~., ~k E ~ ou

par le théorème 3. On en déduit que

Px1,...,xm{ n,. t t A n,...,Xm 
m 

1B 
> 03BB}

est majoré par
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K(xl,..,xm; ~1~..~~m)(~i - ~)~(~"-~m)~d~~..~d~)
qui tend vers o quand i, k ~ oo et cela entraîne que P -p.s.

h.(X1 ,...,Xm ) converge vers h(X; ,...,Xm ) uniformément en t.,  ~ , ... ,
1 tl tm tl tm 1 1

tm  03B6m quand i ~ oo, ce qui prouve que 03C6 ~ 03A6 et donc que 03A6 contient

toutes les fonctions 03C6 bornées. Soit alors 03C6[log+03C6]m-1~L1(03BA(x1,..,xm); .) )
pour tout S. Posons ~i = ~ ~ i et appelons à nouveau h. et

h les fonctions multi-harmoniques associées à ~i et ~. En procédant comme

dans la démonstration du théorème 2, on prouve, au moyen de la première

inégalité du théorème 1, que P xl,...,xm -p.s. h.(X1 i rl ,...,Xm ) rm converge vers
h(X ,...,Xm ) uniformément en r.  ~.,, ... , r  ~ quand i ~ oo, où

rl rm 1 j. m m

rl, r2, ... , rm sont des rationnels ? o. Les conclusions du théorème

sont donc vraies pour h, puisqu’elles sont vraies pour chaque h., d’après

ce qu’on vient de démontrer. Il ne reste plus qu’à remarquer que, d’après

le théorème 3, chaque h E H est associé à un 03C6 tel 

. )u) pour tout (xl,...,xm) E S.
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