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1. INTRODUCTION

Dans son excellente thése [1], J.B. Walsh a abordé, d'un point
de vue probabiliste, l'étude d'un probléme de Dirichlet pour fonc-
tions multi-surharmoniques. Nous allons reprendre ici ses idées
essentielles et ses méthodes afin de montrer comment formuler et
traiter un probléme analogue dans le cadre d'une axiomatique con-
venable. Les principaux résultats sont dus & J.B. Walsh et leur
transposition, le plus souvent, ne présente de difficultés supplé-

mentaires que d'ordre technique.
2. PROCESSUS CONTINUS

Soient E un espace localement compact, non compact et & base

dénombrable, Es = EU{$} son compactifié d'Alexandrov.

On dit qu'une trajectoire (application de [0, «[ dans EG) est

continue et absorbée par § si 1l'ensemble des points ol sa valeur est

§ est de la forme [a, »[, avec a € [0, =], et si elle est continue
en tout point de [o, a[.

*) s

ubventionné par le Fonds national suisse de la recherche
scientifique
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On dit qu'un processus stochastique, admettant [o, w[ comme
ensemble des temps (ce qu'on ne précisera plus par la suite) et
& valeurs dans Ec est continu si toutes ses trajectoires sont

continues et absorbées par 6.
[0: “[

trajectoires continues et absorbées par §, par Xt la restriction

4 0 de l'application coordonnée t, par 3"5 la tribu dans 9@ engendrée

On désigne par 2 le sous-ensemble de (E;) formé des

par les variables Xs d'indice s < t et par F la tribu engendrée par

la réunion des ?t'

Un processus continu induit une probabilité P sur (9, 3'): on
appelle (a, &, Xt’ P) le processus canonique induit. Ainsi, la
donnée d'un processus continu équivaut 4 celle d'une probabilité
sur (%, #). Dans ce qui suit, on aura essentiellement & faire 2
des processus canoniques. Par abus de langage, on les désignera, en

méme temps que la probabilité qui les caractérise, par le symbole P.

Pour tout w € 2, X_(w) sera, par convention, égal & é. Si A est
un sous-ensemble de E, on dénotera par o, le temps de sortie de (Xt)
de A : o (0) = inflt : t € [0, =], X_(u) € E; - A). Lorsque A est un
ouvert, 9, est un temps d'arrét relativement a (3/t). En effet,

{cA >t} = FAJ' ﬂ {Xr € A'}, ol r parcourt t et les rationnels positifs
inférieurs a t :'c A' une suite croissante d'ouverts d'adhérence

contenue dans A formant un recouvrement de A, donc {o A S tl € S't. On

écrira Xﬁ‘, plutdt que Xt;/\aA’ pour désigner la variable wl——*xtAoA(w)(w).
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5+ REPARTITIONS DE SORTIE ET FONCTIONS SURHARMONIQUES

On désigne par U 1'ensemble des ouverts non vides de E rela-
tivement compacts dans E et par'(; une base de la topologie de E

telle que 9 c Uu.

Pour tout x € E, on note W(x) et g(x) respectivement les

ensembles {U: x € UelU} et {G: x € G€9}.

Si A est un sous-ensemble de E, on désigne par A et par 3A

respectivement 1'adhérence et la frontiére de A dans E.

On appelle fonction numérique une fonection & valeurs dans

[-a, w] et fonction positive une fonction numérique > o.

Par la suite, il sera souvent commode d'identifier une fonetion
numérique définie dans un sous-ensemble de E & son prolongement par
la valeur zéro a EG. Si le cas demande cette identification, elle

sera faite sans autre commentaire.

Définition 1. On dira qu'une famille (IIG)Geg de noyaux

sur E est une famille de répartitions de sortie (la Justification

de cette appellation apparaltra au paragraphe 5) si
(a) pour chaque G € %, X € E, HG(x, E) = 1;
(b) pour chaque G € 9, la mesure HG(x,-) est portée par 3G

si x€G (l), elle est concentrée en x si x § G (2).

(1) 3G est alors nécessairement non vide.

(2) La propriété supplémentaire Mglgt = g1, pour tout couple
G, G' d'éléments de G tel que GC G', ferait de (I )Ge(}
une famille de noyaux harmoniques telle qu'elle a étg
définie dans [2] (p. 8-04 et 8-37).
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Pour chaque G, HG induit de maniére naturelle un noyau sur
chaque ouvert V de E contenant G. Ce noyau sera noté par le méme
symbole. Ainsi, f étant une fonction numérique dans V, universelle-
ment mesurable et localement minorée, HGf désignera la fonction

obtenue en appliquant le noyau induit a f.

Définition 2. Soient (HG) ) une famille de répartitions de

sortie et V un ouvert de E. Une fonction numérique f, définie dans

V, sera dite surharmonique dans V si

(a) £(x) > - » pour tout x € V;
(b) £ est semi-continue inférieurement (s.c.i.);

(c) IIGf(x) < f£(x) pour tout GE€ G tel que GC Vet tout x € V.

On dira que f est sousharmonique dans V si -f est surharmonique

dans V. Une fonction qui est en méme temps surharmonique et sous-

harmonique dans V sera dite harmonique dans V.

Il est clair que les fonctions surharmoniques dans V forment
un cdne convexe semi-réticulé inférieurement, qui contient les
fonctions constantes et qui est stable par rapport aux passages & la

limite croissants.

On dit qu'un noyau borné N sur E est fortement fellérien dans
l'ouvert VC E, si la fonction Nf est continue dans V pour toute

fonetion borélienne bornée f dans E ([2], p. 8-12) (4).

(3) Le suffixe G € 9 sera désormais omis.

(4) Nf est alors continue dans V pour toute fonction numérique f
dans E, universellement mesurable et bornée ([2], p. 8-46).
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Si HG est fortement fellérien dans G pour chaque G, on dira
que (nG) est une famille fortement fellérienne de répartitions de

sortie.

Si la famille (HG) est fortement fellérienne, on peut définir,
de maniére équivalente, les fonctions harmoniques dans V comme les
fonctions numériques f dans V, universellement mesurables et locale-
ment bornées telles que HGf(x) = f(x) pour tout x € V et tout Ge(}

avec G C V.

Proposition 1. Supposons que (HG) soit fortement fellérienne.

Soit f une fonction numérique dans un ouvert VC E, universellement
mesurable et localement minorée. Pour que f soit surharmonique dans
V, i1 faut alors et il suffit que

(a) HGf(x) 2 £(x) pour tout G € G tel que G C Vet tout x € V;

(b) sup{HGf(x): G € G(x), GC V! = £f(x) pour tout x € V.

En effet, x étant un point dans V, ces deux conditions en-
tralnent 1'égalité sup{HGf(y): G € g(x), G CV}l = £(y) pour tout
y € V. Comme chaque terme HGf est s.c.1. au point x, il s'ensuit que
f est s.c.i. au point x. La fonction f est donc surharmonique dans
V. Réciproquement, cette propriété entralne d'abord que f est limite
d'une suite croissante (fm) de fonctions continues finies dans V.
Si done (Gn) désigne une suite d'éléments de G(x) telle que Eh décrolt
Gnf(x) car, pour chaque m,

1im 1, £ (x) = £ _(x), en raison de la continuité de f_ . Gréce a (a),
naeo Gpn M m m

cette inégalité entraine (b).

vers x} et G'lC V, on a f(x) < lim inf I

n-+
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4, RECOLLEMENT ET TRANSLATION CONDITIONNELLE

Sur les processus continus que 1l'on rencontrera par la suite,
des opérations de deux types seront souvent effectuées, 1l'une de

recollement et 1l'autre de translation conditionnelle.

(5)

Recollement. Soient P un processus continu, ¢ un temps d'arrét

et (Pw)w c q une famille de processus continus satisfaisant aux con-
ditions suivantes, dites conditions de recollement relatives & P, o:

(a) pour chaque F € 3, 1'application wt—*—Pw(F) est mesurable
pour P;

(b) owxo = X (w)} = 1 pour P-presque tout u.

On exprimera souvent la condition (a) en disant que (P ) est
mesurable pour P. En outre, on dira que (P ) est mesurable si 1'appli-

cation figurant dans cette condition est mesurable.

Pour chaque t € [0, =[, (v', W")e axa, MEF®F on pose

Xt(“") si Xo(w') # xo(w")
R (s W) = ousi X (') =X (u") et t 2o(u');
Xo _ ouy(@") 81 X (0') =X (a") et t > o(u');

P(M) = [ (e,® P )(M)dP(w).

Le processus (2 x Q, ﬁt, P) ainsi défini est manifestement continu.

Le processus canonique P qu'il induit sera appelé processus recollé

de P et (P,) au temps 0. On le désignera parfois par la notation dé-

taillée 1R°(P,(Pw)). I1 jouit des propriétés suivantes:

5 Relati.

Relativement & (f}t), ce qu'on ne précisera plus par la suite.
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(R.a) P(F) = P(F) pour tout F € &, ce qui revient & dire que
les processus (Q, X h g P) et (a, XtAO’ P) sont égquivalents;
(R.Db) ?(GgF) = I Pw(F)dP(w) pour tout F € 3'(6);

(R-c) P NE;F) = [ P (F)aP(w), pour tout H € F,, F € &
H

En effet, en vertu d'un théoréme de Ph. Courrége et P. Priouret
([3], corollaire 1, p. 252), o(i.(w', w")) = o(w'). En outre, N
désignant 1'ensemble {(w', w"): X (w') # Xo(w")}, on a B(N) = o, en
raison de (b). A l'aide de ces deux résultats on va démontrer (R.c)
qui, de manidére évidente, entraine (R.a) et (R.b). Il suffit de con-

sidérer des H de la forme (X €Bl} n... N&

tlA o]
1 t )
F de la forme {Xti €Bl} n...N {Xtrhe Bm}, ol B

t,A0 €Bn} et des

12 cves Bn, Bi, ceey
B& sont des sous-ensembles boréliens de E5 et o < tl < sae < tn,

o < ti < .. < té. Grice au premier résultat auxiliaire, on vérifie
alors sans peine que, pour tout (w', w") € N, on a i.(w', W) € HlﬁoiF
si et seulement si (w', w") € H x F. Cela entraine, en vertu du second

résultat auxiliatre, B(a N o2F) = B x7) = [ p (mar(e) (7).
H

(6) (et) dénote la famille des opérateurs de translation. On rappelle
la“convention 6_(w) = Wes ou wg désigne la trajectoire de valeur
constante égale a 6.

(7) I1 convient de remarquer que les fonctions aléatoires (X¢,,) et
(Xo+t) ne sont _en général pas conditionnellement indépendantes
par rapport & ?, X, étant donnée. Pour qu'il en soit ainsi, il
suffirait de remplacer, dans la définition de P, ¢, par PJ, P?
désignant une version réguliére de la probabilité conditionnelle
Pl IXO} (voir note (8)). Le processus canonique induit par P
modifié vérifie encore (R.a)— (R.c) et pourrait servir, aussi
bien que 1l'autre, de définition de processus recollé.
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Translation conditionnelle. Considérons & nouveau un processus

continu P et un temps d'arrét o. Appelons &£ 1la tribu engendrée par
X, et ’ZP la complétée de ¥ pour la restriction de P & ¥ . Pour

chaque w, soit Pw le processus canonique induit par (o, X s PZ), p°

o+t
désignant une version réguliére de la probabilité conditionnelle
P{ | %} (8), La famille (P, ), c o ainsi définie sera notée @:c(P) et

appelée processus translaté conditionnel de P relatif a o. Cette

famille Jjouit des propriétés suivantes:
(T.a) l'application wr— Pw(F) est mesurable par rapport a
’JCP, pour tout F € ¥;
(T.b) 1l'application w+— PN{XO = Xo(“’)} est mesurable par rapport

a2 %% et sa valeur est 1 P-p.s.;

(T.c) P(HN OF) = IH P (F)dP(w) pour tout HE ¥, F € 3.

On a, en effet, P (F) = P:(e';F) pour tout w et tout F € 7.
(T.a) et (T.c) sont donc évidentes. En outre, quel que soit w,
P, X, = X (u)} = P ("), ol H désigne 1'ensemble {(w, w'): X (v) =
= Xc(w')}. Or, il est facile de voir que, si M est un élément de la
tribu € @ X, PZ(M“’), en tant que fonction de w, est mesurable par
rapport A RN P:(Mw) = IM(w, w) P-p.s.. Cela entratne (T.b),

puisque H appartient a e £.

(8) pour chaque w, P est une probabilite sur (2, J); pour chaque
FeF, 1' applica’clon w— PJ(F) est mesurable par rapport & % ;
enfin, [y P(F)dP(w) = P(F N H), quels que solent FEF et
HeX (voir 1l'appendice 1).

P,
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5. REALISATIONS, SYSTEMES STABLES ASSOCIES A UN OUVERT
Soit (HG) une famille de répartitions de sortie.

Définition 3. On dira qu'une famille de processus continus

(PG)G € G(x) est une réalisation de (1,) si,
X'xeE G G
(a) quel que soit x € E, Px{xo = X} = 1 pour tout G €<§(x);
(b) x+— Pg(F) est une fonction borélienne dans G, pour tout
G€9,F€%
(e) quel que soit x € E, Pg{XOGéi B} = HG(x, B) pour tout

borélien BCE et tout G € %(x).

On exprime la condition (a), pour un processus continu, en
disant que le processus part de x. La condition (c) signifie que

HG(x,-) est la répartition du processus Pg au sortir de G.

Dorénavant, on supposera que (HG) vérifie la condition suivante:
(E) pour chaque G €/g, les mesures appartenant & la famille

{HG(x,o): x € G} sont équivalentes (9).

Alors un ensemble de la tribu engendrée par x“G’ négligeable
pour 1l'une quelconque des mesures appartenant & la famille

{sz X € G}, est négligeable pour toutes.

Soient donc (Pi) (10) une réalisation de (HG) et U un élément

de U. Désignons par z(x), x étant un point dans U, 1'ensemble des

(9) C'est en quelque sorte une hypothése d'ellipticité (voir [4],
paragraphe 5).

(10) Le suffixe G G,ﬁ(x), X € E sera désormais omis.
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processus continus P partant de x tels que

(a) P{X°U € W} = 1;

(b) P est localement équivalent & un processus Pi, cela signi-
fiant qu'il existe G-e.%(x), avec G C U, tel que P(F) = Pg(F) pour

tout F € & .
G

On appellera systéme de processus continus associé & U tout

systéme S = (g(x))X ¢ y formé d'ensembles S(x)c T(x).

Définition 4. On dira que le systéme S est stable pour les

opérations de recollement et de translation conditionnelle ou, plus
succinctement, stable si

(a) quels que soient x € U, G € G(x) tel que G CUet la famille
(Pw) mesurable pour PG

X

et telle que P, € g(XUG(w)) pour Pg-presque
tout w (ll), on a ﬁ%G(fg, (Pw)) € é(x);
(b) quels que soient x € U et P € S(x), P étant localement

G G
équivalent & P, on a nﬂG(Py s @(,G(P)) € g(y) pour tout y € G.

L'on remarquera que le processus recollé figurant dans (a) appar-
tient en tout cas & T(x). Cela résulte immédiatement de (R.a), (R.b)
et de la relation oy = O * oU(eoG).

L'on remarquera aussi que 1'opération de recollement effectude
dans (b) a un sens et fournit un processus de T(y). En effet, d'aprés

(T.a), si P dénote 1'élément général de Gg (P) et ¥ 1a tribu
G

engendrée par x“G’ l'application w+— P (F) est mesurable par rapport

(11) (gw) satisfait donc aux conditions de recollement relatives a
Pi, o..
x’ G
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a gCP, donc, en vertu de 1'équivalence locale de P et Pg et de

1'hypothése (E), ‘par rapport & gtpg. Gréce au méme raisonnement,
on déduit de (T.b) que Pw{XO = X°G(w)} = 1 pour Pg-presque tout w.
GIOG(P) satisfait donc aux conditions de recollement relatives &
PG, O 4 ce’qui prouve la premidre assertion. Pour démontrer la

Y
seconde, on note d'abord que le processus récollé Pr qui y figure

est localement équivalent & Pg, d'aprés (R.a), et en outre, que (T.c)

= tg 3 € =
et la relation oy = o, + oU(eUG) entralnent 1'égalité Pw{XoU U}
pour P-presque tout w, donc, en raison de (T.a), de 1l'équivalence
locale et de 1l'hypothése (E), pour Pg-presque tout w. D'ol, compte

tenu de (R.b), P.{X € aU} = 1.
r oy

Soit A un sous-ensemble borélien de 3U. On désigne par §(x, A)

1'ensemble des processus P e,g(x) tels que P{XUU € A} = 1 et par S(A)

le systéme (g(x, A))x € u

Proposition 2. Si le systéme S est stable, il en est de méme

de Q(A).

Pour démontrer cette proposition, il n'y a qu'ad utiliser les
raisonnements précédents faisant intervenir 3U, en remplagant toute-

fois 93U par A.

Définition 5. On dira que A C 3U est une frontiére admissible

pour S si A est fermé et si, pour chaque x € U, 1'ensemble g(x, A)

n'est pas vide.

1
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Il convient de remarquer que T = (‘_;_‘(x))x cy est un systéme
stable et que, si U est par exemple connexe par arcs, tout point de
U qui est l'extrémité d'un arc situé dans U est une frontidre admis-
sible pour T. Ce systéme n'a toutefois aucun intérét pour les objec-

tifs qu'on s'est assignés,

6. SOLUTION GENERALISEE ASSOCIEE A UNE DONNEE-FRONTIERE

Soient (HG) une famille de répartitions de sortie, fortement

fellérienne et vérifiant (E) et (Pg) une réalisation de (HG).

Soient en outre U un élément de U, S un systéme stable de
processus continus associé & U, A une frontiére admissible pour S

et ¢ une fonction numérique définie dans A, borélienne et minorée.

Suivant Walsh, on va associer & ¢ une fonection surharmonique
¢% dont on étudiera ensuite le comportement a la frontiére A, lorsque
¢ est continue. Etant destinée & résoudre un probléme de Dirichlet

convenablement posé, la fonction 0% sera appelée solution généralisée

de Dirichlet. Sa valeur au point x € U est, par définition,

o%(x) = sup I P(X, )aP.
P € S(x, A) U

Théoréme 1. La solution généralisée de Dirichlet 0% est une

fonction surharmonique dans U.

On démontre d'abord les deux lemmes suivants:
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Lemme 1. Solt G un élément de g(x) tel que GC U et soit f
une fonction numérique dans 9, minorée et mesurable par rapport a
%Pg, ou & désigne la tribu engendrée par X, « Alors J f dPg, en
tant que fonction de y € G, est s.c.i. :

On peut supposer que f est bornée. Si f est mesurable par rapport
3 ¥, i1 existe une fonection borélienne bornée g dans Eg telle que
f = g(XcG). Alors f f dPg = HGg(y) et la conclusion du lemme est une
conséquence de la fellérénéité forte des répartitions de sortie. Si
f est seulement mesurable par rapport a Q[Pg, il existe deux fonctions
bornées f' et f", mesurables par rapport & ¥, telles que £' 2 f < "

et que f £ dPg = f e gp%

<+ Mais en raison de 1'hypothése (E), cette

égalité a encore lieu si 1l'on remplace x par n'importe quel point

y € G. On retrouve donc la situation précédente.

Lemme 2. Soit B un sous-ensemble borélien de U et h une fonction
numérique continue définie dans B. Pour chaque x € B soit en outre PX
un processus continu tel que

(2) P, € S(x, A);

(b) h(x) < 0:¢

I Loy

L'on peut alors choisir Pi, pour chaque x € B, de telle maniére que

)aP_.

les conditions (a) et (b) soient encore satisfaites et qu'en plus,

xl—ﬂ-Pé(F) soit une application borélienne pour tout F € %.

Fixons pour l'instant y € B et supposons que Py est localement

équivalent 2 Pg. Le systéme S étant supposé stable, P! = By (?5,
= G
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@(,G(Py)) € S(x, A) pour tout x € G. En outre, en raison de (R.b)

et du fait que Oy =% * UU(GOG), on a

G

r v

f cp(xoU)dPX = f ?(XGU(eOG))dPx = I £ ap’

pour tout x € G, ol f dénote la fonction dont la valeur au point w

est I ?(XGU)de, P désignant 1'élément général de @o (Py)' Cette
p¢ G

fonction est minorée et mesurable par rapport & P4 y’ donc en vertu

du lemme 1, f ?(XUU)dP;( est s.c.i. en tant que fonction de x € G.

G

D'autre part, (R.b), (T.a), 1l'équivalence locale de Py et Py et (T.c)

entralnent les relations f ?(XUU)dPSI = I <p(XoU)dP > h(y). Il existe

J
donc un voisinage V de y tel que I <,0(XaU)dP;c > h(x) pour tout
x € V N B. En outre, pour chaque F € %, P}'{(F), en tant que fonction
de x € G, est borélienne. En effet, si F est de la forme particu-
-1
lidre HN ® F, ou H 6306 et FE€F on a, d'aprés (R.c),
_1 G
! 8 = '
Px(H n °GF) IH Pw(F)dPx(m) et l'assertion résulte en utilisant

successivement (T.a), l'équivalence de Py et Pg

» 1'hypothése (E) et
la propriété (b) d'une réalisation. Dans le cas général, il suffit
de remarquer que les F de la forme particuliére engendrent 3 ([3],
p. 261). On a ainsi défini P}'{ pour x € VN B de telle maniére que
les conditions du lemme soient remplies. En faisant parcourir & y
1l'ensemble B, on obtient un recouvrement de B par des ensembles V.
L'espace E ayant une base dénombrable, une infinité dénombrable de

ces ensembles recouvre B. Il est donc possible de construire une

partition dénombrable de B constituée par des sous-ensembles boré-
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liens d'ensembles V. On peut alors définir Pé, pour x € B, ayant
les propriétés requises, en utilisant, dans chaque ensemble de la
partition, 1l'une gquelconque des définitions locales ayant ces mémes

propriétés.

Démonstration du théoréme 1. On montre d'abord que oé est
S.c.i.. Solent x € U et P € g(x, A). Alors P est localement équiva-
lent & un processus Pi et done, comme S est supposé stable,

P, = ROG(Pg, GEOG(P)) € 5(3, A) pour tout y € G. Appelons fy la
fonection dans G dont la valeur au point y est f ¢(X°U)dPy. D'aprés
la premiére partie de la démonstration du lemme 2, fP est s.c.i. et
fP(x) = ! ¢(XUU)dP. En outre, par définition de ¢$, fP(y) < ¢$(y)
pour tout y € G, puisque Py_e,g(y, A). Il résulte donc que la fonc-
tion ¢$ est s.c.i. au point x, car, en ce point, elle est la borne
supérieure des fP(x) lorsque P parcourt S(x, A). Cela établi, il
reste seulement & démontrer que, G étant un élément de (% tel que
GC U et x un point dans G, on a HG¢$(X) < ¢$(x). Soit h une fonc-
tion numérique continue dans 3G telle que h(y) < ¢$(y) pour tout

y € 3G. Quel que soit y dans 3G, il existe alors, par définition de
q?(y), un processus PyEi §(y, A) (sans rapport avec le Py du début)
tel que h(y) < f ?(XGU)dPy. En vertu du lemme 2, on peut supposer
que Py(F), en tant que fonction de y, est borélienne pour tout F€ &F.
Posons P = PXoG(w) si XOG(w) € 9G et P, = ewo sinon, wo étant un
point quelconque dans 2. La famille (Pw) ainsi définie est alors

mesurable et P e,g(XoG(w), A) pour Pg-presque tout w. Comme g est



- 49 -

supposé stable, P;_ = aoG<P§z, (Pw )) appartient & _§_(x, A), ce qui

entratne, compte tenu de (R.b) et du fait que h(XoG(w)) < f ?(XUU)de

pour Pg-presque tout w,

v

() | P (Xoy JaEy = f ¢ (o (90,) )y =

]

[ dPg(w) I ¢ (X, )P, > J h(XoG)dPg.

En faisant parcourir a h une suite croilssante, convergeant vers 0?
dans 3G, ce qui est possible puisque ¢$ est s.c.i. dans U, on en

A A
déduit que n. ¢ (x) < ¢ (x).
que Moo (x) 2 ¢ (x)

7. CONDITIONS DE REGULARITE DES POINTS-FRONTIERE

Les données étant celles du paragraphe précédent, on introduit,
pour les points-frontiére, deux différentes conditions de régularité.

Soit I(B) la fonction indicatrice de 1'ensemble B:

Définition 6. On dira qu'un point a est régulier (resp. extrémal)

pour A si a € A et si, pour tout voisinage V de a, lim oh (x) =1
X+a I(AN V)
(resp. 1im inf oA (x) = 0) (12). :
X » a I(A - V)

Il convient de remarquer qu'en général ces deux définitions
dépendent effectivement de la -frontidre admissible A. On verra toute-

foisAque l'une des deux hypothéses qui seront faites par la suite

(12) L

a justification du terme "extrémal" résultera des développements
ultérieurs de la théorie. Il apparaltra aussi que la condition
d'extrémalité est équivalente & la condition définissant dans [5]
les points semi-réguliers.
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aura comme conséquence l'indépendance de la seconde du choix de 1la

frontiére admissible.

On peut exprimer la condition d'extrémalité d'un point a pour A,
en disant que a appartient & A et qu'il existe, pour tout voisinage

V de a, une suilte (xn) dans U tendant vers a de telle sorte que

A
lim ¢I(A _ v)(xn) = 0. On voit alors immédiatement que 1'ensemble

n+e«

des points extrémaux pour A est fermé.

Théoréme 2. Si a est un point régulier (resp. extrémal) pour A,

alors lim inf ¢A(x) > ¢(a) (resp. lim inf ¢A(x) S ¢(a)) pour toute
x+a ¢ X * a (13)
fonection ¢ s.c.i. et & valeurs > - » (resp. s.c.s.

et bornée).
Réciproquement, la premiére (resp. seconde) de ces inégalités
entrafne la régularité (resp. l'extrémalité) d'un point a € A, si

elle a lieu pour toute fonction ¢ continue et finie.

Supposons ¢ s.c.i., a valeur > -« et finie au point a (on
procéde de maniére analogue dans le cas ol ¢(a) = =). Si ¢ est un
nombre positif, 1l existe un voisinage V de a tel que ¢(b) 2 ¢(a) - ¢
pour tout b € AN V. On a donec, A désignant une constante finie

minorant ¢,
(P(a) = MIANV)+ X -c2q

et, par conséquent,
A A
(p(a) - A)QI(AfW V) + A - €< g?,

Si a est un point régulier, le membre de gauche tend vers ¢(a) - €

quand x — a. Comme € est arbitraire, on en déduit que

) - . .
15 S.c.S. signifie semi-continue supérieurement.
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¢(a) < lim inf ¢$(x). Réciproquement, si cette inégalité a lieu
X - a
pour toute fonction ¢ continue et finie, a est régulier, sinon il
existerait un voisinage V de a tel que lim inf 0A (x) <1 et
x->a IANY)
alors on aurait lim inf ¢$(x) < ¢(a) pour toute fonction ¢ continue
X - a
et finie telle que ¢ S I(AN V) et ¢(a) = 1. La partie du théoréme

qui figure entre parenthéses se démontre de maniére analogue.

Désignons par r(A) et s(A) les ensembles respectivement des
points réguliers et des points extrémaux pour A. Il est évident que,
si A' et A" sont deux frontiéres admissibles pour S tellesque A'c A",
alors r(A')c r(A"). En choisissant convenablement U et en prenant
pour S le systéme T, on constate qu'en général r(A) n'est pas un
sous-ensemble de s(A). Pour s'assurer que s(A) n'est pas nécessaire-
ment contenu dans r(A), on considére 1'exemple suivant: E est
1'espace R™(n 2 2), 9 la famille U,(Rn), Pg le processus Px du
mouvement brownien partant de x, HG(x,-) la répartition de sortie
de ce processus de G, A la frontidre 23U et g(x) 1'ensemble consti-
tué par le seul processus Px‘ Le systéme S ainsi défini est stable,
en vertu de la propriété de Markov forte, et 3U est admissible pour
S. En outre, ¢:g(x) = I 4KXGU)dPx, donc 0%9 est la solution généra-
lisée du probléme de Dirichlet relatif & ¢ et, par conséquent, r(d3U)
est 1l'ensemble des points réguliers au sens classique. On remarque
alors qu'il existe des U ayant des points-frontidre extrémaux non

réguliers.
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8. HYPOTHESES Al ET Ag’ CHOIX D'UN SYSTEME STABLE

Dans ce qul précede, aucun élément n'est ressorti qui laisse
prévoir quelque avantage dans le choix de l'un plut8t que d'un
autre systéme stable auquel sont associées les solutions généralisées
¢$. I1 n'en pouvait &tre, d'ailleurs, autrement. Aucun de ces systémes,
sauf peut-&tre le systéme trivial Z, ne Jjoue un rdle distinct. Ce
n'est qu'aprés 1'introduction des deux prochaines hypothéses qu'un
choix s'impose tout naturellement. Et c'est grfce & ce choix qu'on
va pouvoir poursuivre la théorie et, en particulier, formuler et
traiter un probléme de Dirichlet analogue & celui qui & été étudié
par Bremermann dans [6] et contenant, comme cas particulier, le prob-

léme de Dirichlet pour fonctions multi-surharmoniques, tel qu'il a

été formulé et étudié par Walsh dans sa thése.

Quant aux hypothéses annoncées, on peut dire d'avance que la
premiére est de nature & garantir une richesse suffisante de fonctions
surharmoniques continues tandis que la seconde va permettre 1'emploi

de la théorie des martingales (14).

Soient donc (HG) une famille de répartitions de sortie, fortement

fellérienne et vérifiant (E) et (Pg) une réalisation de (HG).

Afin d'exclure des situations indésirables, comme c'est le cas
lorsqu'il n'existe pas de trajectoires continues issues de 1'intérieur
d'un ensemble U € U et rencontrant la frontidre 3U, on exige désormais

de la réalisation (Pg) qu'elle satisfasse, outre aux conditions (a),

(1%) 4 ce sujet, voir les travaux fondamentaux de Doob [7], [8], [9].
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(b) et (¢) de la définition 3, & la condition supplémentaire suivante:

G _
(d) quel que soit x € E, Px{oU < cE} = 1 pour tout G €9(x),
U € U(x).

Cette condition exprime que 6§ est un point adhérent a Pg-presque
toute trajectoire lorsque t 4 Ops quels que soient GE€ %(x), X €E
([2], p. 8-08).

Par la suite, le terme surmartingale sera utilisé exclusivement
pour dénommer les surmartingales ayant presque toutes les trajec-
toires continues & droite. Signalons que seule la partie négative

de chaque variable aléatoire sera supposée intégrable.
Les deux conditions suivantes sont, supposées remplies:

(Al) Pour tout U € U et. tout couple x, y de points différents
dans U, 1l existe deux fonctions surharmoniques continues f et g dans

U telles que f(x) < f£(y) et g(x) > g(y).

(A2) Pour tout x € E, tout G €g(x) et toute fonction surhar-

monique f dans un voisinage de G, (f (X‘é), '}t, Pg) est une surmartin-

gale (15) (16) (u7)

(57 ¢r. [9), p. 76.

(16) La continuité a droite P.S., implicite dans la définition de sur-
martingale que l'on a adoptée, a été introduite afin de pouvoir
appliquer le théoréme d'arrét de Doob, On peut démontrer que, si
ce théoréme s'applique au triplet figurant dans (Aa), presque
toutes les trajectoires sont continues & droite. On remarque, en
outre, que le trlplet est une surmartingale si et seulement si
(f(X )s gtACG’ pG +) en est une. Voir la suite de 1'exposé.

En remplagant dans 1'énoncé "fonction surharmonique" par "fonction
surharmonique bornée", on obtient une condition équivalente (voir
[10], p. 135).

(17)
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L'hypothése (Al) est par exemple vérifiée si, pour chaque U €U,
les fonctions harmoniques dans U séparent les points de U. D'aprés
(A2), les fonctions surharmoniques dans un ouvert VC E sont exacte-
ment les fonctions numériques s.c.i. f > - « telles que (f(XS), 3., PG)

X
est une surmartingale pour tout x € V et tout G € g(x) avec G C V.

On choisit maintenant un ensemble U dans U et on le retient
pour toute la suite. A cet ensemble on associe le systéme T défini

au paragraphe 5.

Si x est un point dans U, f une fonction surharmonique dans U et
o un temps d'arrét, on désigne par gﬁ(x) 1l'ensemble des processus

continus P partant de x et Jouissant des deux propriétés sulvantes:

(a) P{X_ € 93U} = 1, autrement dit P{o. < o_} = 1;
oy U E
(b) (f(Xg:\o), 3%, P) est une surmartingale pour tout ouvert U'

tel que U'c U.

I1 est clair que, compte tenu de (a), la surmartingale figurant
dans (b) se prolonge, par l'adjonction de la variable & 1'infini
f(Xg'), en une surmartingale admettant [0, =] comme ensemble des temps.
I1 est clair aussi que si P appartient 2 gﬁ(x), alors, Qlt désignant
la tribu g)tﬁfs, on a

(TA) E{f(xg'l\ o) 'Is} < f(xg'm), P-p.s., pour tout couple S, T
de temps d'arrét relativement & (th) tel que S < T et tout ouvert u'

tel que U'C U.
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Réciproquement, si P est un processus continu partant de x et
vérifiant (TA), alors P vérifie (b) (1'appendice 2 contient une démon-

stration de cette proposition).

On désigne par Mo(x) 1l'intersection des gﬁ, f parcourant 1'ensemble

des fonctions surharmoniques dans U, et par S(x) 1l'ensemble M; N T(x).
2 =0y | =

Manifestement, MOU(X) est 1'intersection desgoU'(x), U' parcou-

rant les ouverts tels que U'C U. On signale, en outre, que PG

€ M, (x)

pour tout G € %(x) tel que GC U, ce qui est une conséquence de (Aa).

I1 ne sera désormals question que du systéme S =(§(x))X e U
ainsi défini. Une frontiere admissible pour S sera appelée simplement

frontiére admissible.

Cela étant dit, on passe & la démonstration de deux lemmes qui
serviront, entre autre, & établir la stabilité de S et 1'admissibilité

de U.

Lemme 4.Soient x un point dans U, f une fonction surharmonique
dans U, p et ¢ deux temps d'arrét et P un processus de gﬁ. Soit en
outre (P, ) une famille satisfaisant aux conditions de recollement
relatives & P, p et telle que Pm € gf(xp(w)) pour P-presque tout
w € {p < oy} Alors RP(P, (P)) € =Mft(x), ot T = p+ ae).

Soit P le processus recollé figurant dans 1'énoncé. C'est un

processus qui part de x. En outre, comme p + oU(eP) = @

gy sur {p < o4l

on a, compte tenu de (R.c),
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Pr({xoUe UIN{p < oy}) = f Pw{xoUe 2UMAP(u) = Plp < o}

{p < oyl

et, du fait que {Xo €a3UIN {oU S pl appartient a ’}P, compte tenu

U
de (R.a),

Pr({XUUe aU}ﬂ{oU Spl) = P{OU ipl,

ce qui montre que Pr'{XOUe U= 1. I1 reste a vérifier (TA). A cet
effet, on considére un ouvert U' d'adhérence contenue dans U, un
couple S, T de temps d'arrét relativement & ('ZC,C) tel que S £ T et

un ensemble F appartenant a &

q et on montre que

(1) IF f(xTU'A Jap_ s JF f(xg'm)dPr.

On traitera successivement les cas oW F N {p < S} et FN {S < p}
remplacent F dans (1). Pour établir le premier cas, il suffit de
prouver que, H désignant 1'ensemble {p < SIN{p < oU.}, la relation
(1) a lieu pour HN F & la place de F puisque, manifestement, elle

a lieu pour FN{p < S}ﬂ{oU, 2 pl. D'aprés le théoreme 5.3 dans [3],
il existe une fonction positive S (resp. T) dans @ x Q, de valeur in-
finie sur {(w, w'): Xp(w) # Xo(w') }, mesurable par rapport & ’J'PQ ¥
et telle que, pour chaque w, p(w)V S(w) = p(uw) + S(o, Gpw) (resp.
plw)v T(w) = p(w) + T(uw, epw)) et l'application o'+ S(w, ') (resp.
w'— T(w, w')) est un temps d'arrét relativement 2 (’Jﬁt). On remar-
quera qu'on doit avoir S < T, puisque S < T, par hypothése. D'aprés

le corollaire 5.5 dans [3], il existe une fonction positive g dans
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Q x Q, mesurable par rapport a ng® # et telle que, pour chaque u,

I(F)(w) = g(uw, epw) et l'application w't+— g(w, w') est mesurable

par rapport a ng(m .y Or, L étant une fonction numérique positive
2

dans Q@ x Q, posons

hy(u, ') = TE)(Welo, o)T&L 0 Wy Aola ) aa, (') (@'))

Uv(“’

Si L est mesurable par rapport a g'p ® '}, il en est de méme de la
fonection hL ainsi définie, puisque {p < S} et par conséquent H appar-
tiennent a gb’ ce qui est facile a vérifier. Dans ce cas, on a, en

vertu de (R.c),
(2) I hL(w, epw)dPr(w) = j dP(w) I hL(w, w')dP (w').

Dans le cas particulier L = 5, on a, compte tenu de la définition de

S et du fait que p < S et p < = sur H,

h'é'(w, epw) I(H)(w)g(w, epw)f<x((S(w)-p(w))Ao(epw)l\OU,@pw))+p(w)(m)>=

(3) '
IENF) ()RS, (0),

SAT

puisque, sur {p < oU,},
(u + p)/\t-AoU, = (u A o(ep) A °U'(ep)) + p

pour tout u € [b, wﬂ, ce qul est facile a vérifier, en utilisant

1}« De méme, on a

1'égalité p + oU,(eP) = oy, Vvraie sur {p < %y

(4) hp(a, 8 w) = T(H N F)(w)E (R 5 ().
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Grice & la formule intégrale (2) et aux propriétés de S, T et g en

1

tant que fonctions de w', on obtient, du fait que Pw appartient a

¥£<yp(”)) pour P-presque tout w € H,

jh,-f(w, epw)dPr(w) = IH dP(w) J g(w, w')f()(,pfzw”)/\o(w'))de(w') <

2] are) [eto war(, ), oo De ) = [ rgla o uar, (),

ce qui établit le premier cas, en vertu de((j) et (4). Passons & la
démonstration du second cas. Puisque P appartient & Mi(x), on a
Ul

U' )
I £ ( )aP < £ (X )dPp,
FN{S <pl XT"P Fﬂ{é[<p} SAp

I1 est en outre facile de vérifier que F M {S < p} appartient a Q%

] !
et que f(Xg ) et f(xg/\P) sont mesurables par rapport &4 ¥, ce qui

AP P
permet, en vertu de (R.a), de remplacer P par Pr dans les deux membres.

Compte tenu du fait que S A p =S A 1 sur {S < p}, tout revient donc

a4 démontrer que

(5) [ ead e, £(Xp )P,

FNIS <pl FN S <p}

A

Le premier cas (déja établi) appliqué au couple de temps d'arrét p et
pV (T At) montre que la relation (5) a lieu pour F N {S < p} N {p < T}
&4 la place de F N {S < p}, car, sur {p ST}, ona p=TApet pv(TAT)=

T Ar. I1 est en outre clair que (5) a également lieu pour FNI{T < p}

Il

Q-

la place de F N {S < pl. Le lemme est donc démontré.
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Lemme 5. Soient x un point dans U, (on) une suite de temps

d'arrét croissant vers o < oy et (Pn) une suite de processus continus

telle que, pour chaque n, P_ € M_ (x) et P_(F) = P_(F) quels que
n - =0, n m
soient F € 3'0 et m < n. Alors il existe un processus continu P tel
m
que P{o,, < 0.} =1 et que P(F) = P_(F) pour tout F € ¥_, quel que
U E n o
soit n. En outre, P € Mr(x) pour tout temps d'arrét t < o tel que

T < 0 P-p.s. sur 1’Ql{on < a}.
Soit (PJ) le systéme projectif défini par la relation PJ(B) =

X ) € B},

= P {(X .

l P .o,Xn ,ooo’Xn
thol tll\on toAc

tle ,thAol,ooo,
1 n

11 2

1 n n
mptc tl, ooy tmn} et B est un sous-ensemble

borélien du produit cartésien E‘g. Ecrivons 9 pour {o < oE} et indiquons

OﬁJ={t§:, v e 0y t

par ~ les restrictionset les traces sur Q. D'aprés le théoréme sur les
limites projectives, il existe une probabilité P' sur la tribu '
engendrée par la réunion des ﬁ"’n telle que P'(F) = Pn(F) pour tout

F e’}Acn, quel que soit n. Soit P" le processus canonique induit par

le processus continu (%, ¥', % P'). En faisant appel au théoréme

tAd’
cité au paragraphe 4 aprés 1'énoncé de (R.c), il est facile de montrer
que, quel que soit n, P"(F) = Pn(F) pour tout F € % et que P"(3) = 1.
n
Considérons une partition borélienne (Bn) de U, telle que BnC Gne %
G

- n -
pour tout n,et posons Pw = Px () si Xo(“’) € Bn’ n=1, 2, ..., et
Pw = €y, si Xc(“’) ¢ U, g désignant la trajectoire de valeur constante

égale a Xc(w). La famille (Pw) ainsi définie remplit les conditions de

recollement relatives & P", 0. On peut donc former le processus P, re-
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collé de P" et de la famille (Pw) en o. Ce processus répond & la
guestion. En effet, il jouit des propriétés énoncées dans la premiére
partie de la conclusion du lemme. En outre, si 1 satisfait aux condi-
tions de la seconde partie, P appartient a gt(x), ce qui se démontre
de la maniére suivante: soit F (resp. FT) 1'ensemble des w tels que
uU! "
£ (X o

pas continue & droite, f et U' désignant respectivement une fonction

1
(w)) (resp. f(Xg/\t(w)>), en tant que fonction de t, n'est

surharmonique dans U et un ouvert tel que U'C U. Comme Pn appartient
P
3 M_ (x), F, est négligeable pour P, car F; est un élément de I
=% n n n
négligeable pour Pn (voir 1'appendice 2) et Pn coIncide avec P sur

3

. En outre, F N {1t < 0 }C Fy; , ce qui est facile & vérifier, donc
c T = 1 On @

n
F_ est négligeable pour P, puisque P(L,{{T < cn}) = 1, par hypothese.
n= =

Les trajectoires de(?(Xg'AT)) sont donc P-presque toutes continues a
droite et il reste & prouver 1'inégalité des surmartingales. A cet
effet, on peut admettre que f est majorée et on considere un couple s,
t tel que o <s <t et un ensemble F € GE;AT. I1 est facile de voir que

H =FN{s At<s Ao }estun élément de % de sorte que

s
SAOH AT

[ u' I u'
. f(x,C A on “)dP < £ (X )dP,

n Hy

car P coIncide avec Pn sur 93 et P, appartient & Mo (x). En faisant
n - n

Ul
t . N .
tendre n vers 1l'infini, Hn et f(xﬁ/\on.A1) tendent P-p.s. respective-

ment vers F et vers f(Xg AT), pour tout u > o, et 1'inégalité précé-

dente entratne
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U' f U'
[F F(K) AP g . £ ap,

pour tout F € g's AT’ donc pour tout F e"}s, ce qui achéve la démon-

stration.

Théoréme 3. Le systeme S est stable.

En effet, une application du lemme 4 pour p = % et o = OU

que la condition (a) de la définition 4 est remplie. Il faut seule-

montre

ment remarquer que Pg appartient a M (x), que t est dans ce cas ¢
=G

U
et que le processus recollé est, d'aprés (R.a), localement équivalent
5 P%. Pour montrer que (b) de la méme définition est aussi satisfaite,

X
on considére un point x dans U, un processus P € S(x), que 1'on sup-

pose localement équivalent a Pg, un point y dans G et une fonction
surharmonique f dans U. On désigne par P 1'élément général de QLOG(P).
On rappelle que Pw(F) = P:G(e;;F), pour tout w et tout FE€ F (voir le
paragraphe 4). Il suffit de prouver que P appartient & ng(XOG(w)) pour
Pg-presque tout w, car le raisonnement utilisé pour établir (a) permet
alors de conclure. On sait déja (voir la seconde remarque suivant la
définition 4) que, pour chaque w en dehors d'un ensemble M, négligeable
pour Pg, Pw est un processus continu partant de XOG(w) et tel que
Pw{XoUe 3U} = 1. I1 reste donc & démontrer qu'il existe un ensemble N,

G

négligeable pour Py, tel qu'on ait, si w § MU N,

(1) IF f(xTU') aP, ¢ IF f(xg') dP,,
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pour tout couple S, T de temps d'arrét relativement & (qzt) tel que
S < T, tout F G'JCS et tout ouvert U' avec U'€ U, ou, ce qui revient
au méme, pour tout U' appartenant & une suite croissante (Un) d'ou-
verts contenant G, d'adhérence contenue dans U et dont la réunion
est U. Par hypothése, P-presque toutes les trajectoires de (f(XE'»
sont continues & droite. Il s'ensuit, en vertu de 1l'équivalence lo-
cale de P et Pi et de 1l'hypothése (E), que ces mémes trajectoires
sont P:G-presque toutes continues & droite, pour chaque w en dehors

d'un ensemble N' négligeable pour Pg

. Supposons d'avoir pu montrer
qu'il existe un ensemble N", négligeable pour Pg, tel qu'on ait, si
wgMUN",
Un G [ Un °G
(2) L £(%R (0q,))az,, | (R eg ))ar,
eO‘GF eo’GF »

A

pour tout couple r, r' de rationnels tel que o ¢ r < r', tout F Gf}r
et tout n. Posons N = N' U N". Alors (f(xgn(eoG)),ﬁC s P:G) est une
surmartingale pour chaque « ¢ M U N et chaque n, ol ﬂ[t désigne la
tribu g:Le;EES' Par conséquent, si S, T est un couple de temps d'arrét
relativement a (Qtt), tel que S < T, et si F est un ensemble dans QKS,

on a, pour w ¢ M UN et tout n,

A

Un oG I Un °G
f £ (X" (e, ))ap, £(xg" (e, ))ar,%,
<l G | G

05 F ok
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car S(e°G) et T(6°G) sont des temps d'arrét relativement & (UCt)

et 6"1 F appartient & GC » ce qui est facile & vérifier. Mais
OG S(eUG)

cette dernieére inégalité est équivalente & (1). Prouvons donc la

supposition. Comme P appartient & S(x), on a, d'aprés le théoréme

d'arrét

A
—
H
—~
P
o]
~r
Q
v}
-

Un
I £(X 5, )P

=1 -

HNOG.F HN 6

oll o gro< r', F appartient & g} et H & la tribu engendrée par XOG.

Compte tenu de 1'égalité

(u + oG) Ao, = (uA %Y (6°G)) + g,

Un n

vrale pour tout u > o, cela donne

U o U o

J dP(w) L f Xr?(eoG)>deG < I dP(w) L f Xrn(ecG))deG.
H egGF H e;GF

Comme H est arbitraire, on en conclut, en tenant compte de 1'équiva-

lence locale de P et PG

. et de 1'hypothése (E), qu'il existe un en-

semble, dépendant de r, r', n, F et négligeable pour Pg, en dehors
duquel (2) a un sens et est vrale. Mais f}r est dénombrablement engendrée,

donc il existe un ensemble N" répondant & la question.

Théoréme 4. 23U est une frontiére admissible.
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Convenons d'appeler une famille de processus <Px) borélienne,
si, pour chaque F € &, 1l'application x+— PX(F) est borélienne.
Etant donné deux ouverts V et W d'adhérence contenue dans U et deux

familles boréliennes (PX) et (Pz) telles que PX € M, (x)

X €EV XEW v
pour tout x € V et Pﬁ € Mo (x) pour tout x € W, on va tout d'abord

W
' . . . vVUW )
montrer qu'il existe une famille borélienne (Px )X e VU W dite

famille engendrée par les deux précédentes, telle que PX Uw € M, (x)
=01

pour tout x € VU W et tout ouvert U' d'adhérence contenue dans VU W

et telle que PX uw(F) = PX(F) pour tout F G,Bbv et tout x € V. On

établira seulement 1l'existence de PX‘J W pour x € V, car une permu-
VUW

tation de V et W dans la démonstration fournira les PX d'indice

x appartenant a W - V. Posons o, = ¢

1= % %2 7°°

P 1 ¥ cw(eol): seey

o + ow(e )s eee « Soit ¢ la

9%on41l T %n * "v(ecgn)’ %2n+2 = %2n+l
limite des ot il est clair que o = o

%on+1

. Par récurrenc on va
VUW ence,

définir pour chaque n une famille borélienne (PE) telle que

xevV
P§:€.Mc (x) pour tout x € V. Par définition, Pi est le processus P_.
=0n

n Lr 4 AL3N 24P nd n+1 n N
si (P) a été déja définie, on pose P '~ = ﬁggn(?x, (Pw)), ol

x€eEV
(p,) est définie de la maniére suivante: soit (Bi) une partition de

U du type de celle qu'on a introduite dans la partie centrale de la

démonstration du lemme 5; alors, n étant pair (resp. impair), P =

v W
P
Xon(“

Xon(
—_— 1 - - i = . e
= P o (0) si Xon(w) €B, -V (resp. chKuO € B, W), i =1, 2, eoe,

i

wy (vesp. P, =P y) si X5, (w) € V (resp. X (w) € W), P =

X -
X
et P, = o, si Xon(w) ¢ U, ol w désigne la trajectoire de valeur
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n+1
< )

constante égalea X (w). La famille (P v possede les pro-
n

X e
priétés requises. En effet, la mesurabilité en x résulte en appli-
quant (R.c) (il faut rappeler que ¥ est engendrée par les ensembles

de la forme H N e;l‘F, ou H € 3«0 et F €3) et 1'appartenance a

n n
M, (x) en appliquant le lemme 4. Or, par construction méme, P;H' (F) =
I n+l
= PQ(F) pour tout F € '}o , quels que soient x € V et n. Une application
n

VUW

du lemme 5 montre donc 1l'existence d'une famille (PX répon-

)X eV

dant & la question, car il est facile de voir que la mesurabilité en
X subsiste au cours des opérations effectuées dans la premiére partie
de la démonstration de ce lemme. Cela établi, on va prouver qu'il

existe une famille borélienne (PX) telle que Px € M (x) pour
U

x €U

tout x € U. Le théoréme sera alors démontré car, pour avoir un pro-

cessus P appartenant a §__(x), il suffit de considérer un G € %(x)

d'adhérence contenue dans U et de poser P = ao (PG, (P )), ol P, =
G * e

=P si XUG(w) € 3G et P = ¢, sinon, w  désignant un point quel-

w

XO'G(O)> o)

conque dans Q. Ce processus P appartient & M (x), en raison de (AE)
et du lemme 4, et est localement égquivalent 2 Pi. I1 appartient donc
a4 8(x). Soient (Gn) et (Vn) deux suites d'ensembles ouverts telles que
VnC GnC GnC U et Gne 9, pour tout n et que la réunion des Vn soit
U. Par récurrence, on définit pour chaque n un ouvert Un contenant

vV, U... U Vn et une famille borélienne (Pn) telle que P}r:e M"U (x)

1 x’'x € Uy 0
_ 1 _ 45 1
pour tout x € U . On pose U; = Gy et Py = P_*. Alors P € :—MOU (x)
n .
pour tout x € U;, en vertu de (A2). S1 U, et (Px)x cu, ont été



- 66 -

définis, on choisit U,,, de telle maniére que V, u...U Vo € V€
- tpa n+1 <
C Un+lc v, U] Gn+l et on définit (Px )x € U,y comme étant la

restriction & U, de la famille borélienne (Pi{l"'l)

G

gendrée par (Pz) (premiére partie de la

démonstration). A ce point, on pose o, = . La suite (on)

OV]_ U e o UVn

est croissante et converge vers oy En outre, pour x dans V1 U...U Vm,

(Pn) est, par construction méme, de telle nature que P® € M_ (x) et
X’‘na2m X =0p
que P;:"'l(F) = P;:(F) pour tout F € ¥ , quel que soit n 2 m. Une appli-
n
cation du lemme 5 montre donc 1l'existence d'une famille borélienne
(Px)x EV] U... UV telle que P, € ¥°U'(x) pour tout x € VlU oo U v

et tout ouvert U' d'adhérence contenue dans U, donc telle que
P € gou(x) pour tout x € Vy vu...uU V,+ Comme m est arbitraire, le

théoréme est démontré.

9. INDEPENDANCE DE LA CONDITION D'EXTREMALITE DU CHOIX
DE LA FRONTIERE ADMISSIBLE

Voici d'abord deux lemmes.

Lemme 6. Soient a et x deux points différents respectivement
dans aU et dans U. Il existe alors un voisinage V de a, un voisinage
Wde x et un € > o tels que P{X__€ V! <1 - € pour tout P € §(y),

quel que soit yEWNTU (18).

(1) (A1) intervient uniquement dans la démonstration de ce lemme,

dont la conclusion ne sera utilisée que sous une forme affaiblie:
celle que l'on obtient en remplagant dans 1'énoncé "pour tout P"
par "pour un P".
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En effet, d'aprés (Al), il existe une fonction sousharmonique
f dans un voilsinage de U, continue, finie et telle que f(a) ? £(x).
Pour un voisinage V de a on a donc a = ;gg f(y) < £(x). Posons
W={f > (f(x)+a)/2} et € = (£(x)=-a)/2(B=a), ot B = sup f£(y). Alors
W est un voislnage de x, ¢ > 0 et si y est un point g:gs WnNn U et
P un élément de g(y), on a, en vertu du théoréme d'arrét et de la

continuité de f, (Un) désignant une suite croissante d'ouverts

d'adhérence contenue dans U et dont la réunion est U,

A

L&)+ 2 < r(y) < 1im I £(X,

NN+

)dP = I £(X, )ap 2
U U

n

A

P{X"Ue v} + 8(1 - P{XOU € V}),

ce qui entralne P{XcUe V} <1 - e,

Lemme 7. Soient A et A' deux frontiéres admissibles, a un point

dans 3U et V un voisinage de a. Il existe alors un voisinage V' de a
A < JA'
et un € > o tels que eoI(A -V) = °I(A' AL

En effet, pour chaque x € U - V i1 existe, en vertu du lemme 6,
un voisinage Vx de a, un voisinage Wx de x et un €y > o tels qu'on
ait P{XUUG: A' - Vx} > e, pour tout P € g(y, A'), quel que soit

¥ € Wx N U. L'ensemble U - V étant compact, un nombre fini wxl, ooy

Wxn d'ensembles wx le recouvrent. Il en résulte, en posant V' = ﬂVxJ
J

et ¢ = min(e cees €y ), que P{XOUG A' - V'} > € pour tout
n

Xl’
P€ S(y, A'), quel que soit y € UWY N U. D'ou, il s'ensuit que
- J 3

t
lim inf %(A' v.)(y) > € pour tout b € 3U - V. Cela établi, fixons
vy b B |
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]
%(A' - V)" Considérons en outre

x €U, P€ 3(x, A) et posons f = ¢

une suite croissante d'ouverts U d'adhérence contenue dans U et dont

la réunion est U. On a alors, compte tenu de 1l'inégalité qui précéde,
eI{XOUGL A -V} £ lim inf f(x)I{XOU € A -V} < lim inf £(X, ),

y—p XOU n—+ « Un

et done, en vertu du lemme de Fatou et du théoréme d'arrét (f est sur-

harmonique d'aprés le théoréme 1),

A

eP{X°U€ A -V} I lim inf £(X, )dP < 1lim I f(XoU )dP < £(x).

Comme X € Uet PE g(x, A) sont arbitraires, on en conclut que

A
“ra -v) =

Théoreéme 5. Soient A et A' deux frontiéres admissibles. Un point

est alors extrémal pour A s'il est extrémal pour A'.

Supposons que a est extrémal pour A'. Alors a appartient a A,
sinon il existe un voisinage V de a qui est disjoint de A et alors,
1 A _ q,A'
d'aprés le lemme 7 et du fait que QI(A -V T l, ona ¢ 2 I(A' - V')
pour un € > o et pour un voisinage V' de a, ce qui contredit 1l'extré-

malité de a pour A'. Une seconde application du lemme 7 montre que a

est extrémal pour A.

A la suite de ce théoréme, il est permis de parler de points

extrémaux sans référence & une frontidre admissible quelconque.
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10. BARRIERES

La solution généralisée de Dirichlet ¢A est minimale au sens

?

sulvant:

Théoréme 6. Soit f surharmonique dans U, minorée et telle que

lim inf f£(x) 2 ¢(a) pour tout a € A. Alors f > ¢$.

X =+ a

Soient en effet x un point dans U, P un élément de S(x, A) et
(Un) une suite croissante d'ouverts d'adhérence contenue dans U et

dont la réunion est U. On a alors,

lim inf £(X; ) 2 lim inf £(y) 2 ¢(X; ) P-p.s.,
n —+ o« Un y__,XGU U

donc, en raison du théoréme d'arrét et du lemme de Fatou,

) 2 1m [ (X, Jar 2 [ 1im inr £(x, Jar 2 [ e(x, Jap.
T Do Un n—+ « Un U

Comme x € U et P € g(x, A) sont arbitraires, on en conclut que f 2 02.

Le théoréme suivant caractérise les points extrémaux par la

notion de barriére.

Définition 8. Une fonection surharmonique f dans U est dite

barriére en a € 3U si
a) lim inf f(x) = o3
X - a

b) inf f(x) > o pour tout voisinage V de a (19).
x €U -V

19) ¢ce. @1, (1, [l.
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Théoréme 7. Pour que a € 3U soit extrémal il faut et il suffit
(20)

qu'il existe une barriére en a

Soit en effet a extrémal et soit @ une fonction numérique continue
et finie dans 3U telle que ¢(a) = o0 et ¢(b) > o pour tout b # a. En
vertu du théoreme 2, l§m+igf ¢;U(x) = o. En outre, V étant un voisinage
de a, il existe, d'aprés la premiére partie de la démonstration du
lemme 7, un voisinage V' de a et un € > o tels qu'on ait P{X"Ue AU-V'}>e
pour tout P e;g(x), quel que soit xe€ U - V. Soit a > o une constante
minorant ¢ dans 93U - V', On a alors, pour tout x € U - V, P désignant
un élément de S(x),

Q‘?U(x) > I(?(XOU)CIP > qP{XcUG W - V'} > ae,

* r'd a s N
ce qui demontre que ¢?U est une barriere en a. Inversement, si f est

une barriére en ce point, il existe une constante « > o telle que
lim igf f(x) 2 o pour tout b € 3U - V, ol V est un voisinage de a.

X >

H b 2’ aU aU —
D'aprés le théoréme 6, £ 2 GQI(BU - V)’ donec lim inf ¢I(8U _ V)(x) = 0.

X »2a

Comme V est arbitraire, cela montre que a est extrémal.

11. PLUS PETITE FRONTIERE ADMISSIBLE, CARACTERISATION

DE LA FRONTIERE DE SILOV

Soit & 1la famille des fonctions numériques f définies dans U,
4 valeurs > - «», dont la restriction a U est surharmonique dans U
et telles que lim inf f(x) = f(a) pour tout a appartenant & 3U.
x+a,xelU
Désignons par S(f) 1l'ensemble des points ol f atteint sa borne

inférieure. On peut démontrer directement (ef. [5], [12]) que, parmi

(20) yn point extrémal est donc semi-régulier au sens de [5].
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les sous-ensembles fermés de U ayant une intersection non vide avec
chaque S(f), lorsque f parcourt €, i1 y en a un plus petit, appelé

frontiere de Silov de U (relativement & ¥).

Dans ce paragraphe, on commencera par démontrer 1l'existence
d'une plus petite frontiére admissible. On prouvera ensuite que cette
frontiére est identique & 1'ensemble S des points extrémaux. Cela
établi, 11 sera facile de montrer, sans devoir faire appel au résultat

susmentionné, que S est la frontiere de Silov de U.

Théoréme 8. L'ensemble S des points extrémaux constitue la plus

petite frontiére admissible et aussi la frontiere de Silov de U.

Soit (Al)1 c 1 une partie totalement ordonnée de 1'ensemble des

frontiéres admissibles. On va montrer que A = f\ A‘ est une frontiére
teT
admissible. Comme 1l'espace E a une base dénombrable, on peut extraire

une suite décroissante (A ) telle que A = {‘IA1 . Soient X un point
n n=1 n
un élément de S(x, Al) localement équivalent & Pg

dans U, P et (V)

1
une suite d'ouverts dont 1l'intersection est A et telle que E - G DV, D

:.')!-\1 et Vn Dvn+l pour tout n. On montre qu'il existe un processus P

n
appartenant a é(x, A). A cet effet, on écrit An et o, au lieu respec-

tivement de A et o . ¥ et on définit par récurrence une suite (P )
n - Vn n

de telle sorte que P_€ S (x, An) et que Pn+l(F) = Pn(F) pour tout

F € F, , quel que soit n: Pl
n

P € g(x, An) a été défini, on choisit, pour chaque y € UN awv ., P

est le processus choisi ci-dessus; si

N
dans g(y, An+l) de telle maniére que l'application y+— Py(F) soit

mesurable pour tout F 6333 ce qui est possible gréce au lemme 2. On
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pose alors Pn+l = ]iOn(%n’ (ij), ou P = PXon(“) si Xon(w)ellnth

et Pw =€, sinon, Wy étant un point quelconque dans . Du fait que
o]

P, € §<X°n(w)’ An+l) pour Pn-preylm tout w, P appartient & g(x,

n+l
An+l)’ en vertu du lemme 4. En outre, par construction méme, Pn+l(F) =

= P_(F) pour tout F € ¥, , quel que soit n. D'aprés le lemme 5, il

g ?
n

existe done P € S(x) tel que P(F) = Pn(F) pour tout F ef}o . Or,
= n

{on < OU} est un élément de 93 , donc Plo_ < o _} = 1 pour tout n, ce

n U
qui montre que P{XOU_e A}l = l,nautrement dit que P € é(x, A). On en
conclut que l'ensemble des frontiéres admissibles est inductif. D'aprés
le théoréme de Zorn, il existe en conséquence une frontiére admissible
minimale que 1l'on notera encore par A. Or, Sc A, en vertu du théoréme 5,
et la premiére partie du théoréme sera établie si 1l'on prouve que tout
point de A est extrémal. Supposons le contraire, c'est-a-dire que A - S
contient un point a. On va montrer qu'il existe un voisinage W de a tel
que A - W est une frontieére admissible, ce qui contredit la minimalité
de A. Comme a n'est pas extrémal, il existe un voisinage V de a tel que
1;@»12f ¢%(A _ V)(x) = a > 0, donc un voisinage V' de a contenu dans V
tel que Q%(A _ V)(y) > a/2 pour tout y € U N V', Un voisinage quelconque
W de a d'adhérence contenue dans V' répond & la question. En effet, pour
tout y € U NV', il existe Py € S(y, A) tel que Py{xc,Ue A -W>2
PY{XOUGE A -V} > a/2, En vertu du lemme 2, 1l'on peut admettre que
l'application y+* Py(F) est mesurable pour tout F € &. On pose
A' =ANWet B=1 - a/2. Alors PY{XOUEZ A'} < B pour tout ye UNV'.

Soient x un point dans U, Po un élément de S(x, A) localement équivalent
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3 pC
X

. — -
que V' - G DVnDVnDVn

et (Vn) une suite d'ouverts dont l'intersection est A' et telle

+1 pour tout n. On va définir, par récurrence,

deux suites (Pn) et (on) de telle nature que Pn appartienne & g(x, A),
n
Pn{an < cU} < B et o, =

o = pour tout n, ou m_ dénote un entier
U - Vi, n

croissant, avec n, vers l'infini: Po est le processus choisi ci-dessus

et o le temps de sortie oy vl. Supposons que Pn et o aient été

déja définis et posons P, = Pxon(“’) si w € {on <o .}, P =c¢ sinon,

W [}

U
n
© dénotant la trajectoire de valeur constante égale a Xy (w). La
n

famille (P,) ainsi définie remplit les conditions de recollement
relatives a Pn’ o et Pw € §(Xon(w), A) pour tout w € {on < oU}.
Posons P, = ﬂon(Pn, (Pw)). I1 est clair que P,
sorte qu'une application du lemme 4 montre que P€ S(x, A). On a,

{XoeA}zlde
U

en outre, en vertu de (R.b) et du fait que Pw{XcU € A'} < B pour tout

w € {on < oU},

' ' — ' =
Pn+l{X°U€ A'} Pn-!-l{x"U(eon) € A'} = [ Pm{XOUe’ A }dPn(w) =

= f P X, € A'}dP_(u) < gh+d,
(o < oy} n

- U

Puisque 1'ensemble {XO cuUln {oU < oE} N {o = < o } décrolt vers

{Xo EUIN {X°U € A'} quand m tend vers 1'infini, on peut choisir
n+l
moq > My tel que Pn+l{°U _ vmn.,.l < oU} < B « On pose alors Ortl =

=0 . Par construction méme, Pn+l(F) = Pn(F) pour tout F € '}on,

U - vmn«!-l
quel que soit n. D'aprés le lemme 5, il existe donc un processus

P € 5(x) tel que P(F) = P_(F) pour tout F € 4, , quel que soit n. Il
n

est clair que {X; € A - A'} croft vers {X; € A - A"} quand n tend
n U
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vers l'infini. La démonstration de la premiére partie du théoréme

sera en conséquence achevée si 1'on montre que lim P{Xonéi A-A") =1,
Or, il est facile de vérifier que X, € U} r\{ngta W - A"} =

= {XO € U} N Loy < o} N {o, = oy}. Compte tenu du fait que P e S(x, A)
et que Pn{on < oU} < Bn, cela entraine Pn{XonEL A-A't =1 - Pn{on< oU}>
>1 - Bn, ce qui prouve l'assertion, car le membre de gauche est égal &
P{Xone A - A'}, en raison de 1'appartenance de {X°n€ A-A'} A g"’n.
Passons & la démonstration de la seconde partie du théoréme. D'aprés le
théoréme 7, il existe une barrieére en chaque point de S. Si, donc,
chaque fonction de & atteint sa borne inférieure dans 1'ensemble S',
on doit avoir Sc S'. D'autre part, S étant une frontiére admissible,
toute fonction de & atteint sa borne inférieure dans S, d'aprés le
théoréme 6. Par conséquent, S est la frontiére de Silov de U et la

démonstration est achevée.

12. PROBLEME DE DIRICHLET

On s'intéresse au probléme généralisé de Dirichlet suivant
(ef. [1], [6]): A étant un sous-ensemble fermé de 3U, dans quelles
conditions, pour chaque fonction numérique continue et finie ¢ donnée
sur A, existe-t-il une fonction surharmonique dans U qui (dans un sens
4 préclser) atteigne les valeurs prescrites ¢ & la frontieére et qui
soit minimale? Les paragraphes précédents contiennent déja essentielle-
ment la réponse & cette question. Aussi, pour résoudre le probléme, ne

restera-t-il qu'a rapprocher les résultats dont on dispose.
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Mais précisons tout d'abord les termes nouveaux.

On dit qu'une fonction surharmonique f dans U est minimale rela-

N

tivement & A si f < f' pour toute f' surharmonique minorée dans U

telle que lim inf f(x) < lim inf f£'(x) pour tout a € A.
X— a X+ a

ia

On appelle solution du probléme de Dirichlet relatif & A et & la

fonetion numérique ¢ dans A, une fonction surharmonique minorée f dans U
(nécessairement unique) ayant les propriétés suivantes:

(a) 1im inf f£(x) = ¢(a) pour tout a € A;

X = a

(b) £ est minimale relativement & A.

On dit que le probléme de Dirichlet relatif & A est résoluble
s'il existe une solution pour toute fonction ¢ dans A, continue et
finie.

Dans ce cas, si f est surharmonique dans U, minorée et telle

(21), autrement dit

que l%m*igf f(x) 2 o pour tout a € A, alors £ 2 o
la solution relative & une constante est la constante elle-méme. En
effet, s'il existe x tel que f(x) < o, alors pour A suffisamment grand
AP (x) < fo(x), ol £ dénote la solution relative & la constante o.

Mails cela montre que fo n'est pas minimale.

D'aprés le théoréme 8, S est une frontiére admissible. Il est
donc Jjustifié de parler le points-frontiére réguliers pour S (cf. para-
graphe 7). Par commodité on appelleraces points tout simplement points

réguliers. Rappelons-en la définition: a € S est régulier si, quel que

(21) c

'est-a-dire que le principe du minimum relatif & A est valable.
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soilt le voisinage V de a, sup P{X, € V} — 1 quand x — a,
P € S(x, S)
x € U. B

Théoréme 9. Le probleme de Dirichlet relatif & A est résoluble

si et seulement si A est la frontidre de Silov de U et tout point de
cette frontiére est régulier. Dans ce cas la solution relative & ¢

est la solution généralisée @2.

Au cours de cette démonstration le symbole ¢ désignera les
fonctions continues et finies. Supposons que la condition de 1'énoncé
soit remplie. En vertu des théorémes 8, 1 et 2, @S est surharmonique

?

dans U et lim inf ¢$(x) = ¢(a) pour tout ¢ défini dans S et tout
X— a
a € S. En outre, d'aprés le théoréme 6, @3 est minimale relativement

4 S donc le probléme de Dirichlet relatif & S est résoluble. Supposons,
inversement, que ce probléme relatif & A soit résoluble. Si S - A n'est
pas vide et a dénote un de ses points, il existe, d'aprés le théoréme T,
une barriére f en a et donc un ¢ > o tel que li@*inf f£(x) > € pour tout
a' € A. Mais alors f 2 €, ce qui est impossiblz° Oz doit donc avoir

SC A. D'autre part, si S est un sous-ensemble propre de A, 1l existe

une fonction ¢ dans A telle que ¢(a') = o pour tout a' € S et que

¢(a) < o pour un a € A - S, Si £, dénote la solution relative & ¢, alors,

?
en vertu du théoréme 6, £, > ¢S = 0, ce qui est impossible. Donc A = S

=9
et il reste seulement & démontrer que tout point de S est régulier.
D'aprés le théoréme 2, lim inf @?(x) > ¢(a) pour tout ¢ défini dans S
X = a
et tout a € S. Du fait que qP est minimale, on déduit que @2 2 Q? pour

tout ¢. Si,donc, a est un point dans S, V un voisinage de a et ¢ une
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fonction dans S telle que ¢ < I(SN V) et ¢(a) =1, on a

S S
1 = 1lim inf £_(x) < lim inf ¢ (x) £ 1im sup ¢ (x) <1,
x=+a ¢ T x -+ a IsNv) X a IsnNW -

ce qui démontre que a est régulier.

13. CAS PARTICULIER

Les résultats des paragraphes précédents s'appliquent, en parti-
culier, au cas des fonctions de deux (ou plusieurs) variables, sur-
harmoniques en chacune de ces variables par rapport & un processus

de Markov. Le présent paragraphe sera consacré i cette application.

Précisons tout d'abord les termes et les données. De méme qu'au
paragraphe 2, soient E un espace localement compact non compact et a
base dénombrable, E ;= E U {8} son compactifié d'Alexandrov, W(E)

1l'ensemble des ouverts non vides de E relativement compacts dans E.

On dira que X = (QX,‘JX, w%, Xt’ eg, Px) est un processus de
Markov & valeurs dans E6 (22), si

(a) X est un processus de Markov au sens usuel;
(b) toutes les trajectoires de (Xt) sont continues et absorbées
par § (voir le paragraphe 2);

(e) Px{°§ < &

E} = 1 pour tout x € E et tout Ue€ W(E) (23);

(22) X n'est pas nécessalrement un processus canonique; w§ est un
élément de 9X tel que Xo(w§) = 6 (ef. [2], p. 8-05).

(23) oX désigne le temps de sortie de (Xt) de A< Eg; pour des
conditions équivalentes & (c¢), voir [2], p. 8-08.
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(d) X est fortement fellérien, cela signifiant que le semi=~

groupe de transition (P%) de X est fortement fellérien (24)(25),-

(e) X est localement continu, c'est-a-dire que, pour toute

fonction f continue finie et & support compact dans E, lim P?c(f = f

t-+o
uniformément dans tout compact de E (26)(27).

Ainsi défini, un processus de Markov est nécessairement forte-

(28),

ment markovien

Soit donc X un tel processus & valeurs dans EG. Pour tout
U € W(E), tout x € E et tout borélien BcC E, désignons par n%(x, B)

X
la probabilité PX{XO%( € B}. On dit que (“U)U € U(E) est la famille

de noyaux harmoniques associée & X. C'est une famille de répartitions

de sortie fortement fellérienne au sens du paragraphe 3 (voir [2],

p. 8-18).

On dira qu'une fonction est surharmonique (resp. harmonique)
par rapport au processus X si elle est surharmonique (resp. har-

monique) par rapport a (ng) conformément & la définition 2.

(2%) PX(x, B) = P.{X, €B} pour tout Xx€E et tout borélien B C E.
t X

(25) (P}é) est dit fortement fellérien si, pour tout t >o et toute

fonetion borélienne bornée dans E, P%f est une fonction continue.

(26) Pour des conditions équivalentes & (e), voir [2], p. 8-43.

(27) (a) — (e) sont des hypothéses appropriées & 1l'étude du probléme
de Dirichlet formulé en termes probabilistes.
(28)

Par rapport & ®f), ol Z% = chc?é et '3'}3( désigne la tribu
engendrée par les variables Xr- d'indice r <s (voir [13],

vol I, p. 87 et 99).
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Considérons a présent deux processus de Markov X et Y & valeurs

respectivement dans Ef = EXLJ{Y} et E% = EYLJ{G}.

X Y

Soit U un ouvert dans E° x E~, Une fonction numérique f, définie

dans U, sera dite séparément surharmonique dans U, si
(a) £ est localement minorée;

(b) pour chaque x € EX, fx est surharmonique dans Ux par rapport

ay (29) et, pour chaque y € EY, fy est surharmonique dans Uy par

rapport a X.

Théoréme 10. Pour qu'une fonction numérique f, définie dans un

ouvert UC EX X EY, soit séparément surharmonique dans U, il faut et

11l suffit que

(a) f(x, §) > = » pour tout (x, y) € U;

(b) £ soit s.c.i.;

(e) (n ®n )f(x, ¥) £ f(x, y) pour tout (x, y) € V x W, quel
que soit l'ouvert V x W dont 1'adhérence est compacte et contenue

dans U.

Supposons que f est séparément surharmonique et montrons d'abord
que f est s.c.i. (30). A cet effet, considérons un ouvert relative-
ment compact V *x W tel que V x WC U et posons P (x, B) = P {X € B,

t <o } pour tout x € V et tout borélien BC V, P (y, C) = P {Y € ¢,

t < 2 } pour tout y € W et tout borélien C < W. Comme f est minorée

(29) Ugx = {y: (x, y) € U}; fyx désigne 1l'application partielle
y— £(x, 7).

(30) Dans le cas classique, c'est un résultat di & V. Avanissian
([14], p. 137).
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dans V x W, la restriction de £ & V x W est égale & la somme d'une
constante et d'une fonction g, séparément surharmonique et positive
dans V x W. D'aprés [13], vol. II, p. 19, g est séparément excessive
par rapport & (PX) et (Pz). Ces deux semi-groupes étant fortement
fellériens (voir [13], vol. II, p. 31), g est s.c.i., d'aprés le
théoréme 11 dans [15], ce qui prouve l'assertion. Il est maintenant
facile de vérifier que la condition (¢) de 1'énoncé est remplie et la
premiére partie du théoreme est donc démontrée. Passons & la seconde
en supposant que f obédit aux trois conditions de 1'énoncé. Soient x
un point dans EX et W un ouvert de 1L(EY) tel que W U,. Il faut

montrer que H%fx(y) < fx(y) pour tout y € U, ou, ce qui revient au

méme, pour tout y € W. A cet effet, considérons une suite d'ouverts
vV € 'U..(Ex,x) dont Vn décrolt vers {x}et avec \—/’l x WC U, Si g désigne

une fonction continue et finie dans U, on a, pour chaque y € W,

X o X s \ X s
Lin (1f @ t)g(x, v) = | iy, ay') Lin mf g () = mug ().

N+ n+ «

Puisque f, en tant que fonction s.c.i. > - », est limite d'une suite

croissante de fonctions continues et finies dans U, on en conclut que

Y o ire(rX @ 1Y _
Tyt (¥) £ im inf (1 @ 1)f(x, 7) £ £(x, ¥) = £,(3),

n -+«
pour chaque y € W, ce qui achéve la démonstration.

En accord avec les paragraphes précédents, on adopte les nota-
tions suivantes: Q, Zt et GE pour respectivement l'‘'espace de base

1'application coordonnée t et sa tribu relative, définis, ainsi que
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WU(E), comme au paragraphe 2, & partir de 1l'espace E(Y’G) =E U
U{(y, 6)}, oW E = EX x EY; J pour la tribu engendrée par la réunion
des &.; la probabilité P sur (2, ¥) pour le processus canonique

(2, %, Zys P); G pour 1'ensemble des ouverts de U(E) de la forme

V x W. Pour chaque V x W appartenant a 9, on pose

(H)é@H%)((x, ¥)s+) si (x, y) €V x W,

HV % w((xa y):') =

©(x, v) si (x, y) €EE - (Vx W).

La famille (n ) ainsi définie est une famille de répartitions

G'Ge G
de sortie fortement fellérienne au sens du paragraphe 3 (31), En

vertu du théoréme 10, les fonctionssurharmoniques, associées a cette
famille selon la définition 2, sont exactement les fonctions séparé-

ment surharmoniques.

Pour pouvoir appliquer la théorie générale au cas des fonctions
séparément surharmoniques, il faut s'assurer que (nG) posséde une
réalisation, au sens de la définition 3, vérifiant 1'hypothése (A2)

du paragraphe 8. Le théoréme suivant sert & ce but.

Théoréme 11l. (HG)GG G admet une réalisation (P )G c %(z)

vérifiant (A ) par rapport aux fonctions séparément surharmoniques.

Soient G = V x W un ouvert de <§ et £ une fonction séparément

surharmonique dans un voisinage de G. Soit en outre G' = V' x W'

-

3 ’

(31) La forte fellérénéité résulte de la démonstration du théoréme 7
dans [15], si 1'on n'y considére que des x et des y appartenant
4 des sous-ensembles ouverts des espaces respectifs.
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un ouvert de (} contenant G et dont 1l'adhérence est contenue dans le
domaine de définition de f. La restriction de f & G' est égale i la
somme d'une constante et d'une fonction g, séparément excessive par
rapport aux semi-groupes (PX,) et (Pg') (voir la premiére partie de

la démonstration du théoréme 10). Posons g, = (P:\L’}n® P‘f}n)(g An).

La fonction gn est séparément excessive et continue, car elle est la
transformée d'une fonction bornée par un noyau fortement fellérien.
Elle tend en outre en croissant vers g, quand n—+ « et cela prouve

que la restriction de f & G' est la limite d'une suite croissante

de fonctions séparément surharmoniques continues et finies dans G'.

En vertu du théoréme 16 dans [10],p.135,1il n'y a donc aucune restriction
de la généralité si l'on se borne & considérer des fonctions séparé-
ment surharmoniques qui sont continues et finies. Soit f une telle
fonction, définie dans un voisinage de G. Il Suffit de prouver 1l'exis-
tence de Pg pour des z appartenant a un ensemble préalablement donné
de 9 dont 1l'adhérence est contenue dans G. Cet ensemble est le début
d'une suite d'ensembies G, =V, * W €G telle que T}'nc G 'G'n+1CG
pour tout n et que é_{Gn = G. Faisons correspondre & la trajectoire
de <(Xt’ Yt)> relati;e a (wx, wY) 1'élément de 2 dont la coordonnée t
est le point ((Xt(wx), Yt(wY)> si ce point appartient & E, le point
(v, 8) sinon. Par cette correspondance, <QX X QY, :}x ® ’JY, (X'c’ Yt)’

Rxéb Py) induit une famille borélienne (Pz) de processus

2 €E(y,s)
canoniques (borélienne au sens de la démonstration du théoréme 4)

telle due Pz{oU < 0.} = 1 pour tout U € UW(E), quel que soit z € E (32).

E

(52) (e, % Zgs PZ) est en réalité un processus de Markov & valeurs
dans E(_, % dont le semi-groupe de transition est (P%@ P%) (voir
(5], p!"327)
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Appelons o le temps de sortie de (Zt) de 1'ouvert (Vn x W)U

U(V x W_) et écrivons p_ et t_ au lieu respectivement de OX et
n n n Vn

% . Il est clair que LI tend en croissant vers °G quand n — =,

n

Pour chaque z = (x, y) € E(Y 5) désignons par Q,g le processus que
E]

g

1'on obtient en recollant, au temps o n? le processus canonique induit
Y X Y
s g & g r] (Xt , Ytb" ), P @ P) é— (PZ ( ))o OI‘,

pour chaque (x, y) € G, (f(XtAp s th )s '3”5 ® g‘t: P ® P) est’

par (QX x Q

une surmartingale (33). Donc (f(ZtM )s Fs Q n) en est également une

pour chaque z € Gn' Par récurrence, on va définir, pour chaque n, une

famille borélienne de processus canoniques (Przl)Z c g.de telle sorte
1

n n
que, pour z fixé, (f(thn), (}t, Pz) soit une surmartingale, PZ{ZO €

n
€V xaW ) = 1 et PP{o, < op} = 1. Pl est le processus Q;. si (P2)

a été déja définie, on pose Pn+l = ll{ (Pn (Qz o+l ))). Il est clair

que (P ) est une famille borélienne et le lemme 4 montre (f(Z )s

1 Chonyy
3’;0, Pn+ ) est une surmartingale pour chaque z € Gl‘ Or, par construc-

n+1 (

tion méme, on a P F) = Przl(F) pour tout F € 3 . D'aprés le lemme 5,

n

il existe une famille borélienne (Pg) telle que Pg(F) = Przl(F)

z €G
1
pour tout F € ¥, et que Pulo, < o } = 1, quel que soit z € G . Compte
: n

tenu de la continuité de f et du fait que (f(Z ., Przl) est une

)
tAan ’

(533) Cela résulte en appliquant le théoréme de Fubinli et la remarque
suivante: soit g une fonction continue excessive par rapport a
(Pt)’ alors si s <t on a, compte tenu de la relation (t <ox}c:
<’{s <o§}ﬂ {t-s <aX(e )},

E (I{t<cXig(X, )l’;x} < I{s<cx}E {(I{t-s«rx}g(xt $)) (e )13 } =

= I{s<oX}E {I{t-s<cx}g(x )} = I{s<oXIPY _g(x) < I{s<ox}g(x ),
Xg t=-5 v g-s® =

Py-p.s., quel que soit x € V; donc, d'aprés le théoréme d'arrét,
(S(Xt/sp )s 3%( x) est une surmartingale pour chaque x € V,
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surmartingale, on en conclut que (f(ZS), ‘3%, Pg) est aussi une sur-
martingale. Il reste donc seulement & vérifier les conditions (c¢) et
(d) de la définition 3 (cette derniére a été introduite au paragraphe
8). Sans rien changer & ce que l'on vient de dire & propos de Pg, on
peut remplacer ce processus, tout en gardant sa notation, par le
processus que l'on obtient en recollant, au temps Ou Pg a (PZG (w)).
Le nouveau processus Pg vérifie alors (d). Il vérifie aussi (c)? Pour
le démontrer, il suffit de prouver que, pour chaque z € Gl et chaque
borélien B, Pg{z0 € B} = HGn(z, B) car cela, joint au fait que les

n
mesures N, (z,+) tendent vaguement vers HG(z,-) quand n — «, entrafine

Gn
aussit8t que Pg{zo € B} = HG(Z, B). La preuve sera faite par récur-
G
rence sur n, en utilisant la relation QIZI{Zo € B} = HG (z, B) qui est
n n
évidemment vraie pour chaque z € Gn' L'assertion est vraie pour n = 1.

Supposons qu'elle soit vraie pour n. Alors on a

n+l
{Z €B}==PZ {Zo €EB}l =P

Ml (6. ) € B} =
n+l n+l %n

Z %n+l

n+l n _ N
= f Qz‘,n(w){zonﬂe B}dP_(w) = I "Gn+1(z°n(“’)’ B)dP} (u) =

G = =
- | ng (2 (), BB () = (15 15 (= B) = T (2 B),

ce qui achéve la démons’cra’qion°

On dira que le processus de Markov X (resp. Y) est du type (E)
si, pour chaque V €1L(Ex) (resp. W e'u(EY)), les mesures appartenant
4 la famille {Hé(x,-): x €V} (resp. {nﬁ(y,-): y € W}) sont équi-

valentes.
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I1 est clair que si X et Y sont du type (E), la famille (HG)Geg

qui leur est associée vérifie la condition (E) du paragraphe 5.

Grace aux théorémes 10 et 11, les résultats des paragraphes
précédents sont donc applicables au cas des fonctions séparément sur-
harmoniques par rapport & deux processus de Markov du type (E) dont
les fonctions harmoniques dans un ouvert relativement compact séparent

les points de cet ouvert.

En particulier, la théorie s'applique au cas des fonctions
séparément surharmoniques au sens classique, en prenant pour X et Y
deux mouvements browniens. C'est d'ailleurs dans ce cadre que
J.B. Walsh situe son travail de theése. Pour plus de renseignements
a4 ce sujet, notamment pour des résultats découlant d'une notion de
régularité forte pour les points-frontiére, ainsi que pour une étude
détaillée du probléme de Dirichlet dans des domaines du type produit,

on renvoie au travail de J.B. Walsh [1].

APPENDICE 1
On utilise les données du deuxieme paragraphe.

Théoréme 12. Soient P une probabilité sur (Q, ¥ ) et € une

sous-tribu de &. Il existe alors une version P’? de la probabilité
conditionnelle P{ |¥} telle que
(a) pour chaque w € Q, P?f est une probabilité sur (Q, ¥);
(b) pour chaque F € %, 1l'application w k*-P?E(F) est mesurable

par rapport & la complétée universelle de €.
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Considérons en effet 1'injection X: w+— (X, (w)) o p de @

dans le produit cartésien EE

= (EG)D, ol D désigne 1'ensemble des
rationnels > o. Il est clair que & = X'l(tB ), ou B désigne la
tribu des boréliens de E?s. Soit M 1'image de P par X et soit % 1la
sous-tribu de @ constituée par les ensembles B tels que xt (B) e®.
Comme E]z est un compact métrisable, il existe une version n‘e.' de 1la
probabilité conditionnelle 1n{ |®} telle que (a) pour chaque z € Elg,
'Ilf est une probabilité sur (Elg, @) et (b) pour chaque Be (@3, 1'appli-
cation zr— H‘S (B) est mesurable par rapport & ®. Si, pour chaque z,

7

on prolonge Ilz a B (* apposé au symbole d'une tribu, indiquera la
complétion universelle de cette tribu), cette application est alors
mesurable par rapport a @g* pour chaque Be@®*. Supposons d'avoir pu
" démontrer que l'image X(R) de ? par X appartient & (3* et désignons
par By le sous-ensemble (unique) de X(2) dont 1l'image inverse par X

est F. Alors BF appartient a tB*. Posons donec, pour chaque w et chaque
L % % o
Fel¥, P (F) -nx(w)(BF). Il est clair que P ainsi définie est une
version de P{ |%} satisfaisant aux conditions (a) et (b) du théoreéme.
I1 reste & prouver que X(gq) est un élément de ®*. Pour cela, on
désigne par Ari1 le sous-ensemble de E]: constitué par les z = (Z(t))‘cGD
rd * Y '
obéissant aux trois conditions sulvantes: (a') (z('c))t € [0, 1/2°[ND
se prolonge en une application continue de [0, 1/2"[ dans E; (b')
n .
z(i/2"°) appartient & E et (z(’c)),c € [1/2n, (141)/2R[ND se prolonge en
une application continue & droite de [i/2n, (i+1)/2R[ dans E (e")
z(t) = & pour tout t € [(i+1)/2B, «[ND. Il est facile de voir que

X(9)

il

lim inf (iL__JlA%) U {z5}, ol zZ désigne 1'élément de Elg dont

n —-» o
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toutes les coordonnées zo(t) sont égales a §. Il suffit donc de
prouver que Ari1 appartient a (fb*. Mais cela résulte du fait que 1l'en-
semble des z satisfaisant & (a') appartient & 6, ce qui est bien
connu, que l'ensemble des z satisfaisant & (b') appartient & ®F
(voir [15], théordéme 20) et que celui des z vérifiant (c') appartient
a 6.

APPENDICE 2

Soit (@, 'JC, P) un espace probabilisé complet muni d'une famille
(Zt) de sous-tribus de 'x, croissante et continue a droite(ja).
Supposons que 'X,O contienne tous les ensembles négligeables. On
dira qu'un processus (Yt) défini sur (e, %, P) est adapté 2 ('X,t)
sil, pour chaque t, la variable Yt est mesurable par rapport a %‘c'
Dans cette appendice, par temps d'arrét sans autre précision, on
entendra un temps d'arrét relativement & (']C,C). Le lemme suivant est

un corollaire d'un théoréme de P.A. Meyer ([10] théoréme 21, p. 204).

Lemme 8. Soit (Yt) un processus défini sur (@, ¥, P), & valeurs
réelles, bien-mesurable (voir [10], chap. VIII), dont chaque variable
Y‘c est intégrable et tel que

(a) pour chaque couple de rationnels r, r' tel que o <r <r',
E{Y, I ’Xr} <Y, Dp.s.;

(b) pour chaque suite décroissante (Tn) de temps d'arrét,

lim I{T < *Xqn = I{T < «}¥, p.s., ou T désigne la limite des Tn(35).

n-—+ow n

(%) C'est-a-dire telle que Ry = SQ:‘XS pour tout t.

(35) Rappelons qu'un processus bien-mesurable est progressivement
mesurable par rapport & (%), de sorte que si S est un temps
d'arrét, I{S < =}Y, est mesurable par rapport ‘JCS.
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Alors presque toutes les trajectoires de (Yt) sont continues &

droite et dépourvues de discontinuités oscillatoires.

Soit en effet D 1l'ensemble des rationnels > o. L'hypothése (a)
entratne 1'existence d'un ensemble négligeable N, en dehors duquel
la restriction d'une trajectoire de (Yt) a D posséde une limite &
droite et une limite & gauche en tout point t (voir [10], p. 128).
Pour w ¢rN appelons Zt(m) cette limite & droite au temps t et posons
Zt(w) = o si w € N. Le processus (Z,) ainsi défini est adapté a (gtt),
continu & droite et dépourvu de discontinuités oscillatoires. D'aprés
le théoréme 16 dans [10], p. 198, il est donc bien-mesurable. Par
conséquent, 1'ensemble A = {(t, w): Yt(w) # Zt(w)} est bien-mesurable.
Désignons par C sa projection sur 2. On démontre que P(C) = o, ce
qui achévera la démonstration. Soit € > o. Il existe, en vertu du

théoreme 21 dans [10], p. 204, un temps d'arrét T tel qu'on ait (a')

(T(w), w) € A pour tout w tel que T(w) < = et (b') P{T < =} + ¢

v

P(C).
Pour chaque n, posons Tn(w) = k/2% si (k-1)/2" < T(w) < k/2" (k =

=1, 2, vus), Tn(w) =% s5i T(w) = ». Les T, ainsi définis sont des

temps d'arrét & valeurs dans D U {«} et décroissent vers T quand n—+ =«.
Comme conséquence de 1'hypothése (b), on a, pour chaque n, I{Tn.<°}YTn =
= I{Tn < °°}ZTn p.s.. En faisant tendre n vers 1l'infini, le membre de
droite converge p.s. vers I{T < w}ZT et celui de gauche, en vertu de
1'hypothése (b), p.s. vers I{T < °°}YT. On en conclut que I{T < «}Yj =

= I{T < °°}ZT pP.s.. Or, si {T < =} n'est pas négligeable, cette rela-

tion entratne 1l'existence d'un w tel que T(w) < = et que YT(w) = ZT(w),
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ce qui contredit (a'). On doit donc avoir P{T < =} = o et par consé-
quent P(C) < e, d'aprés (b'). Comme e est arbitraire, la démonstration

est achevée.

Revenons & la situation du paragraphe 8. Soient U et U' deux
é1éments de W tels que U'c U, f une fonction numérique dans U, &
valeurs > - » et s.c.i., X un point dans U et P un processus continu

partant de x. Soit en outre ¢ un temps d'arrét relativement & (Qﬁt).

Posons ‘X't -MN9

S>t SAC

Théoréme 13. Supposons que, pour chagque couple S, T de temps

d'arrét (relativement 2 (QCt)) tel que S < T, on ait

] ]
E{f(xgm)l%s} < f(Xng) P-p.s..

Alors il existe un ensemble N € 9% tel que P(N) = o et que, si w ¢ N,

1
1'application t+— f(xg/\o(w)) est continue & droite.

On peut supposer que f est majorée, sinon on considére fA n, qui
satisfait encore aux hypothéses du théoreme, et on fait tendre n vers
1'infini, en invoquant le théoréme 16 dans [10], p. 135. On pose

1
Y, = I‘(XEAG) pour tout t € [0, =] et ¥ = 4. On note encore P la

t
restriction de P &4 ¥ et on considére (Yt) en tant que processus sur

' et le terme "négligeable" se

1'espace (q, {, P). L'abréviation "p.s.'
rapportent & cet espace. La condition (a) du lemme 8 est vérifiée par
(Yt)' Montrons que (b) aussi est vérifiéde. A cet effet, considérons

une suite décroissante (Tn) de temps d'arrét et désignons par T sa
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limite. Par hypothése E{Y I%T} $ ¥, p.s. pour tout n, et cela en-
n

tralne, compte tenu du théoréme de convergence des surmartingales

et de la continuité & droite de (xt), lim Y., £ Y. p.s.. D'autre

No Tn T

part, d'aprés la semi-continuité de £, on a Y, £ 1im inf Y. . D'ol
T No o Tn

lim ¥, =Y, p.s.. Or, (a) et (b) sont encore satisfaites si 1l'on
i U

considére comme famille de tribus la famille des f&t augmentées de

(36)

tous les ensembles négligeables . D'autre part, d'aprés le théoréme
16 dans [10], remarque c), p. 199, il existe un N'€® et un processus
bien-mesurable (X,":) & valeurs dans E; tels que P(N') = o et Xg'Ao(w) =
= Xé(“’) pour tout t € [0, =[, quel que soit w ¢ N'. On en conclut, en
vertu de lemme 8, qu'il existe un N"€ ¥ tel que P(N") = o et que
1'application tl—-—»f(X,é(w)) est continue & droite pour chaque w 4: N".

I1 ne reste donc qu'a poser N = N' U N".

(56) Pour chaque temps d'arrét T relativement & cette nouvelle famille,
11 existe un temps d'arrét T' tel que T = T' p.s. (voir [13],
vol. I, p. 102).
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