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DEPARTEMENT DE MATHEMATIQUE
STRASBOURG

Séminaire de Probabilités 1966-67

FONCTIONNELLES ADDITIVES PARFAITES

(par Catherine DOLEANS)

Nous montrons dans cet exposé comment les résultats de Blumenthal
et Getoor sur la représentation des fonctions p-excessives réguliéres et
ceux de S, Watanabe sur la; structure des fonctionnelles additives, positives,
purement discontinues et quasi continues a4 gauche d'un processus de Hunt
permettent de prouver que toute fonctionnelle additive positive est indistin-

guable d'une fonctionnelle parfaite.

E est un espace localement compact & base dénombrable et (Pt) un
semi-groupe de transition markovien sur E satisfaisant & 1'hypothése (A)
de Hunt (on suppose pour simplifier que les noyaux Pt transforment les fonc-
tions boréliennes en fonctions boréliennes). On suppose de plus qu'il existe
une mesure positive 6 sur E telle que la seule fonction p-excessive nulle
8 - presque partout soit la fonction identiquement nulle (Hypothése L) . Les

notations Q, (Xt), Ot, F, g‘t, ’Ep' seront celles de [3] (processus canoniques).

Théoréme : Sous ces hypothéses toute fonctionnelle additive positive est

indistinguable d'une fonctionnelle parfaite.

Démonstration, - Remarquons tout d'abord que, toute fonctionnelle additive



- 35 -

positive (At) étant fortement markovienne, on a pour tout temps d'arrét T

(F) Ap, = AptA -0, Vs

et

(**)A =AT+jLS—°eT VS)O

(T+s)-
sauf sur un ensemble HT négligeable pour toute mesure £u. (At) se

décompose donc en la somme des trois fonctionnelles additives positives

B,=Z (A -A_ )1 _ , C,.=% (A -A )1 et
t s<t s s- {XS—XS_} t o<t s “"s- {XS#XS_}

Dt = At'Bt'Ct . On est donc ramené a étudier séparément les cas : d'une
fonctionnelle purement discontinue naturelle, d'une fonctionnelle purement

discontinue quasicontinue & gauche, d'une fonctionnelle continue.

ETUDE D'UNE FONCTIONNELLE PUREMENT DISCONTINUE, QUASI
CONTINUE A GAUCHE,

Si une fonctionnelle additive positive (Ct) est purement discontinue
et quasi-continue & gauche, il existe une fonction f borélienne positive sur
E X E ,nulle sur la diagonale,telle que (Ct) soit indistinguable de la fonction-
nelle

Sf. =X f(X_ , X )I¢,
t s<t S- s {AS#XS—}
(Ce résultat est dii & S, Watanabe [6] , et a été exposé au théorédme 6 de
[4]). La fonctionnelle Sft étant parfaite le théoréme est établi dans ce

cas.

ETUDE D' UNE FONCTIONNELLE PUREMENT DISCONTINUE NATURELLE.

Nous commengons par le cas ou la fonctionnelle posséde un

p-potentiel borné,
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Lemme 1. - Soit (Bt) une fonctionnelle additive positive, naturelle, pure-
ment discontinue, S'il existe un nombre p = 0 tel que le p-potentiel
Ug = E' [J‘: ePt 4 Bt] soit borné, alors (Bt) est indistinguable d'une fonc-

tionnelle parfaite,

Démonstration :

1) Soit € 0 et posons T¢ = inf (t; Bt-Bt__ > ¢) . D'aprés [ZJ)TG est
un temps d'arr@t accessible (ce qui entraine que pour chaque mesure Px'
il ex1ste une su1te Sk de temps d'arrét telle que 1'on ait P -p. s. hkm s¥

T Sk < T° VY k) etle processus t- A BT T€ } est encore naturel.

Hes
En itérant ce procédé et en faisant varier ¢ on voit que l'ensemble des points
de discontinuité de B, est la réunion des graphes d'une suite de temps

d'arrét accessibles Tn’

2) Considérons maintenant la fonction f = Up f étant p-excessive on a
(f o Xt)- 2f, Xt- pP. s. , et une construction analogue a celle faite pour
(Bt) montre que {(t, w) ; (f o Xt)- £fo Xt-} est la réunion des graphes

d'une suite de temps d'arrét accessibles Sn‘

3) Soit maintenant T un temps d'arrét accessible ; si x€E, T:: désia
gne une suite de temps d'arrét telle que 1'on ait Px-p. s. lim Tx" T, Tx < T ¥n;

le processus croissant naturel associé dla surmartingale § = e p fo X

estC It] -deB etl'onasi m=2n

EX [-E.+¢E = gX -
m n m n
ce qui donne en passant & la limite en m puis en n (on remarquera que
Fp= ¥ F):
n
X _ =X

ou encore

- x
gT-gT- = CT- - CT E\ -p.s

(1) (f.,xt).= lim feX_; cette limite existe sauf sur un ensemble négligeable,
st ne dépendant pas de t .,
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4) La fonctionnelle p-additive (Ct) (C =C, t e'ptCSe Gt p. s. )) est

t+s
donc indistinguable de la fonctionnelle p-additive parfaite

Ci=% ePP[(fex) -foX )Iy .y |} etladfonctionnelle B =MPac
s<t X —X ]
est indistinguable de la fonctionnelle 2 [(f o X ) -fo X ] I{X X } qui
s<t

est parfaite.
c.q.f.d.

Passons maintenant au cas général ; considérons une fonctionnelle

additive (B ) positive naQurelle et purement discontinue ; le temps d'arrét

k
= €

T inf {t’Bt Bt ] — k+1’

permanents, Les relations (*) et (¥#) airsi que la proposition 2 de [4] mon-

L :l } estun temps d'arr€t terminal sans points

. .k cis 2 k . k_
trent que, si Tn sont les itérés de T , la fonctionnelle Bt -tET}fA BTk

est une fonctionnelle additive positive dont les sauts sont

compris entre 'kl_-l-l et -l? . La fonctionnelle (Bt) étant une somme dénombra-
ble de telles fonctionnelles, il suffit de montrer que chacune des fonctionnelles
Bt( est indistinguable d'une fonctionnelle parfaite. Mais d'aprés la proposition

3de [4] , Bl:

naturelles purement discontinues ayant un p-potentiel borné. Celles - ci sont

est somme d'une suite de fonctionnelles additives positives

indistinguables d'une fonctionnelle parfaite d'aprés le lemme 1, il en est donc
de méme de leur somme (Blt() , et enfin de (Bt) .
c.q.f.d.

ETUDE DES FONCTIONNELLES CONTINUES

La "perfection'' de la fonctionnelle additive positive et continue (Dt)
va résulter des lemmes2, 3,4. Nous rappelons tout d'abord la définition

suivante:

Définition : Une fonction p-excessive f est dite uniformément p-excessive si

elle est bornée et si les fonctions f =n ['Zn e”PS Psf ds tendent uniformé-

ment (en croissant) vers la fonction f lorsque n tend vers l'infini,

Les lemmes 2 et 3 suivants sont diis &4 Blumenthal et Getoor ([1]) .
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Lemme 2, - Soit (At) une fonctionnelle additive positive continue ; si pour
un p 20 , le p-potentiel f de (At) est une fonction uniformément p-excessive,

la fonctionnelle (At) est indistinguable d'une fonctionnelle parfaite.

Ré_rfx_gp_s}.x_'g,t_:ig_n_: Four montrer que (A ) est indistinguable d'une fonctionnelle
parfaite nous montrerons que la fonctlonnelle B, = J‘t PS g 4o est indistin-
guable d'une fonctionnelle p-additive parfa1te (51 é désigne la surmartmgale
§ e'p fo X Bt est, pour toute mesure P le processus croissant
contmu associé 4 la surmartingale §t) .

Posons pour tout n entier :

t=n [/® &% p 45

g = n(f- eP/nP

. L lonatE g,

n -pt
§t=epfnoXt

n_rt -ps e n
Bt-foe g, © X ds (onafn—g [B.])
e . n € . €

Tn = inf {t; §t - Et > e} (Tn est un temps d'arrét et l'on a Tn = @ pour

n assez grand),

K . . .
Pour toute mesure P, (B’t]) est le processus croissant continu associé

au potentiel 5? etl'onasi c= sup f(x) :

. n,2-4_ . [ ¥ n . n 2
ElB)1=2F [, 5dB ) s2ck [Bo]s2c"<+e

et

. n m,2 o _ . ® . n m n m
E B2 -8B 1=2F [[ ()-8 dB]-B)]

co

(on applique T. 15 chap. VIl de [5] d'abord au processus (B ), puls au
processus B B lorsqu'on est slir que les quantités E° [(Bn ) ] sont

finies). Si m et n sont supérieurs & q on a donc :
€

T
. n m,2 . q|en .M n m @ n
E [(BD - B 1s2E ([ ®l&0-g" |aBy]+ B} )MCJ;ed(Bt+B?)]
q
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s2¢ B [BE+BT1+8cPP £
~ Te
q

<4 ¢ ct8c Ppef

T
q

212 . p - (] +w n
(On a utilisé la relation P, £ E [IT d B 1).

e 3 . rd e
Comme les temps d'arréts T_ sont identiquement égaux & +* lorsque
q est assez grand, les fonctions x = Pge f(x) tendent uniformément vers 0
avec —é——et l'on peut construire une sous-suite n, telle que l'on ait pour

tout x€E

n, n, .
’/EXE(BQI- Bcol+1 )2 ] < 21
" n, n
L'inégalité de Doob appliquée aux martingales £ "+ B, de variables aléatoires

. i
terminales B_ donne alors :

J R T S TS R TS| i
EX[sup| §'+B_"-§ -B | 1 <@ 27! (¢ = constante) ;
Prod s s s s s
7y 7y X
et les fonctions s+¥ §S + Bs forment £ - p.s. une suite de Cauchy pour
na
la convergence uniforme. Les fontions s** §sl étant uniformément convergen-
. P . n
tes vers §s ( f est uniformément p-excessive), l'ensemble A = {w; BS (w)
ne converge pas uniformément sur (0,+ ®) quand i+ ® } estde P™ mesure

nulle pour tout x€ E , D'autre part si (A contient ¢ , il contient es w
n, n, n,
-ps i _ i _ i
{car e B, (0 0 =B, (w) - B (w) ).

Posons :
n

B!' (w) =,1im B t (w) surlA
S i S

0 sur A

(Bs' ) est une fonctionnelle p-additive continue parfaite ; on vérifie facilement
que pour toute mesure ‘Ex B; + gt est une martingale ; d'aprés T 21
chap, VIl de [5] , (BE ) est donc gx-p. s. indistinguable de (Bt) et les

fonctionnelles (B,) et (B}) sont indistinguables .

c.q.f.d.
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Lemme 3. - Soit A une fonctionnelle additive continue positive, il existe
une fonction ¢ partout > 0 telle que la fonctionnelle additive continue
t . . P
1 = o X - .
At ~ro ) Xs d 4 s soit de l-potentiel borné

. @ ot ‘At t
Démonstration : Soit ¢ = E* [J; e e dt] et At'= -J\o P o Xs dAs .
oy

Pour tout temps d'arrét T on a :
A -A
g -t ’At°e‘1’ e e T T -5 s
¢ X =E [f:e e &tlg‘T]-fi [e” e J;e e dslgT]
et donc en utilisant T, 15 chap VII de [5] :

A -A
1 _ . rp®_-u . u -5 s
UA,-IE [J’oe <poXudAu]—£[|oe dAujue e ds]

<A A A
= g[]:ds e e sf:e u dAu] =£‘[J: e"%(1-e S)ds 1<1

c.q.f.d.

Il nous suffira donc de traiter le cas oi A a un l-potentiel borné, cas

qui résulte du lemme suivant et du lemme 2.

Lemme 4, - Soit (At) une fonctionnelle additive positive continue dont le
p-potentiel f est borné, il existe alors des fonctionnelles additives continues
positives AI: telles que les fonctions fn=U£ soient uniformément p-exces-

. n
sives et que A, =X A . n
t ot

Démonstration : Choisissons une mesure 6 bornée telle que la seule fonc-
tion p-excessive nulle 6 - p,p. soit la fonction zéro, et considérons le no-
yu W défini par

wgX= E\x [Io e Rt go X, dA ]

La mesure 7 =9 W est une mesure bornée (K 1|, I>=<06,WI>=< 8,f> <+ @)

et les fonctions e'pt Ptf tendent vers la fonction f lorsque t~— 0 ; il existe
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donc, d'aprés le théoréme d'Egorov, une suite croissante de compacts

Kn tels que e Pt Ptf tende uniformément vers f sur Kn et que N(E\ ‘leKn)= 0

Posons g = W(IK ) et T=E\ H K ila fonction W I étant p-exces-
sive, et nulle 9-p.p. esf identiquement nulle et les fonctions 8, et £.78,-8,1
sont p-excessives et bornées, De plus pour tout € > 0 il existeun h> 0

tel que 1'on ait ; sit< h,

e Pt priexg sur K
t n

on a donc sur Kn
-pt - < < -pt = -pt -pt -
W(IKn) + e w(1 IKn) f=<e Ptf +€=e Pt w IKn+e Pt(W(l IKn)) + €
c.a.d,
g =WI Se-ptPg+€ sur K
n t °n n °

D'aprés le principe du maximum cette inégalité a lieu partout sur E
et les fonctions gn (et donc les fonctions fn) sont uniformément p-excessives,
Pour chaque fonction fn on peut conztruire une fonctionnelle p-additive conti-
nue parfaite Atn telle que £ = E° [Io e Pty Ar: ] (cette construction est
contenue dans la démonstration du lemme 2). La fonctionnelle additive natu-
relle A.,E = % Artl a pour p-potentiel la fonction g fn = f- W Ip= f, elle est
donc indistinguable de la fonctionnelle additive continue Ay (voir 1'argument
utilisé a la fin du lemme 2).

c.q.f.d.
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