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FONCTIONNELLES ADDITIVES PARFAITES

(par Catherine DOLEANS)

DEPARTEMENT DE MATHEMATIQUE

STRASBOURG

Séminaire de Probabilités 1966-67

Nous montrons dans cet exposé comment les résultats de Blumenthal

et Getoor sur la représentation des fonctions p-excessives régulières et

ceux de S. Watanabe sur la structure des fonctionnelles additives, positives,

purement discontinues et quasi continues à gauche d’un processus de Hunt

permettent de prouver que toute fonctionnelle additive positive est indistin-

guable d’une fonctionnelle parfaite.

E est un espace localement compact à base dénombrable et (P ) un

semi-groupe de transition markovien sur E satisfaisant à l’hypothèse (A)

de Hunt (on suppose pour simplifier que les noyaux Pt transforment les fonc-
tions boréliennes en fonctions boréliennes). On suppose de plus qu’il existe

une mesure positive 0 sur E telle que la seule fonction p-excessive nulle

9 _ presque partout soit la fonction identiquement nulle (Hypothèse L). Les
notations Q, (X ), et, F, F , P seront celles de [3] (processus canoniques).

Théorème : Sous ces hypothèses toute fonctionnelle additive positive est

indistinguable d’une fonctionnelle parfaite.

Démonstration. - Remarquons tout d’abord que, toute fonctionnelle additive



- 35 -

positive (At) étant fortement markovienne, on a pour tout temps d’arrêt T

~) = eT Vs

et

~~ ~s-~T ~s>0

sauf sur un ensemble H-, négligeable pour toute mesure se

décompose donc en la somme des trois fonctionnelles additives positives

Bt = 03A3 (As-As-)I{Xs = Xs-} , Ct = 03A3 (As-As-)I{Xs~Xs-} et

On est donc ramené à étudier séparément les cas : d’une
fonctionnelle purement discontinue naturelle, d’une fonctionnelle purement
discontinue quasicontinue à gauche, d’une fonctionnelle continue.

1 . ÉTUDE D’UNE FONCTIONNELLE PUREMENT DISCONTINUE, QUASI
CONTINUE A GAUCHE.

Si une fonctionnelle additive positive (C ) est purement discontinue

et quasi-continue à gauche, il existe une fonction f borélienne positive sur
E X F ~ nulle sur la diagonale,telle que soit indistinguable de la fonction-
nelle

Sft= f(Xs-, Xs) I{Xs ~ Xs-} .

(Ce résultat est dû à S. Watanabe [6] , et a été exposé au théorème 6 de

[4]). La fonctionnelle Sf étant parfaite le théorème est établi dans ce

cas.

2. ÉTUDE D’UNE FONCTIONNELLE PUREMENT DISCONTINUE NATURELLE.

Nous commençons par le cas où la fonctionnelle possède un

p-potentiel borné.
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Lemme 1. - Soit (Bt) une fonctionnelle additive positive, naturelle, pure-
ment discontinue. S’il existe un nombre p ~ 0 tel que le p-potentiel
UPB = E* [ L d B ] soit borné, alors (B ) est indistinguable d’une fonc-

tionnelle parfaite.

Démonstration : :
- - 

et posons T~ = inf (t ; > e) . . D’après est

un temps d’arrêt accessible (ce qui entraîne que pour chaque mesure P~
il existe une suite S~ de temps d’arrêt telle que l’on ait s. lim S~ =
T , S.  T V k) et le processus B - A BT~ I{t~T~ } est encore naturel.

En itérant ce procédé et en faisant varier e on voit que l’ensemble des points
de discontinuité de B est la réunion des graphes d’une suite de temps
d’arrêt accessibles T .

2) Considérons maintenant la fonction f = UPB ; f étant p-excessiveon a
(fc X ) (1) ~ fo Xt- p. s, , et une construction analogue à celle faite pour 
(B ) montre que ((t, ou) ; ; (f o f . Xt-} est la réunion des graphes
d’une suite de temps d’arrêt accessibles S . .

3) Soit maintenant T un temps d’arrêt accessible ; si xE E, Tx dési"

gne une suite de temps d’arrêt telle que l’on ait s. lim Txn= T, Txn  T ~n;
le processus croissant naturel associé âla surmartingale 03BEt= e-ptfoXt
est C = f d B et l’on a si m ~ n :

t o s

’~~C~C ]
m n m n

ce qui donne en passant à la limite en m puis en n (on remarquera que
FT = V FTx) :

n

~~T~T-’~=~~-C~jF~ i
ou encore

" ~T- ’ CT 

~.~ (f.X )_= 1 cette limite existe sauf sur un ensemble négligeable,
ne dépendant pas de t
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4) La fonctionnelle p-additive(Ct) (C = Ct + et p. s.), est
donc indistinguable de la fonctionnelle p-additive parfaite
C’ = S et la fonctionnelle Bt=t]oeps d Cst 

s~t 
s - s- 

s 
- 

s 2014 
0 s

est indistinguable de la fonctionnelle E [(f o X ) - f c X ] Ir~ _y ~ qui
. 

s~t 
~ ’ ~’ ~s’~s-’

est parfaite.

c. q. f. d.

Passons maintenant au cas général; considérons une fonctionnelle

additive (B ) positive naturelle et purement discontinue ; le temps d’arrêt

Tk = inf tt ; B -B ~] -T2014 , 1 k] 3 est un temps d’arrêt terminal sans points

permanents. Les relations (*) et (**) ainsi que la proposition 2 de [4] mon-

trent que, si T sont les itérés de T , la fonctionnelle B = 03A3 k 0394 B-k
est une fonctionnelle ~ additive positive dont les sauts sont 

’ -"n

compris entre T2014*i ’ La fonctionnelle (B ) étant une somme dénombra-
ble de telles fonctionnelles, il suffit de montrer que chacune des fonctionnelles

B est indistinguable d’une fonctionnelle parfaite. Mais d’après la proposition
3 de [4] , B. est somme d’une suite de fonctionnelles additives positives
naturelles purement discontinues ayant un p-potentiel borné. Celles - ci sont

indistinguables d’une fonctionnelle parfaite.d ’après le lemme 1, il en est donc

de même de leur somme (B? , et enfin de (B ) .
c. q. f. d.

3 . ÉTUDE DES FONCTIONNELLES CONTINUES

La "perfection" de la fonctionnelle additive positive et continue (D )
va résulter des lemmes2,3,4. Nous rappelons tout d’abord la définition

suivante:

Définition: Une fonction p-excessive f est dite uniformément p-excessive si

elle est bornée et si les fonctions f 
n 

= n l/no e-ps P 
s 
f ds tendent uniformé-

ment (en croissant) vers la fonction f lorsque n tend vers l’infini.

Les lemmes 2 et 3 suivants sont dûs à Blumenthal et Getoor ([!]) .
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Lemme 2. - Soit (S> t ) une fonctionnelle additive positive continue; ; si pour

un p >0 , le p-potentiel f de (At) est une fonction uniformément p-excessive,
la fonctionnelle (A t ) est indistinguable d’une fonctionnelle parfaite. °

: Pour montrer que est indistinguable d’une fonctionnelle

parfaite nous montrerons que la fonctionnelle B ~ = f~ eP~ d /.> est indistin-

guable d’une fonctionnelle p-additive parfaite (si 03BEt désigne la surmartingale
f ° Xt , Bt est, pour toute mesure w§" , le processus Cr°is sant

ContinU aSSOCié à la surmartingale 03BEt) .

Posons pour tout n entier:

fn = n 1 /no e-ps Ps f d s

gn 
= n(f-e-p/n P 1/n f) (on a fn = Up gn),

03BEnt = e-pt fn ° Xt

Bnt = t e-p s 

gn ° Xs d S (on a fn = E[Bn~ ] )
o 

n s ’*~ 
CJ

T~n = inf (t ;. § - 03BEnt > C ) (T~n est un temps d’arrêt et l’on a T~n = ~ pourn t t n n

n assez grand).

Pour toute mesure est le processus croissant continu associé

au potentiel §[ et l’on a> si C = S#P f(x> :

E [(Bn~)2 ] = 2 E [~o 03BEnt d Bnt] ~ 2 c E [Bn~ ] ~ 2 c2  + ~

et

E [Bn~ - Bm~)2 ] = 2 E [~o(03BEnt - 03BEmt) d (Bnt - Bmt)]
(on applique T, 15 chap, VII de [ 5] d’abord au processus (B[ ), puis au
processus B? - 87 lorsqu’on est sÛr que les quantités E° [(Bn~ )2 ] sont
finies). Si m et n sont supérieurs à q on a donc: :

e
E [Bn~ - Bm~)2] ~ 2 E[Toq| 03BEnt - 03BEmt|d(Bnt + Bmt) +4c+~T~ d(Bnt + Bmt)]
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~ 2E Bm~] + 8 c Pp f
~ 

" ~" 

T~
q

~ 4  c+8c Pp f
T
q

(On a utilisé la relation f~ = ~[j~ ~ B~ ] ).

Comme les temps d’arrêts T sont identiquement égaux à lorsque

q est assez grand, les fonctions x -~ f(x) tendent uniformément vers 0

avec l’on peut construire une sous-suite ni telle que l’on ait pour

tout xE 

Ex[(Bni~-Bni+1~)2] ~ 2-i.
~ 

~° ~~’ 

n. n.

L’inégalité de Doob appliquée aux martingales 03BEt 1 + Bt 1 de variables aléatoires

terminales Bni~ donne alors :

Ex [sup | 03BEnis + Bnis - 03BEni+1s 1 ] ~ 03B1 2-i (y = constante) ;

et les fonctions 03BEnis + B i 
forment P - p. s. une suite de Cauchy pour

la convergence uniforme. Les fonctions s~03BEnis étant uniformément convergen-
tes vers 03BE ( f est uniformément p-excessive), l’ensemble = (w ; B (w)
ne converge pas uniformément sur (0,+ ~) quand i ~ + ~ } est de mesure

nulle pour tout xE E . . D’autre part si C.A contient (jo , il contient 03B8 03C9
n. n. n. 

s

(car Bt ’(9 03) = B1s+t ((u) - B1s ((D) ).

Posons :

s i s S 
~ 
w) sur é ,N

0 sur -A- ;

(B’ ) est une fonctionnelle p-additive continue parfaite ; on vérifie facilement

que pour toute mesure P B’ est une martingale ; ; d’après T 21

chap, VII de [5] , ’ (B’ ) est donc ~-P. s. indistinguable de et les

fonctionnelles (B ) et (P’) sont indistinguables .

c. q. f. d.
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Lemme 3. - Soit A une fonctionnelle additive continue positive, il existe

une fonction cp partout > 0 telle que la fonctionnelle additive continue

A’ = to cp o X d A soit de 1-potentiel borné.

Démonstration : Soit cp=E’ [f~e* et A’= dA .
- ------------- /~ "0 -’ t ~0 S S

Pour tout temps d’arrêt T on a : :

~ X~ = ~- [ .J~ e-’ e~~&#x26; t~ ~ ~- ~ e"~ e- e~~ 
et donc en utilisant T. 15 chap VII de [5] : :

~ ’ ~- ~J~" - ° ~. "~~’~ ~"~u J: "’’"’’ ~ 
= E [~o ds e-s e-Asso e Au d A,] = E [~o e-s(1-e-As)ds ] ~ 1

c. q. f. d.

Il nous suffira donc de traiter le cas où A a un 1-potentiel bornée cas

qui résulte du lemme suivant et du lemme 2.

Lemme 4. - Soit (A ) une fonctionnelle additive positive continue dont le
p-potentiel f est borné, il existe alors des fonctionnelles additives continues

positives A. telles que les fonctions soient uniformément p-exces-

sives et que A. = S A.. . 

Démonstration : : Choisissons une mesure 6 bornée telle que la seule fonc-

tion p-excessive nulle 9 - p. p. soit la fonction zéro, et considérons le no-

yan W défini par :

g. ]

La mesure T) = 0 W est une mesure bornée ( ~ , 1> =  8, W 1> =  9, f > + ~)
et les fonctions e** P f tendent vers la fonction f lorsque t ~ 0 ; ; il existe



- 41 -

donc, d’après le théorème d’Egorov, une suite croissante de compacts
K 
n 

tels que P t f tende uniformément vers f sur K 
n 

et que 0

Posons g = W(IKn) et r = E B U K ; la fonction W Ir étant p-exces-

sive, et nulle 8-p. p. est identiquement nulle et les fonctions g n 
et f 

sont p-excessives et bornées. De plus pour tout e > 0 il existe un h > 0

tel que l’on ait ; si t  h .

e-pt Ptf +  ~ f sur K

on a donc sur K

W(IK) + e-pt W(1-IK ) ~ f ~ e-ptPtf +  = e-ptPt W IK + e-ptPt(W(1-IK )) + 
n n n n

c. à. d.

e - pt P t sur Kn. °
n

D’après le principe du maximum cette inégalité a lieu partout sur E

et les fonctions g (et donc les fonctions f ) sont uniformément p-excessives.
Pour chaque fonction f on peut construire une fonctionnele p-additive conti-
nue parfaite An telle que f = E* e-P d Ant] (cette construction est
contenue dans la démonstration du lemme 2). La fonctionnelle additive natu-

relle A’ = S An a pour p-potentiel la fonction § f- W Ir = f, elle est

donc indistinguable de la fonctionnelle additive continue (voir l’argument
utilisé à la fin du lemme 2).

c. q, f, d.
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