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DEPARTEMENT DE MATHEMATIQUE
STRASBOURG

Séminaire de Probabilités Février 1967

SUR L' HARMONICITF:‘. DES FONCTIONS

SEPAREMENT HARMONIQUES

(par V, Avanissian)

§1. D'aprés le céléebre théoréme de Hartogs une fonction f (zl, ces zp)
définie dans un domaine de C" et analytique par rapport & chaque variable,
les autres variables étant fixées, est analytique de l'ensemble des variables

Zirees . Si on considére le m&me probléme dans le cas réel, on n'a pas

en géneral le m@&me conclusion ; c'est a dire si f (xl, e x ) est une fonction

définie dans un domaine D de RP et analytique par rapport a chaque variable

x‘i séparément, f n'est pas en général analytique de 1'ensemble des variables

Xireos xp , méme si | f | est borné sur tout compact de son domaine de défi-

nition, Les exemples suivants montrent la difficulté du probléme :

Exemple 1 - La fonction

exp (-z4) siz#0
f(z) =ulx,y)+ivix,y)= z=x+1iy
0 siz=0

est indéfiniment différentiable en x et en y séparément sans &tre continue

a l'origine[si zZ = r exp (-‘11— i —>0, f(z) = exp (r'4)-9 oo ]

Exemple 2 - Soient les boules
B_ (0 l)={x=(x x_) ux"2=i x2<1} CrP 21
x ’ 13 CRCRCES ] P J - l j p ‘d

={y= 2 2 q
By (0,1 = 1y =(yp,eeenyg) | iyl _qu:T yj<1} cr? qy1



La fonction : “xu 2 ..| Yﬂ 2 2n
_ - ) e [xB+Yll# 0 n€N
flx;y)= 2 2
=~ +0 vl
1 si x|+ lyl= o

est analytique (réelle) de x € Bx pour tout y € BY fixe et analytique de y GLBy
pour tout x€ Bx fixé, Ona | f l@ dans Bx X By' pourtant f (x ; y) n'est pas
analytique de l'ensemble des variables X,y au voisinagede x =0, y = 0 de
1'espace RPY = ®RPx ®RY.

1,2 Néanmoins dans le cas réel on peut énoncer un théoréme analogue
a celui de Hartogs pour une certaine classe de fonctions réelleg [8] et par-
ticuliérement pour la classe des fonctions f (xl, v ,xp S Yy eees yq) sépardment
harmoni.;ues en x =q (xl, .o ,xp) eteny= (yl, ces ,yq) dans un domaine D = Dxny’
Dx C RY, DY C R'.

On s'intéressera ici tout particulidrement i cette dernidre classe
de fonctions, introduite dans [2]. Rappelons que depuis le mémoire [2] la
théorie des fonctions doublement harmoniques (resp, doublement sous harmo-
niques) a eu des développements fort intéressants notamment par M, M, Cairoli

[5] et J,B. Walsh [11] dans le cadre de la théorie des probabilités et par

K. Gowrisankaran [7 Jdans le cadre de la théorie axiomatique de Brelot,

1.3 Le but de cet exposé est la démonstration du théoréme suivant, (qui
entraine celui de Hartogs complexe) ou les fonctions harmoniques considérées

sont celles de tout le monde,
Théoréme 1 - Une fonction

f(x;y;...3 W)=f(x1,...,xp;yl,...,y Seee s Wiiee, W )

q m
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définie dans le domaine

_ q m
D=D,x D, x..x D, & BRXx RIx...xR

et séparément harmonique par rapport & chaque groupe de variablesx;y.,., W

les autres groupes de variables étant fixés, est harmonique de 1'ensemble des

variables xl""xp;yl""yq;'”:wl""’wm

Remarquons que, sous l'hypothése supplémentaire : I fl est bornée
sur tout compact de D ; le théoréme 1 est une conséquence directe de 1'énoncé
en vertu duquel une fonction f ( x ; y ;... ; w) bornée supérieurement sur tout
compact de D et sous-harmonique par rapport & chaque groupe de variables
X;Y;...; wséparément, est sous-harmonique de 1'ensemble des variables

([2],Pour une généralisation voir [5]).

(Notons en passant qu'il est souhaitable d'étudier si dane ce dernier
énoncé on peut se passer de 1'hypothése '"bornée supérieurement sur tout
compact', Signalons que cette condition peut &tre remplacée sans difficulté
par "majorée sur tout compact par une fonction localement sommable' [l] )
La démonstration du théoréme 1 sera faite en considérant (RP comme un sous
ensemble de CP et en s'appuyant sur un résultat de P, Lelong [8] . On peut
sans restreindre la généralité se contenter de deux groupes de variables

x = (xl,. cesX ) Y= (yl,. . .yq) et supposer que D est le produit des boules
B,C ®P , B c®r? (p)2z,q32.

Proposition 1 [6] . Soit U, (x) , a< t< b, une famille de fonctions sous~

médianes 1) dans un domaine D de ®RP, uniformément majorée sur tout com-

pact de D, S'il existe une fonction continue f (x) dans D telle que

Hm sup U, (x)¢ f (x)

t—>b

(1) La proposition est encore vraie pour la classe Cy de fonctions V (x) véri-
fiant : (i) V (x) sommable sur tout compact de D

(ii) En tout poimt x€D , V (x) < A(V ’ x,r) + &(r)
ol & (r) est une fonction positive déinie pour 0< r< r_ non décroissante et
tendant vers zéro avec r, Pour & (r) = o,cog est la classe de fonctions sous~

médianes, Remarquons que si f (x) = cte la proposition est die & Hartogs,
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alors 3 tout couple (K, £€) ol K est un compact de D et £ >0 un nombre

arbitrairement petit, correspond t, (€, K) tel que
U, (x) <f (x) +€ pour tout x€ K pour tout t> t, (€ ,K)

Démonstration : Soit tn une suite croissante de nombres tendant vers b, On a
U(x) = lim sup U, (x) = lim [ sup Ut(x)]
t—>b nyt Xt

Posons &{Jn (x) = sup Ut (x).
t>t
n
(Pn (x), étant 1'enveloppe supérieure d'une famille de fonctions sous médianes
majorée sur tout compact, est sous-médiane, Si u* (x) estla régularisée
supérieure de U(x) : (lf'(x) = reg. sup U (x) ; plus petite fonction s, c, supert
majorant U(x) ) on aura :

(1) U* (%) = lim '-Pi (x) £ £ (x) ( ‘Pi (x) = reg. sup P (x))
n-io
Rappelons que U* (x) est sous-harmonique et que u* (x) =:r.1'l-l:b A(U;x;r)

ol A est la moyenne spatiale de U sur la boule B (x,r) e D,

L'inégalité (1) résulte du fait que f est continue et que U)K (x)

est l'enveloppe inférieure des fonctions continues majorant U (x),

Soit pour ( K, £ ) donné :

- * _
en-{xeKl\Pn(x)-f(x)7/€>o} n=1,2...
e, est f2rmé en vertu de la semi-continie supérieure de (P):l (x) - f(x),

eton a en+1C e =n= 1,2,.... D'aprés (1), (\ e, = ¢ Donc, & partir

. . n .
d'une certaine valeur n de n, les e sont vides, c'est a dire pour

t>tno=t°(8,K) on a :

U, (x) \(\p;(x)<f(x)+5 t>t (€,K) , x€ K.
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Remarque : La proposition est vraie si on considére une suite de fonctions

sous harmoniques,

Remarque : Si U(x) = -® , la convergence des Ut (x) vers - o0 est uniforme

sur tout compact,

2.1 - Rappels sur les fonctions plurisous harmoniques [9]

Une fonction V (Xl’ vee, X ) V (X) & valeurs réelles définie

dans un domaine D de GF est dite plurlsous harmonique si elle vérifie :

(i) =m <V<0o, V bornée supérieurement
sur tout compact de D, V non identiquement -a ,
.. . _ ~O k=1, ..., n, ucomplexe
(ii) siTL: X, =X7 +Q. u
k k k
est une droite complexe, la restriction de V 3 chaque composante connexe

deD M est une fonction sous harmonique ou la constante - @

a) Une fonction plurisous-harmonique V (X) = V (x1 +i x'1 s e xp + ix'p),
est semi-continue supérieurement et est sous+harmonique des variables réelles

(xl, x‘l, .o xp, x'p) dans D considéré comme un domaine de CRZp'

Appelons P la classe de fonctions plurisous-harmoniques, dans
D ccP ,» S la classe des fonctions sous-harmoniques dans D considéré comme
un domaine deCRZp et Sx - la classe des fonctions V ( ceesX 5 Y aees ,y )

?

qui sont séparément sous-harmoniques en x et en y dans D et majorées sur

tout compact. Alors
PCS & s

X,y
b) Si Vt est une famille de fonctions plurisous harmoniques dans D uni-
formément ma j orées sur tout compact de D, W = sygp V. a pour régularisee

t
supérieure w¥ une fonction plurisous harmonique,
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Plus généralement désignons par (M) la classe des fonctions
v (Xl, oo Xp) définies dans un domaine D de CP , contenant : toutes les
fonctions plurisous harmoniques dans D ; 1'enveloppe supérieure de toute
famille telle que V ; ainsi que la limite supérieure lorsque t - b de toute famil-
le V de fonctions plunsous harmoniques un1formement majorées sur tout

compact de D, Si W& (M) , la régularisée Ww* de W est plurisous harmonique et
= < w*
e={xe€D |wy < w (X)}

ne peut contenir un ensemble de mesure positive de ®P,

Proposition 2 [8] . Soit V (X), acteh, X.=- xj +i x'j

une famille de fonctmns plurisous harmomques (ou plus généralement de la
classe (M) dans D c cP \%‘ngggxz%eemsul}t tout compact de D SiD = D m{RPest
un domame non vide de [RP et s'il existe une fonction continue gX)=g (Xl’ . .Xp)

dans D 4 valeurs réelles et telle que :

(2) W (x) = lim sup Vt (xl,.. . ,xp) < g(xl,.,. ,xp) pour x €D
t->b
alors i tout compact K de D et & tout £% o, correspond un t (€ ,K) tel qu'on

ait :
vV, (x) & g (x) +€& pour tout x € K, pour tout t >t_ (€,K)

La proposition (2) n'est pas une conséquence directe de la propo-
sition 1, En effet, si, V(X) est plurisous harmonique (ou de la classe (M)) la
fonction V (x) restriction de V & D n'est pas en général sous harmonique, ni

mé&me sous médiane,

Remarquons que dans la démonstration de la proposition 2 on
peut se contenter de traiter le cas ou V (X) est plurisous harmonique, car si,

V (X) est de la classe (M) et V¥ sa régularlsee supérieure,
lim sup V, (x) < g(x)=>1im sup Vt (x) g (x)3
t—>b t—> Db
Pour les détails wir [8].
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Avec les mé&mes notations que dans 1'énoncé 2, on a (en consi-

dérant [Rp comme un sous-espace de Cp) :

Lemme 1 - Soit w* (X) = wk (Xl’ e ,Xp) la régularisée supérieure de

W (X) = 1lim sup Vt(Xl" .o ,Xp)
t b

~

Pour tout El > o0; il existe un voisinage ouvert L) deD dans CP , pour la

topologie de cP tel que :
2~ A
pc {LC D
P
W (x) € g(xl,...xp) = w¥ (X)< g (Xl,...,Xp)+ €1, pour tout X€ L
y = (Yl,...,Yp)

D 170

X = (xl,...,xp)

En effet, soit X0 = xoe D. On aEpar khypothése W (xo) <g (xo) donc,
1
2

w (xo) <g (xo) + et

WH(x ) < glx) +

2

-
W* (X) étant semi-continue supérieurement dans D, il existe dans CP un voi-
A A
sinage ouvert Wl (xo) C D tel que :

€
(3) w* (X)<g (Xo) + 21 ; pour tout X€& Gl(xo),
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}\Aais g (X) étant continue dans f), il existe dans CP un voisinage ouvert
7\ A
Wix )C W, (x )tel que g (x ) £ g(X)+ pour tout XG,(.U(XO).
[N 1 7o o

Dans W(xo) on aura en vertu de (3)

N
W (X) ¢ w¥ (X)< g (X)+ €, , pour tout XG.U)(XO)

l‘ouvertﬂ U W(x ) répond au lemme 1,
x e D

. Cellule d'harmonicité [10]

p Soit D un domaine borné de RP considéré comme un sous ensemble
de € =R (x) X®RP(x'). Soit O D la frontidre de D, A tout 15 O D associons
le céne isotrope

@:{xﬂxl,...,xn)‘ |X §l2‘0} (X, =%, +ix';)

J

soit :

‘5'6313 3
L'ensemble CP \ I\ est ouvert, en effet, 8D est localement compact, il
en est de méme_\/\.dans cP, ona

MAn wP-

Donc, D ne coupe pas J\. et appartient 3 unc méme composante connexe

% (D) de TP\ A\ :
Définition : La composante connexe% (D) contenant D de l'ouvert cP \.A'
s'appelle la cellule ¢'harmonicité de D, Cette terminologie se justifie par

1'énoncé suivant :

Proposition 4, Si U (xl, vees xp) est harmonique dans D C®&P
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U (Xl, e, X )X, =x, 41 x‘J) est holomorphe @) dans la cellule d'harmonicité

J J
‘\Gﬁe (D) de D. A tout compact KC (3-99 (D) correspond un nombre % (K) >0
ne dépendant que de K et de D tel que :

(4) U(xl,...,xp) < M1 pour (xl,..,,x )EDglU(X

v, [1+3)],X€EK

pre X)) |

Pour la proposition 4 nous renvoyons a o] , Signalons seulement
que pour obtenir U (Xl" .e Xp) on part de la représentation classique des fonc-

tions harmoniques dans D :

i) = & [U(g)aﬁ%ﬁ_’ -h(x,? >@%§_’ Jae (§)

i

§€5D, x€ D
ol 1
21 p-2 .
[ SR sip 3
LJ=4
hix, ¥ )= p
\3 -—%—Logk}_':: (xk-§)2 sip=

kp est une constante numérique)a n, étant la dérivée selon la normale intérieure,

Le noyau h (X, \S ) qu'on cbtient & partir de h (x, ‘g ), en rem-
plagant les variables réclles x, par les variables complexes X,, est %olo-
morphe hors du cdne isotrope r La fonctinon U (Xl" .o ,X ) = U (X)

cst égaled :

ohuxt) 3u (%)
U (X) = JEJ (8)——==2"_h(x, ¥ > ]do-(g)
€edD, xe°§€ (D).

Remarquons aussi que la majoration (4) est un cas particulier d'une majoration

valable pour les fonctions polyharmoniques [10_] .

(2) Rappelons que de maniére générale, si {2 est un ouvert de RrR"c ¢ , pour
toute fonction analytique réelle f dansg, il existe un ouverth de ¢ avec
Q N R" =) et une fonction holomorphe F dansQ telle que IQ = f,



§4.

-12-

Démonstration du théoréme 1,

Proposition 4 [2] Posons D = B, (0, R) x By (0, RVe®RPx ®RYon
Bx est la boule de centre (Q et de rayon R, BY la boule analogue dans CRq.

Soit :
V: D— R

assujetti@ aux conditions suivantes :
(i) Pour y fixé, V (x, y) est harmonique de x € B, (0,R)
(ii) Pour x fixé, V (x , y) est harmonique de y € By (O,R") .

(iii) I1 existe une boule BY (0,) C By (0,R') telle que V (x,y)
soit bornée en module sur tout compact de B, (0,R) X By (0,0,

Dans ces conditions V (x,y) est harmonique de l'ensemble des
variables (x ; y) dans Bx (0,R) X By (0O,R").

de BX (0O,R) x BY (0,R') . Pour x fixé dans Bx (0,R), V (x,y), en tant que

fonction harmonique de y, se développe de fagon unique selon :

o0
—-}
(5) Vigy = ) Ag x, ) |l I
s=0
> N
od (P estle vecteur unitaire de R porté par 0y et Hy\lz = yi’ + ... 4 yzq ,
- ~
Les fonctions A‘ (x, \p ) y” s pour x fixé sont des polygomes harmoniques
s

homogénes en Vyseros Vg La série sup tAs(x, kp) l H y“ a un

rayon de convergence r (x)) R' [4] 8= 0

Si on part de l'intégrale de Poisson de By (0,R"),R"<R', pour obtenir
(5) on aura ( a désignant un point courant de la frontiére de By(O, 1) et

o’q (1) la mesure - aire de bBY (o, 1)):
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(q)
..’
A (x,Q) = Fq(_l.l).és_ jv (x, €, 2) [P, (cos €) - P{%) (cos 6] a5 (a)
1
s 22

-
A (x, ) =3 S\V (x, €. 2)cos & do (a)
6 " Tq(1)@, ! 4

-
1
A x,P) =z —— Vv (x, ad o (a)
0 (6P o Jvie aeo,

avec el {R!' arbitraire (d'aprés l'unicité de (5)), 8 étant 1l'angle des vecteurs
0 aetO0y. Les fonctions P(q) (cos ) sont les polynémes de Gegenbauer

définis par : S

a =
(1- 2tcos0+t5) 2 =1+ D Pl (cos 6)t° 0 (t<1

s =1
Rappelons que
(7) Ps(q) (cos @) |4P(g) (1) = _((g+s_-l)'_
q-1) !s!

Si dans (6) on choisit el L e 5 ‘ Vix, y) | sera borné sur tout
compact de B, (0, R)® By (o, F) par hypothése, et par conséquent sera
harmonique de 1'ensemble des varii‘gles (x,y) dans cg dernier domaine, Il en
résulte que les coefﬁcient‘séAs {x, \P ) seront pour LP fixé, harmoniques de
x € B, (o,R) et les As (x, \P) ily N harmoniques de 1'ensemble des variables
x, y dans B_ (o,R) X By (O,R").

Choisissons unc fois pour toutes P1< P) soit R1 tel que
T ———_ P .
Bx (O’RI) CBx (O,R), R1 arbitrairement prés de R , Si :

m(Rl) =m (Rl’ el) = sup ' V (x,y) l , (x,y) € Bx (0,1}) X By (O’el)) ,

m (Rl) est fini, et on aura en vertu de (6) et (7),

- |
[A, (x, ) léﬂe(%l-) [Ip‘sq) b+ el ) I:]
1
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¢m@®) [lats-Dt | la+s-3) ]
P (@-1D1st  (q-1)1(s-2)!
~>

s )2, pour tout x€B_(0, Rl) et pour tout \P .

(q) VAR P W)
Ps (1) est croissante de s et lim l PS (1) l =1 {en effet,_a_:’)_l____..,l, sﬂ)

1 exi = . P’ (1)
Il en résulte qu'il existe une constante m (R, (’1) ne dépendant que de Ret Pl
telle que

-2 >
® |a_(x, ) |< m®, pour tout P et tout x€B_ (0,R,).

Revenons 3 la séric (5), On a

BX(O,R)

-
im sup [-?l- Log sup ‘As (x, \P) ‘]= - Log r (x) £ - Log R' , pour x€ Bx(O,R)
s —500 he

D'aprés (8) et(4) les fonctions plurisousharmoniques

-
"S]LLOg'AS(X, \P) ‘ szlyzyoau X=(x1’.'.’xp)

X.=x.+i x'.
J J

sont majorées uniformément sur tout compact de la cellule d'harmonicité de

Bx (O,Rl) par des constantes ne dépendant que de K, Pl ,R13 pour chaque s

sup—ls— LogIAs(X,\z))l s=1,2,...
(9) et

est de la classe (M), D'aprés l‘inégalité‘ia propodition 2, A tout compact K
de B, (0, Rl) et & tout €> o0 correspond s, ( € ,K) tel que

sup—}s—' Log [As (x, “?)\S_ - LogR'+£)
\P

pour tout x € K et pour tout s > s Donc :
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3
lAs (x,\P)' “y“sé (%)“y"s pour x € K, ct pour sZso(E,K)

I1 en résulte que la séric s; A (x, P) " yﬁ
o

converge absolument pour tout x € K et "y“(R’ ; par conséquent,V (x, y)]

est bornée sur tout compact de Bx (O,Rl) X B (0,R"), R étant arbitraire-
ment voisin de R. D'ou l'harmonicité de V(x, y) par rapport a 1'ensemble des
variables (x,y) dans Bx(O,R) x By(O,R').

Fin de la démonstration du théoréme 1,

V (x,y) étant séparément continue dans Bx (0,R) XBY (0,R') & toute boule
Bx(O,Rl) C Bx(O)R) correspond un ouvert WC BY (6,R') (par exemple une
boule ouverte de centre P) telle que : | v (x,vy) 'soit bornée dans B, (o, Rl)xw
(Propriété de Baire,V. par ex, 3] ).

BX(O,R) By (0,R")
Il en résulte que V {(x,y) est harmonique de 1'ensemble des variables dans
(0 R ) XW, Soit &‘ = S(P aB ) la distance minimale de P 3 O B (0 R').

D'apres la proposition 4 , V (x,y) est alors harmonique de 1'ensemble des

(x,y) dans B, (o,R )XBY(P 8 ), Si0 €B_ (P, 6. ) la proposition 4 achéve

la demonstratlon Supposons 0 ¢ B (P, pl. oOIt P'€ B (P J ),

'0 P" =R'-2 +€ ot >0 est arb1tra1rement petit, La boule w "B (P’—-)
étant contenuec dans B (P, 8 ),]V (x,v) \ est borné dans B, (o, R ) x W' , elle
sera donc harmomque de l'ensemble des variables dans B (0, R, ) XB (P 8 )
En poursuivant ce procédé on arrivera au cas de la proposumn 4 Le theoreme
est ainsi démontré dans le cas de produit de deux boules, Pgur les domaines
quelconques le théoréme résultera facilement de celui-ci, Terminons en
remarquant que la démonstration du théoréme 1 sera considérablement simplifiée
si on montre directement et par des considérations uniquement réelles

1'énoncé suivant :
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Soit Un (xl, oo xp, P ) une suite de fonctions harmoniques dans D CRP

dépendant d'un paramétre ({ (variant dons un ensemble e) et vérifiant :
(i) Il existe une constante m telle que
[, (gpenenyy @& m®  n=12,.0.
pour tout xED et pour tout (p€e
(ii) 1im sup 1 Log [Un (xl,...,xp&() ) ‘ < A = cte

n—> < n

Alors 3 tout compact K C D et A tout £ o correspond n_ (E.‘K) ne dépendant
que du couple (Q,/ K\et non de \() , telle que

1
‘T Log‘Un(xl;bo-;xp’&P )\ éA+E

pour tout x € K, nd n_ (€, K).
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