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Séminaire P. KREE 8-01
(Equations aux équations partielles
en dimension infinie)
4e année, 1977-1978, n° 8, 13 p.

TRANSFORMATIONS CANONIQUES HNﬁAIRES DANS LES ESPACES DE HILBERT

par Michel MARTAS (%)

Soit 2 wun espace de Hilbert complexe séparable avec conjugaison z + z , dont
le produit scalaire est noté zz, = (z , -z'l) . L'espace réel Z° sous-jacent & 2
est mni de la forme alternee 9_ = =21 Im Ezl (respectivement quadratique
cp = 2 Re zzl )+ On note TC, (ZI‘) , ¢ =+ , le groupe des opérateurs linéaires
contimus gr de 2 consexvant qo* sy &VeC ¢ = =~ pour les bosons et ¢ = + pour
les fermions. On pose, powr tout l;e: @, ') € Zx 7, R(g) = a(z) + a”(zt) , avec
a(z) et a'(z') 1les opérateurs d'annihilation et de création associds & z et
z' qui opérent dans la réalisation holomorphe FH (Z) de l'espace de Fock ¢—symé—
trique censtruit sur Z . L'spplication 2z ~= (2 e,: z) identifie 1'espace vectariel
7" réel sous-jacent & Z & un sous-espace de son complexifié Z x Z . Et tout
opérateur linéaire continu gr de Z¥ est caractérisé par son complexifié g ,
opérateur lindaire continu ée 7 x % .0ndit que g° e TCS(ZrZ est implémentable
par un opérateur unitaire U de FH (2) sil'ona R(g2)U = UR(2Z) (les produits
étant supposés définis). Il en est ’cougours ainsi si dim Z est fini [10], [2]« En
dimension infinie, ce n'est plus le cas, et seulement les transformations canoniques
linéaires (TCL) sont implémentables par un opérateur unitaire de 1'espace de Fock

et ont été étudides jusqu'ici : Ce sont les transformations canoniques propres.

Pour étudier les TCL propres, on procede en général ainsi : On cherche le nou-
veau vectaur de vide et puis, éventuellement, 1l'opérateur unitaire d'implémentation.
Ceci pose le probléme de 1'étude des TCL non propres {1], [12]. Nous étudiens ces
transformations en utilisant les triplets centrés sur l'espace de Fock construits
dans [4], [6]s On trouve au § 2 les opérateurs Ef qui implémentent de telles trans—
formations canoniques et les nouveaux vecteurs vides, c'est-d-dire les formes FO
qui sont annihilées par tous les nouveaux annihilateurse Au § 3 on montre comment
ees nouveaux résultats permettent de retrouver trés simplement la caractérisation
{91, [10]1, [11], [12], es. des transformations canoniques propres. Ces résultats
prolongent ceux de [7] qui concernaient seulement les TCL propres pour les fermions,
ils ont été annoncés dans la note [8].

1e Préliminaires.

L'objet de ce paragraphe est de rappeler, dans un cas particulier, les résultats
de [4], [5], [6] que nous utiliserons.

(™) Texte recu en Mars 1979.
Michel MARIAS, Pavillon hellenique, 47-B boulevard J ourdan, 75014 PARIS.
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Soit X wun espace vectorilel sur un corps K de caractéristique nulle. Un tenseur
(o] '3 2 . . 2, . —
t = Ztk e@k:O (®k X) est dit g~symétrique s'il est symétrique pour ¢ =
ou s'il est antisymétrique pour ¢ = + o L'espace de tenseurs e-symétriques sur
X est noté T (X) « Le sous-espace des tenseurs ¢-symétriques homogénes de degré
Tk(X) et T (X) est une algébre pour
€ €

€
té Tk « On a d T (X) =5
k est noté Te(X) n a donc e() T

le produit e-symétrique.

Soient X et E deux espaces vectoriels sur X et soit E' le dual algébrique
de E . Le dual de Tk(X) ® E est 1l'espace :‘}{(X E') des formes k-linédaires
e—symétriques a valeurs dans E!' . Donec, le dual de T (X) @ E est 1'espace
5 (x, E') = IT:_O %(X E') des formes e—symetrlques sur X & valeurs dans E! .
Un élément f(x)e SG(X E') stéerit f(x) =2 f (x) avec f, € ‘Sk(X E) .

k
Si E = K , on éerit simplement 36 (x) = %::0 Sk (X) .
Entre 'I‘ (X) et 3 (X) on met la dualité suivante : Si f = 2 f, € Se (X) et
€
Zt € T (X) Y avec t e »
k xkl xkk

(1.1) €y Vgt = o0 K Fyes By pag = e X fk(ﬁl "kk)

Cette dualité est appelée la dualité naturelle.

Soient X et X' deux espaces vectoriels en dualité. La notation X(; cc X!
signifie que Xc'z est un sous-espace vectoriel de dimension finie de X' . Soit
ia' (respectivement s, ) l'injection canonique de X! ¢ X' (respectivement la
projection canonique de X sur X, = X/(X&)* )+ La dualité entre X, et Xc‘x est
définie par ( Sy ¥ 9 B) =(x, i €) o L'image de 1l'injection canonique
T (x') — 5 (X) est notée 8 oyl
dr:Lque, c est—a—dlre du type cp(x) = @, (s x) , avec 9y € & (X ) .

(X) s car chaque ¢ , dans cette image, est cyline

(1+2) Formes sur un produit.

Soient X et Y deux espaces vectoriels sur K «Ona
(1.3) . (X x Y) =~ I (X) ® Te(Y) ’

donc 3 (X x Y) est isomorphe & 1'espace vecctoriel des formes bilinéaires sur
T (%) xT (Y) . Noter que si f € 5@, ¢ eS(Y) s ¢ €T () et GTe(Y) ’
dlors (£(x) g(x) , v o&)) 4 = e u(n)>nat (g(y) cp(§)> .

(144) Exempless — Soient X et X' deux especes en dualités. La 2-forme
e=camonique sur X x X' est définie par la formule

(1.5) (X x X1) x (Xx X)) Z53K
(x5 8) 5 (g 5 8) =327 (x, g) = elx, , &)

On retrouve la forme symplectique usuelle sl ¢ = + , et la forme quadratique
canonique usuelle si ¢ = - « On définit 1'exponentielle de cette 2-forme dans
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1'glgébre 3€(Xx X') par
-1 k
(1.6) exp(xg) = 4 _ (ki)™ (xg)
Noter qu'on retrouve 1'exponentielle usuelle sl ¢ = =

(147) Contraction sur les lettres duales.

Comme (X x Y) est l'espace des formes bilinéaires sur T (X) x Te(Y) , ona
une appllcat:l.on bilindaire cenonique S (X x ¥Y) x Te (X) —> 5 (X) , notée f£(x,y) ,
t(ﬂ) - ( £(x, Y) s t('ﬂ)»'— (£(x , Y) ’ t('ﬂ)>n t ° Par exemple, si Y=X',
vt e T (x) , ey , t(Ry=t"(x , o0 t-— t* désigne l'involution de
T (x*) qu1 prolonge 1'application X, eee X p— Yk seo X, o o Afin d'éviter ce re-
tournement on remplace dés lors la duallte s Dpat définie par (L.1) par la dua=
1ité retournée ¢ Si f = an € Se(X) , b= Ztk ETS(X) et by =X eer Xy s

(1.8) (£, t) = 2kt £,00q eee Ty) =(E, 8T 0 e
Dans ce cas, « exp(xy) , t(p)=t(x)

(1+9) Opérateur de dérivation & gauche.

Soient X et X' en dualité séparante. Pour ¢ fixé dans Te(X) , l'opérateur
de dérivation & gauche f w3 y(D)f dans 56 (X) est défini comme étant le
trensposé de l'opérateur ¢ — @y de multiplication 4 droite par ¢ dans 1'al~
gébre T (¥) . La dérivation & droite f —> fy(D) se définit en transposant
l'operateur linéaire ¢ —¥ yp de T (X) + Dans le cas particulier o ¢ ==, on
a fy(D) = y(D)f , et l'opérateur q,(D) ainsi défini est l'opérateur de dérivation
usuellement associé & ¢ » Dans le cas particulier ou ¢=+ et ou X est de di=-
mension finie, on retrouve les produits intérieurs de 1l'algébre extérieure. Pour

e=+, 6t y=u€X, on écrit encore
u(D)f = 3, f = {Df.u) .

(1.10) Espace de Fock c—symétrigue et sa réalisation holomorphe.

Soit Z un espace de Hilbert complexe séparable avec conjugailson 2 — 7 e
L'anti-espace 7 de 2 est llespace de Hilbert suivant : Comme groupc additif,
% oufncide avee 7 mais la multiplication d'un élément z € Z par un scalalre
complexe )\ est définie par \Z = }2 # ﬁ o 2 est isomorphe au dual 2' de
1l'espace de Hilbert Z .

Pour tout ke N, Z1 désigne 1!adhérence de Tk(Z) dans H\/k 7 o Usuellement
1l'espace de Fock g—symetrlque sur Z est la somme hJ_'Lbertlenne C:ic:ﬂ ZI: » Ici,

tout 'bk € Zk est identifié 3 la forme £, (z)e 3 (Z) définie par

(1.11) (El 9 22 g ome Ek) e (Zl 22 coe Zk » tk)k Iy

on (, )k désigne le produit scalaire dans l'espace Z:: .
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Done, Zk c 5 (Z) « La réalisation holomorphe FH (Z) de l'espace de Fock
e-symetrlque de Z est l'espace hilbertien des formes f=2 f € 5 (Z) vérifiant
la condition de norme

(1.12) 1% = Ty bt ) <+ o, avee £, € B,

la norme de fk étant prise dans Zi{ .
Le triplet centré sur E'HQ('Z) est 5. = (Te(Z) c FH ) © S (Z)) o On a une anti-
dualité naturelle entre T ('Z) et 5 (Z) qui prolonge 1e prodult scalaire de
€

FHe (Z) donné par

N . 7 ) = Q .
(1013) ve,ve FH (Z) , (,¥) =k (& ¥y v

De maniére & nous ramener & la dualité déerite par (1.8), on définit les bijec—
tions antilindaires t —> t" @ T(@ T (D et £ ™ s 5(2) —5 (2,
obtenues en composant le retournement des tenseurs et la conjugaison de 7 :

(Zl Zz cae Zk) = Zk Zk—l eee Zl et fk(zl ese Zn) = f(Zk eee Zl) .
La dualité entre Te (Z) et Se (Z) est donnée par
(1.14) vEeS (2, vte™(@), (£, t)=(t, 0 .

Natation des multi-indices d'ordre infini. = Pour simplifier 1'écriture, on sup—

pose d =dim Z = + » « Les coordonnées de tout 2z € Z , par rapport & une base
orthonormée, sont notées Zg e L'ensemble J(-~ , d) est l'ensemble des suites
infinies d'entiers positifs o= (o , ese , @ , 0, ses) muls & partir d'un
certain range. On pose alors 2z = zll -z'g?' eee 2.0 3 al = 0119 see oan o Toute par-
tie finie o de {1, 2, see} est motée a = (o 5 eee, o) , avec

lgo <dp<ess<aoyy 81 a#¢ Onpose |of =k, sl a#g, et o] =0 &
L'ensemble de ces parties finies est noté J(+ , d) « Pour o€ J(+ , d) , on pose

ZO[::E A 2 /\.../\_z'a, 'z'm=l,et al =1 o

% % k
- i/2
On rappelle que les formes 7z /(ai) , & J(¢ , d) , forment une base ortho-
normée de FH (Z)
€

n—

(1e15) LEMME. - Soit A€ L(Z, 2) .y z€ %, posons Az = Az et supposons gue
'=-4 . Pour que la forme anti-symétrique F =exp £ , avec

- - -1 -
£(z, , ZZ) =2 (z, , Az,)

appartienne & FH+(2) , 11 faut et il suffit que A soitun opérateur de Hilbert-
Schmidt .

Prewve. - Supposons que exp f € FH (Z) , donc f € FH (Z) En utilisant 1'iso-
morphisme FH_ 2(7) ~ z c H8(Z , 2) , on déduit que A est de Hilbert-—Schmidt.



Inversement, si A est de Hilbert-Schmidt, on utilise le fait [5] que ¢ € $+('Z')
o B . . 2 _
. vapparblent a FH+(Z) si, et seulement si, supzaccz i‘;fPaH <+ o, aec @ = cpl_ .

by

En posant, v a, A = iz AI , on trouve que la restriction £ de £ & 7
esttelleque,vzl,zzeza, f(zl,z)_z (Zl’ Ol_‘za).’\fu[Z](§’7,n 3,
proposition 6), il existe une base orthonormée (El) de %, par rapport & laguel-

le la matrice de fa est de la forme

/O 3-1 0 o o o 0
/"'al 0 0 ) O\
!
(1.16) Ma_-_, 0 0 0 8y e Ol ,
0 0 =, 0 ... o/
[ ] L] ® [ ] L]
. . : : o

ou les &y sont positifse Vu la définition de Aoz et 1la relation
(1e17) V3, 2562, , (z,,A3)=/(z, Az,

on déduit que L, € L('Za , Za) a pour matrice M = par rapport & la base '(Bi) .
On prouve alors

(1418) £ =8, 2, A a2z /\z #aeeta By g ATy e
Donc
F, = FIZ = exp foz = (exp(al 7y A 22)) A eee A (exp(ap Zopy N eee A zp)

=(1+a1§1/\'z'2)/\.../\(l+ap32p_1/\22p),

p - R 2
I|F H =[1 i|1 + 8, 222_1 A 22.6“ = TP_J. (az + 1)

Si, alors ||All, désigne la nomme de Hilbert-Schmidt d'un opérateur 4, comme
A =1i" Afa » on déduit que ||A 1[2 A, » ¥ Z, < 2 o Par ailleurs, en utilisant

« T«
1'inégalité Log(l + x°) ¢ x* , on trouve, v x,

(10129) 2 Tog ||F,|* ¢ 2255 o = a3 < a3 -

Par conséquent, les normes des restrictions Foz de F a tous les sous-espaces
vectoriels de dimension finie Zoz de Z sont bornées par la mfme constante.
Donc, F e FH_l_(-Z')

(1+20) Noyaux et symboles des opérateurs linéaires.

Désignons par Op 1l'espace des spplications linéaires de T (Z) & valeurs dans
$ (Z) « Comme S (Z) est 1e dual de T (Z) , On a
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(1.21) Op ~L(T (2) , T_(D)') ~ (7 (2 & (2)" =5 (Zx2) .

> M

La forme ¢-symétrique sur 7 x Z associée 3 Q € Op par cet isomorphisme est

A

notée 5(2 , z') et elle est appelée le noyau de Q ; on a

(1.22) voeT(z) , ()= =¢az, z'), s(z")),
avec contraction sur les lettres duales z!' et 7! .

Le symbole de Q € Op est la forme ¢-symétrique sur Z x 2 suivante
(1.23) Az , 2') =z, 2z') exp(~ z2') = exp(~ z2') Q(z , z') »

A
Pour calculer le noyau d'un opérateur Q € Op, on utilise les méthodes de [6],
& savoir les théorémes (3.10) et (3.15).

s o s *
(1.24) Exemples. — Pour tout u € Z , l'opérateur de création associéa u, a (u),
3st défini par ) (y(z)) = uy(z) , et c'est un opérateur de Te (Z) a valeurs
dans T (Z) et de $(Z) dans § () »
€ [ [

Son adjoint a(u) est, par définition, 1'annihilateur associé aum point U , et
il est défini par
a(u) fk(zl s oco Zk) =k fk('ll ’-Zl 9 cee o Zk—l) = aa' fk(zl s oee Zk) s
‘ k= '
v £, e se(z) .

L'opérateur a(u) envoie T‘S (Z) dens lui-mfme. Les noyaux et symboles de ces

opérateurs sont donnés par

{%)(z, 2') = (2, u) exp(3a")
(1.25)

o~ b4
a(w) (@ , 2z') = (u, z') exp(zz')

et leurs symboles

{a%(u) (-Z' ’ Z') = (Z ’ 11)
a@ @, 2') = (@, ')

Si ¢ =+ 1, ces opérateurs sont bornés. Pour ¢ =+ , ils vérifient les relations

de g=—commitation

(1e26) Y u, u €2,
[a(m) , a(ﬁ')]e = [a™*(u) R a¥(u')]€ =0 et [a(w) , a(u’)‘]e = (u, u') ,

ou [4, B]e = AB + ¢BA désigne le c—commtateur de deux opérateurs qui se compo-
sent .
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2s Transformations ¢=—canoniquese.

kvec les notations du § 1, l'espace de phase désigne ci-aprés l'espace réel vl
sous-jacent & 2 o L'application z —3 (Z , z) identifie % 2 un sous-espace de
son complexifié % x Z . Il est cormode de caractériser tout opérateur linéaire con-
tima g¥ de Z¥ par son complexifié g « Dans ce cas, g admet une décomposition
par blocs

8 ¥ - . -
(241) g:(Y E/) y avee 3 e L(Z2,2), veL(Z, 2

et § ,y définiespar Fu=ou, yu=vi, 7 ue 2 o

3 r Id . 2’ .
De m€me, la R2-forme ¢=canonique q;r de Z° est caractérisée par son complexi«
€

fié ¢ donnée par
€
(242) cpe(g , Ql) = (z, zJ'_) + 6(7.1 s Z')

ou r=(z, 2") et G = ('z'1 , z]'_) désignent des éléments arbitraires de Z x Z

Le groupe TG€ (Zr ) des transformations ¢~canoniques de 7" est le groupe des

transformations linéaires continues de Z~ qui conservent la 2~forme ~canonique
by

(243) LEMME. - Soit g* e L(Z") tel que son complexifié g admette la décomposi-
tion (2.1). Alors, gr € TGG(Z?) si, et seulement si, g est inversible et

. *

-l / 3 eV

€ T
eV ®

Dans ce cas, on a les relations suivantes

L) e * %
3 +e¥Y =13 & o +ey¥y y=1

" —t — -t
Yo +edY =035 e 3+8 v=0

Ve

oo

(244) M " - .
edY +v¥® =03 3 Yv+¢cv =03
V¥ +35 =13 ¥ Y+3 5=1.4

Prewves » S1 ¢ = (z , z') et g = (2, 4 2]) eppartiennent 3 Z x 2z, la rela-
tion (pe(gg , ggl) =g, (g ’ gl) est équivalente &

(2s5) (82 + V2!, @El + e\?zﬂ + (vZ + »52‘ ’ e\ﬁl + gzi) =(z, zi) + ¢z, ZL> .

En posant

jay

]
T
(23 L=l

[

o] el
\___,/

-
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on vérifie que 1'adjoint de cet opérateur de Z x Z est

q)-» Y-u-

" €

SN
cY o}

et la relation (R.5) s'éerit (gc , hgl) = (¢ gl) ou encore (h* gc Ql)'—' (cy gl>
dton g =1n* .

Pour tout ¢ = (z , z') € Zx %, on pose R(¢) = a (z!) + a(z) , alors
[r(g) o R(gl)]€ = cpe(g ’ gl) » quels que soient (¢ et (; € Zx 2.

Soit g% e L(ZF) tel que son complexifié g admette la décomposition (2.1)e On
définit

vze2, A =RE@E,0) =2"@yz) + a(z3) ,
(246) {

y z' eZ, A“(Z‘) = R(g(o ’ Z')) = a*(azt) + a(\}'z') .

Ce sont des opérateurs linéaires de & (Z) qui laissent stable le sous-espace
3
Te (Z) des formes cylindriques.

(247) LEMME. - Les propositions suivantes dont équivalentess

(1) &" eTC () ;
(1) v ¢, €Z2x 2, [Rleg , Rleg)l =0 (cs ) 3

(111) v3, 2 €z, [4E) , 4ED] =[4"() , A"(=)] =0 et
[A@) , A" = (2, =) .

Preuves - Par définition, ona, ¥ ¢, ¢ €2x 2,

[R(g0) , Rlggy))] = (eC » 85)) »

d'od 1'équivalence de (i) et (ii). Pour prouver que (ii) est équivalente & (iii),
on utilise (2.6), le fait que les opérateurs de création a"(z') et d'annihilation
a(z) vérifient les relations de ¢~commtation qui figurent dans (iii), et le

fait que R(r) dépend lindairement de ¢ €7 x Z

(2.8) Remarquee - (2.7) (iii) nous permet de dire que les opérateurs A&(z) et 2%z

définis par (2.6) sont les nouveaux créateurs et annihilateurs associés &

gt e TC_ (z5) .

Avec les mmes notations, on donne la définition suivantee.

N
(i) Un opérateur U e Op implémente g’ e TCe(Zr) si, et seulement si,

(2.10) VgeZx D, (R(gg))ﬁ = ﬁR(,;)

e

(ii) Une forme ¢=-symétrique Fy € 3 (%) définie sur 7 est appelée nouvean vec-
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teur de vide si, et seulement si,
(2.11) vueZ, A F,=0.

(2.12) LEMME. - Soit g’ e TC (Z5) et supposons que 3 soit inversible dans

L(Z) o Pour tout ¢ = (z , z’) €Zx 2, la 2-forme suivante sur Z

£z , z!') = - 2—1(2' ’ e\y@—l z

est e¢-symétrique. De plus, toute solution de 1'équation (2.11) est proportionnelle

by

d Fo(z) =exp £ &

Preuve. - Vérifions d'abord que f£(z , z') est une forme e—-symétrique, c'est—i-
dire que - Y@"l =¢ @—'l* ¥ . Cette relation est vérifide si gt etc (25) , dta-
€

prés (2.4).

Prouvons que FO(E) est effectivement wune solution de (2.11) 3 en effet

A('z')FO =0 & (a#(\yE) + a(@E))FO =0y ==y _f

3%

- _0H& =-2£(z, ¥ = (x, vz) ,
37

ce qui implique que - 3 _f =yz et par conséquent F, est une solution de (2.11).
2z -
Supposons que Fl =Fy G, avec Ge se(z) est une autre solution de (2.11) ; on
a alors, V z € 2,

(a"(y7) + a(e®)F, 6=0 ¢33 _&=0,
3%
clest-d~dire G =) e€C car 5 est bijectif.

(2.14) THEOREME. - Soit g € TE’ (Zr ) et supposons que 3 soit inversible dans
L(Z) . Alors tous les operateurs Ue Op qui implémentent g° sont proportionnels

4 l'opérateur U € Op de noyau

(2015) Uy(% 5 2') = exp(2™ [z, cva™ 2) + 20z, 5F a1) = c(3', o~ ¥a')]}e

~

Démonstrations —~ Supposons que UO € Op implémente gr « D'aprés (2.10), on a les
équations

(2.16) yu' e 2, (a#('rf;u') + a(\?u'))ﬁo =GO 2" (w?)
et
(2017) vuez, (@ + al®), =0, al)

En utilisant la formule (1.22) définissant le noyau d'un opérateur et les défini-
tions des amnihilateurs et créateurs, supposant U,(z , z') = exp B , avec
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B e 252(-2' x Z) , on voit que les équations (2.16) et (2.17) sont équivalentes aux
€

équations suivantese.

(2.18) vu' ez, (z, ')+ ¥u',D BY=(D, B, u)

ot Z

(2.19) fuez, (z,va)+(su, D By=(u, z') .
2

En posant su =¥ , donc v = gu , (2.19) devient

(z,v " %) -@GFLv,as)=-@, D B .

. - Wl
En remarquant que, d'aprés (2.4), vs L = —ged L y ,ona

] -] -
v ,D B)=(,3s z'+cys 1z,
Z

donc
T, |
)

(2.20) B(Z, 2') = (2, 2') + 27 (2, eve™ 7) + O(z') ,

avee C(z?!) e'$§2(Z) o En utilisant (2.18), on détermine C(z') : En effet, d'aprés
€
(R.20) ,

(2421) D,B=% z+D,C,
et en rapportant (2.21) dans (2.18), on trouve

- - TR, | -] - -] -
(2e22) v u' ez, (z, 3u'))+ {ya', 3 z' +e¥s z)=(& z+D,C,ud

- - —] it -] - -l =
& (z, 3u") + (yu* , 3 2"+ ¢cvs  3) = (5 z,u') + (D, C,u').

En utilisant (2.4), (yu' , e\y@-l z) = (u', @—l z) - (z , 3u') , et par consé-

quent (2422) est équivalente 3

— -——1 -
(2.23) vul ez, @u',s  z')=(@, D, C) ,

-1

ce qui donne C(z!') == 2 1("z" , €& ¥z') , donc

ﬁo('Z' , 5') = exp{2 (2, eve™ 7) +2(z, 70 = ezt , & §2)]} .

A .
Soit U € Op un autre opérateur implémentant g° Supposons que
Ul('z- s 2%) :UO('Z- y 2') G(z 5, 2') , avec G(z , z') € Se('z x Z) o Alors Ul('z.: , z')
vérifie les équations (R.18) et (2.19), et en effectuant les calculs, on trouve que

D G=0 et D, G=0 .Par conséquent, G(z , z') =1 €C
z

Ce Qe Fo D&
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3¢ Transformations ¢~canoniques proprese.

(3.1) Définition. — Soient ¢ =+ et gl e TC (%) 3 g° est dite propre si elle
est implémentable par un opérateur unitaire U de FH () .

(3.2) THEDREMEo - Soit gr e TC (Zr) s € =+ o Alors gr est propre si, et seule-~
200 e 2078
ment si, y est un opérateur de Hilbert Schmidt.

A

De plus, U = >‘UO s avec Uo 1'opérateur dont le symbole est donné par le thég_r_é_—

me (2.14) et || = Bl 5 ol FO(E) est le nouvesu vecteur vide donné par (2.13).
Démonstratione

10 Soit g% e TG (z°) propre et supposons que & 1 existe (d'ailleurs clest
toujours le cas quand € = = ) n e:as‘be alors un opérateur unitaire U de FHe(Z)
vérifiant , vy ceZx 2, UR(Q)U = R(g¢) » Donc son noyam U(z , z') est donné
par (2.15) et le nouveau vectmur de vide FO(E) qui, dans ce cas, est un élément
de FHe (Z) , est domné par (2.13). Vu la définition de FO(-z') et le temme (1.15) et
[12], pour que FO(E) € FHG (Z) , i1 faut et il suffit que \y@"ll soit un opérateur
de Hilbert—Schmidt, c'est-d-dire y de Hilbert-Schmidt car & = est un opérateur
borné.

Inversement, supposons que § est un opérateur de Hilbert—Schmidt. D'aprés le

lemme (1.15) et [12], Fy = UQ(l) € FHe('Z) donc [7] g est propre. Il existe

alors un opérateur umitaire U, de FH (Z) tel que
€

~ A _1
R(gg) =U, R(Q) U] , v (e€Zx 2,

done, d'aprés le théoréme (2.14),

U, (z, 2') =2 Up(z , 2') et 1= “Ul(l)“ = “xuo(l)” =[] A
donc ) = “FO“-
2° Supposons maintenant que ¢ =+ 3 ¢ n! est pas en général inversible.

Pour démontrer le théortme (3+2) dans ce cas, on a besoin des résultats suivants.

(3.3) LBMME. - Soit g e TC+(Zr) propre telle que § = 0 » Alors 7 est de dimen-
sion finie.

Preuves - Dans ce cas, 4(z) = a*(v'z') et les équaticns, v ze 2, A(Z) Fy=0
sont équivalents aux, V z€7Z, a (Vz)F =0 o Mais en utilisant les relat:.ons
(2.4), on déduit que ¥ est un opérateur unitaire, donc, si Z est de dimension
infinie, on conclut que FO(E) = 0 o Contradiction donc dim 2 < + « »

(3.4) Définition. ~ Supposons que Z° = Zi ® Zg et soit g° e TC, (z° ) telle que
gr—gl®g2 o Comme gl € TC, (Z) et g, e TC, (Z) , on dit que g¥ est une
transformation canonique dg,composable.
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(3+5) LAME. - Soit g’ e TG+(Zr) décomposables Alors g¥ est propre si, et seu=

lement gi, ses composantes sont propres.

Preuve. - Supposons que gr = gf @ g,l'; € TC+(Zr) soit propre. Soit alors FO le |

nouveau vecteur de vide qui satisfait les équations, v z€ 2, A(z)Fy =0

(i) Supposons que Folzl =0, domc Fjye€ FH+(Z2) et coome § et y laissent
stables les espaces Zl et Z2 , les équations d'annihilation impliquent que
Y, = YI_ = o , donc, d'aprés (2.4), 8 = @l_ est inversible. Par conséquent,
Z 2
1 1

gl e TC, (Z ) est propre, d'aprés le théoréme 3.2. D'autre part, comme F, e FH (Z),
Fy verlf:l.e les équations A(u)FO =0, Yue Z,, clest-d-dire g2 e TC (ZZ) est
propre.

(i1) Supposons que F, = 0|Z1 #Z0 + On a donc F, e FH+('21) et, yue 32 ,

A(ﬁ)F‘1 =0, c'est-d~dire gf est propre. De méme, gz est propre.

Prouvons l'inverse en supposant que gf € TC+(Zf) et g2 € TC (Z ) sofit propres.
gt = gf@ gz est propre si, et seulement si, il existe F, € FH (Z) vérifiant les
équations d'annihilation, v ue 2z, A(u)F =0 . Posons F = Fl Fy oy ol
F,e FH (Z) , i=1, 2, estle vec‘beur de vide associé & g € TC, (Z) Comme
” Il < ”F],“ ”qu , on voit que F. e FH (Z) et de plus il ver:Lf:Le les equat:.ons

d'ann:lhllatlon, done gr = gf ® 8, est propre.

(3.6) Remarque. - Soit g’ e TC+(Zr) et posons 'Z'l =Ker § et Z = (Ker 3)* «
D'autre part, en remarquant que g edmet une décomposition polaire g = UG, car

g est inversible, on peut toujours considérer que g est auto-adjoint, c'est-a-dire
que

I

- -l - P
(347) & =8, Y=Y ,¥y=Y et 3=3

En utilisant (2.4) et (3.7), on trouve que g,(-Z'l) cZ , Y(’Z) < 2, 3(2 )czl
et Y(Z) c Z1 . De mme pour Z, , et par conséquent, si gf e TC, (z°) , avec g
auto-ad301nt g¥ se décompose en deux composantes g, € TG [(Ker @)r] et

g2 e TC [(Ker @’L) ]

(3.8) Fin de démonstration du théoreme 3.2+ - Soit g € TC (Z ) s avec g auto-

adjoint. D'aprés la remarque ci-dessus, g = gl ® g2 et Zl = Ker § , = (Kerg)
Supposons que gr est propre, donc glr et gg sont propres, d'aprés le lemme
(3.5)¢ Mais 3, = g =0, donc dim 3 <+ o .Parallleurs g, =g est

Z Ze,
injectif, et gg est propre, donc il existe un nouvean vecteur de vide
Fcz) € FH+('ZZ) qui, sur Im g, 5 est donné par la formule (2.13). Mals en remarquent
que Im @Z 2 c Im 35 5 OR déduit que Im @2 est dense dans 7Z., « Donc

2

Yo @2 7 = L2 sur une partie dense de Z2 et aveo L2 opérateur de Hilbert
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Schmidt. En posant U = @'2'1 z , on voit par comtimuité que, u € '22 ,
Vo = L, 3, U, donc y, est un opérateur de Hilbert-Schmidt. Comme y = ¥, @Y,
et dim Zl <+ o 5, on déduit que vy est de Hilbert Schmidt,

Supposons maintenant que y est un opérateur de Hilbert Schmidt et posons
gr = gf ® gE» comme plus haute En utilisant le fait que \y; ¥ est un opérateur
13

compact, on déduit de la relation @Z 8, =1 = y; ¥, que @42 est un opérateur

®
2
a indice. Donc Im @; N est fermée dans '22 o D'autre part Im @2 PN est dense
dans 22 » done 3, est un opérateur bijectif et par conséquence vy, @'2'1 est dg
Hilbert Schmidt, et, d'aprés le théortme (3.2), gz e Tc+(z§) est propre. Mais,

comme dim Zlf <+ o, gf e TC (Zf) est propre [13], donc g’ = gf ® gg est propre.
e

Co Q- Fe. Do
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