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TRANSFORMATIONS CANONIQUES LINÉAIRES DANS LES ESPACES DE HILBERT

Michel MARIAS (*)

/

Séminaire P. KREE
(Equations aux équations partielles
en dimension infinie)
4e année~ 1977-1978~ n° 8, 13 p.

Soit Z un espace de Hilbert complexe séparable avec conjugaison z ~2014~ ~ ~ dont
le produit scalaire est noté zz = (z , zl) . L’espace réel Z sous-jacent à Z

est imni de la forme alternée 03C6r- = 2i Im zz (respectivement quadratique
co = 2 Re On note TG e = :1: , le groupe des opérateurs linéaires 

.

continus g de Z conservant 03C6r , avec e = - pour les bosons et e = + pour

les fermions. On pose, pour tout ç = (Z , Z 1) E Z x Z , R(ç) = + a~(z) ~ avec

a(z) et a* (z 1 ) les opérateurs dl annihilation et de création associés à z et

z’ qui opèrent dans la réalisation holomorphe FH de l’ espace de Fock e-symé-
trique construit sur Z . L’ application z ~ (z , z) identifie l’ espace vectoriel

Zr réel sous-j acent à Z à un sous-espace de son complexifié Z x Z . Et tout

opérateur linéaire continu gr de Zr est caractérisé par son complexifié g ,

opérateur linéaire continu de Z x Z . On dit que gr E TC (Zr) est implémentable
par un opérateur unitaire U de FH (Z) si l’on a R(gZ)U = UR(Z) (les produits
étant supposés définis). Il en est toujours ainsi si dim Z est fini [10], [2] . En
dimension infinie, ce n’ est plus le cas, et seulement les transformations canoniques

linéaires (TCL) sont implémentables par un opérateur unitaire de 1~ espace de Fock
et ont été étudiées jusqu’ici : Ce sont les transformations canoniques propres.

Pour étudier les TCL propres, on procède en général ainsi : On cherche le nou-
veau vectuur de vide et puis, éventuellement, l’opérateur unitaire d implémentation.
Ceci pose le problème de l’étude des TGL non propres ~l]~ El2]. Nous étudions ces
transformations en utilisant les triplets centrés sur l’espace de Fock construits

Â

dans [4], [6]. On trouve au § 2 les opérateurs U qui implémentent de telles trans-
formations canoniques et les nouveaux vecteurs vides, et les formes Fa
qui sont annihilées par tous les nouveaux annihilateurs. Au § 3 on montre comment

ces nouveaux résultats permettent de retrouver très simplement la caractérisation

[9], [11J, ~~2~~ ... des transformations canoniques propres. Ces résultats

prolongent ceux de [7] qui concernaient seulement les TCL propres pour les fermions,
ils ont été annoncés dans la note ~8].

1. Préliminaires.
-- bI8 ’-41

L’objet de ce paragraphe est de rappeler, dans un cas particulier, les résultats
de [~4]~ "[5J, [6] que nous utiliserons.

( ) Texte reçu en Mars 1979.
Michel MARIAS, Pavillon hellénique, 47-B boulevard Jourdan, 75014 PARIS.
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Soit X un espace vectoriel sur un corps K de caractéristique nulle. Un tenseur

(k X) est dit asymétrique s’il est symétrique 
ou s’il est antisymétrique pour  = + . L’espace de tenseurs e-symétriques sur
X est noté T (X) . Le sous-espace des tenseurs e-symétriques homogènes de degré
k est noté Tk(x) . On a donc T (X) et T (X) est une algèbre pour
le produit e-symétrique.

Soient X et E deux espaces vectoriels sur K et soit E’ le dual algébrique
de E. Le dual de @E est l’espace ~(X-, E’) des formes k-linéaires

e e

e-symétriques à valeurs dans E’ . Donc, le dual de T (X) 0 E est l’espace
J (X , E’ ) = t: (X , Er) des formes e-symétriques sur X à valeurs dans E’ .

Un élément e (X , E’ ) s ’ écrit f(x) = l f (x) avec f ~ S~(X ~ Er) .
Si E = K , . on écrit simplement J (X) =)"00 Jk(X) .

- 
e K=O e

Entre T (x) et S (X) on met la dualité suivante : Si f = 1 fk e S (x) et
, e.. e le e

Cette dualité est appelée la dualité naturelle.

Soient X et X’ deux espaces vectoriels en dualité&#x3E; La notation X’ cc X’
OE

signifie. . que est un sous-espace vectoriel de dimension finie de XI . Soit

i03B1 (respectivement s03B1 ) l’injection canonique de c X’ (respectivement . la
projection canonique de X sur X03B1 = X/(X’03B1)| ). La dualité entre X 

QI 
et X’03B1 est

définie par X , s) = (x , i03B1 S) . L’image de l’injection canonique
T (X’) ~ J (X) est notée J l(X), car chaque rn, dans cette image, est cylin-
drique, c’est-à-dire du type cp(x) = 03C603B1 (8 Q’ x) , avec 03C603B1 e e (X) . 0153.
(1 .2) Formes sur un p03C103BF03B403C503C4

Soient X et Y deux espaces vectoriels sur K . On a

donc 5 (X x Y) est isomorphe à l’espace vectoriel des formes bilinéaires sur

T (X) que si (X) , g E T e (X) et v T e (Y) ,alors (f(x) g(x) , = (f(x) , (g(y) 
e

(1.4) Exemples. - Soient X et X’ deux espaces en dualité. La 2-fonne

-canonique sur X x X’ est définie par la formule

On retrouve la forme symplectique usuelle si e = + , et la forme quadratique
canonique usuelle si e == - " On définit l’exponentielle de cette 2..forme dans
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l’algébre J (X X’) par

Noter qu’ on retrouve l’ exponentielle usuelle si e = - .

(1 .7) Contraction sar 1£g lettres duales.

Connne J e (X x y) est l’espace des formes bilinéaires sur T e (X) x T e (y) , on a
une application bilinéaire canonique 5 (X x y) x T (y) (X) , notée 1(X, y) ,

e e e

t (q) ~ « f(x , y) , t (q) » = (f(x , y) , Par exemple, si Y = XI ,

V t E T (XI), (( exp (xy) , t (~) » == t v (x) , où t ~ t v désigne 1’involution de

T (XI) 
e 

qui prolonge 1 t application Xi o.. Xk .. 0 Xi . Afin d ’éviter ce 
re-

tournement, On remplace dès lors la dualité (, définie Par (i i) Par ia àUa-

lité retournée: Si f = I fn E 5 c (X), t = I tk ~ T (X) et tk = xk1 ... xkk ,

Dans ce cas,

(1.9) Opérateur de dérivation à gauche.

Soient X et xt en dualité séparante. Pour ,) fixé dans T e (X) , l’opérateur
de dérivation à gauche f ~2014~ ~(D)f dans S (X) est défini comme étant le

transposé de l’opérateur p 2014~ cp~ de multiplication à droite par ~ dans l’al-

gèbre T (X). La dérivation à droite f 2014~ f~(D) se définit en transposant

l’opérateur linéaire , de T (X) . Dans le cas particulier où e = -, en

a = 03C8(D)f , et l’opérateur 03C8(D) ainsi défini est l’opérateur de dérivation

usuellement associé Dans le cas particulier où e = + et où X est de di-

mension finie, on retrouve les produits intérieurs de l’algèbre extérieure. Pour

e =± ~ et A=u on écrit encore

(1 .10) Espace de Fock e-symétrique et sa réalisation holomorphe.

Soit Z un espace de Hilbert complexe séparable avec conjugaison z 

L’ anti-espace 1 de Z est l’espace de Hilbert suivant : Comme groupe additif~

Z coïncide avec Z mais la multiplication d’un élément z ~ Z par un scalaire

complexe x est définie par 03BBz = Xz ~ 03BBz c 2 est isomorphe au dual Z’ de

l’espace de Hilbert Z o

Pour tout ke N, of désigne l’adhérence de dans Hk Z . Usuellementl’espace de Fock ~-symétrique sur
tout t E # est identifié à la forme fk(z)~ Jk~(Z) définie par 

où ( ~ )i- désigne le produit scalaire dans 1 ~ espace
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Donc, .} c réalisation holomorphe FH (z) de 1’espace de Fock

~-symétrique de Z est l’espace hilbertien des formes f = 2- f- (Z) vérifiant

la condition de nonne

la norme de fk étant prise dans 2f
Le triplet centré sur FR e (Z) (T e (z)) . On a une anti-

dualité naturelle entre T (Z) et J (Z) qui prolonge le produit scalaire de
e e

FR (Z) donné par 
~ 

e

De manière à nous ramener à la dualité décrite par (1 .8) , on définit les bijec-
t io ns antilinéaires t2014~t~ : T (Z) 2014~T (~Z) et f2014~f": g (z) 2014~S (~) ~

e e e 
~, 

e

obtenues en composant le retournement des tenseurs et la conjugaison de Z :

La dualité entre T (Z) et S (Z) est donnée par
e e

Notation des multi-indices d’ ordre infini. - Pour simplifier l’ écriture, on sup..
pose d = dim Z = + oo . Les coordonnées de tout z E Z , par rapport à une base

orthonormée, sont notées z.. L’ensemble J(.. 9 d) est l’ ensemble des suites

infinies d’ entiers positifs a = (a 9 ~*. ~ a ~ 0 ~ ...) nuls à partir d’un

certain rang. On pose alors z03B122 ... 03B1! = 03B11 ! i "’" 03B1n! . Toute par-
tie finie a de ( 1 , 2 , ...} est notée ... , 03B1k) , 

 ...  ak’ si a ~ ~ ~ On pose l = k , si c~ ~ $ ~ et = 0 .

L’ ensemble de ce s parties f inie s e st not é J (+ ~ d) . Pour a E J(+ , d) ~ on pose

On rappelle que les formes 1/2, J(e , d) , forment une base ortho-
normée de FH ~Z~ .

(1 .1 5) LEMME. - Soit A E L(Z , Z) . ~ z E Z , po sons ÂZ et suppo sons que

A = - A . Pour que la forme anti-symétrique F = exp f , avec

appartienne à FR+ (Z) , il faut et il suffit que A soit un opérateur de Hilbert-
Schmidt.

Preuve. - Suppo sons que exp f OE FH+ (Z) , donc f OE FH2+(Z) . En utilisant l’iso-
morphisme FH2(Z)::-.. Z2 C HS(Z , Z) , ,on déduit que A est de Hilbert-Schmidt.
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Inversement, si A est de Hilbert-Schmidt, on utilise le fait [ 5 ] que m e S (Z)
appartient à FH+ (z) si, et seulement si, supZ 03B1~~Z ~03C603B1~2  + ~ , avec 03C603B1 == m; .

Exposant. A =i on trouve que la restriction f de f à Z
est telle que, v z2 ~ Z03B1 , f03B1(z1 , z2) = 2" (z1 , A03B1 z2) . Vu [2] (§ 7 , n? 3,
proposition 6), il existe une base orthonormée (P.) par rapport à laquel-i cy

le la matrice de f est de la fonne
o~

où les a. i sont positifs. Vu la définition de A 
a 

et la relation

on déduit que A E L~Z ~ Z) a pour matrice par rapport à la base 
On prouve alors

Donc

et

Si, alors ’lA1B2 désigne la norme de Hilbert-Schmidt d’un opérateur A, comme

A03B1 = i*03B1 Ar on déduit que i A ’12  V Z cc Z . Par ailleurs, en utilisa.nt0153 cx. a ’ 
2 2 n ai Î1~ ~ ~i l, &#x3E; 

a &#x3E;

l inégalité Log (1 + x2)  x , on trouve,  x f

Par conséquent, les normes des restrictions F 
OE 

de F â tous les sous-espaces

vectoriels de dimension fini.e Z03B1 de Z sont bornées par la même constante.

Donc, F E FH+(Z) ,

(1.20) Noyaux et symboles des o érateurs linéaires.
Désignons par Op l~ espace des applications linéaires de T ~Z} â valeurs dans

F (2) . est le dual de T (Z) , on a 
E E E
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_ 
A

La forme e-symétrique sur Z x Z associée à Q E Op par cet isomorphisme est
- A

notée z’) et elle est appelée le noyau de Q ; on a

avec contraction sur les lettres duales zt et ZI .
A- 

_

Le symbole de Q e Op est la forme e-symétrique sur Z x Z suivante

~

Pour calculer le noyau d’un opérateur Q e Op~ on utilise les méthodes de [6]~
à savoir les théorèmes (3 . 10 ) et (3.15).

(l.24) Exemples. - Pour tout u E Z , l’opérateur de création associé à u , a*(u) ,
3st défini par a" (u) ( j (1) ) = u, (1) , et c ’ e st un opérateur de T (Z) à valeurs

dans T (~) et de S (~) dans S (~) .
e se

Son adjoint a(S) est, par définition, l’a.nnihilateur associé au point et

il est défini par .

L’opérateur a(u) envoie dans lui-mèmeo Les noyaux et symboles de ces
e

opérateurs sont donnés par

et leurs symboles

Si e = + 1 , ces opérateurs sont bornés. Pour E ~ ~ ~ ils vérifient les relations

de e-commutation

où [A, B] = AB + eBA. désigne le -commutateur de deux opérateurs qui se compo-
e

sent.
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2. Transformations e-canoniques.

Avec les notations l’espace de phase désigne ci-après l’ espace réel Zr
sous-jacent à Z. L~ application z ~-~ (~ ~ z) identifie Zr à un sous-espace de

son complexifié 2 x Z . Il est commode de caractériser tout opérateur linéaire con-
tinu g r de Zr par son complexifié g . Dans ce cas, g admet une décomposition
par blocs

et 1 , Ç définies p ar 03A6u = 03A6u , 03A8u = 03A8u , ~ u ~ Z.

De même, la 2-fonne e-canonique de Zr est caractérisée par son complexe

fié 03C6
e 

donnée par 

(z , z’) et G = (z1 , zi) désignent des éléments arbitraires de Z x Z .

Le groupe TC des transfonnations e-canoniques de Z~ est le groupe des

transformations linéaires continues de Zr qui conservent la 2-forme e-canonique
r

(p ’e w

(2.3) LEMME. - Soit gr e tel que son complexifié g admette la décomposi-
tion (2.1) . Alors, gr E TC si, et seulement si, g est inversible et

Dans ce cas on a les relations suivantes

Preuve. ~ Si 03B6 = (z , z’) et 03B61 = (z1 , z’1) appartiennent à Z  Z , la rela-

tion 03C6 (g, , (, , ’1) est équivalente à

En posant
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on vérifie que l’adjoint de cet opérateur de Z x Z est

et la relation (2.5) s’écrit h’l) = (03B6 , Cl) ou encore (h" gc , 03B61) = (ç , 03B61)
d’où g-1 = h*.
Pour tout 03B6 = (z , z’ ) E Z x Z , on pose R(C) = â (z’ ) + a(1) , alors

[R(,) , Cl) ’ quels que soient 03B6 et ’1 E Z x Z .

Soit gr E L(Zr) tel que son complexifié g admette la décomposition (2.1) . On

définit

Ce sont des opérateurs linéaires de F (Z) qui laissent stable le sous--espace

T (Z) des formes cylindriques. 
e

(2.7) LEMME. - Les propositions suivantes dont équivalentes.

Preuve. - Par définition, on a,

d’où l’équivalence de (i) et (il). Pour prouver que (il) est équivalente à (iii),
on utilise (2.6) , le fait que les opérateurs de création a (z’) et d ~ annihilation

a(z) vérifient les relations de -commutation qui figurent dans et le

fait que dépend linéairement de 03B6 e 2 x Z .

(2.8) Remarque. - (2.7) (iii) nous permet de dire que les opérateurs à(1) et 

définis par (2.6) sont les nouveaux créateurs et annihilateurs associés à

g r ~ TG ( Zr) .
e

Avec les mêmes notations, on donne la définition suivante .

(2.9) Définition.

(i) Un opérateur U E Op implémente gr E TC (Zr) si, et seulement si,
e

(il) Une fonne -symétrique Fo E 5 (Z) définie sur Z est appelée nouveau vec-
u e 

.
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teur de vide si, et seulement si,

(2.12) LEMME~ - Soit et supposons que $ soit inversible dans

L(Z) 0 Pour tout ~== (~~ z’) Z , la 2-fonne suivante sur Z

est De plus, toute solution de l’équation (2.1l) est proportionnelle
~ F~(~) = expf .

Preuve. - Vérifions d’abord que f(z , 1’ ) est une forme -symétrique, c’est-à-
dire que - 03A803A6-1 = g 03A6-1*03A8* . Cette relation est vérifiée si gr e TC (Zr) , dia-
prés (2.4). 

Prouvons que est effectivement une solution de (2.11) ? en effet

et

ce qui implique que - 5 f et par conséquent F est une solution de (2.1l).
$~ . 

"

Supposons que F~ = F~ G ~ avec G e S (~) est une autre solution de (2.1l) ~ on
a alors, V ze Z ,

c’est-à-dire G = À e G car ç est bijectif.

(2.14) THÉORÈME. - Soit gr E TS (Zr) et supposons que ç soit inversible dans

L(2) . Alors tous ies opératears U E 0p qui implémentent g sont proportionnels
, 

....--..’ .. ~ ....’" . 

- 

" . - 

--&#x3E;-.- ..... - -. - ...-&#x3E;. 
-.

à l’opérateur Uo OE °P de noyau

A

Démonstration. - Supposons que Ü Q E Op implémente gr. D’ aprés (2.10) , on a les
équations

et

En utilisant la formule (l.22) définissant le noyau d’un opérateur et les défini-
tions des annihilateurs et créateurs, supposant U0(z , zt) = exp B , avec
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B ~ S"(~Z x Z on voit que les équations (2.l6) et (2.17) sont équivalentes aux
~

équations suivantes.

et

En posant 03A6u = v , donc v = (2.19) devient

En remarquant que, diaprés

donc

avec C(z’) e s(Z) . En utilisant (2.18), on détermine C(z’) : En effet, d’après
(2.20) ,

et en rapportant (2.21) dans (2.18), on trouve

En utilisant (2.4), (yà’ , -1 1) = (- -1 1) - (z , 03A6u’) , et par consé-En utilisant 2.4, ’fu 1 , 03A803A6-1 z = (u’ , 03A6-1 z - z, 03A6u’) , et par consé-

quent (2.22) est équivalente à

ce qui donne C(z’) = ~ 2** (~ ~ e$"’ Y~~) ~ donc

Soit U ~ Op un autre opérateur implémentant gr . Supposons que
~(~ ~ z’) =Uo(~ ~ z’) G(z , zt) , avec z’) ~ ~J§(2 x Z) . Alors ~(~ ~ z’)
vérifie les équations (2.18) et (2.19), et en effectuant les calculs, on trouve que

D_G=0 et D, G = 0 . Par conséquent, G(z , z’) = 03BB ~ G
z Z -

C Q. F. D.
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3. Transformations -canoniques propres.

(3.1) Définition. - Soient e == ± et g~ ~ TC (Z~) ; g~ est dite propre si elle
’" 

B6 
_

est implémentable par un opérateur unitaire U de FH (Z) .
e

(3.2) THÉORÈME. - Sort gr ~ TC (Zr) , e =± .Alors gr est propre si, et seule-

ment si, y est un opérateur de Hilbert Schmidt.
~ ~ ~

De plus, U = 03BBU0 , avec U0 l’opérateur dont le symbole est donné par le théçrè-
~ (2.14) et )~) = {Pô)) ~ où ~o~ eet le nouveau vecteur vide donné par (2.13)~

Démonstration.

1° Soit g e TC (Z ) propre et supposons que 03A6-1 existe (d’ailleurs c’est
toujours le cas quand e = "* ) . II existe alors un opérateur unitaire U de FH (z)
vérifiant ~ v ~ ~ Z x Z ~ UR(~)U"~ = Donc son noyau U(~ ~ z~) est donné

par (2.15) et le nouveau vecteur de vide F (z) qui, dans ce cas, est un élément

de FH (Z) , est donné par (2.13). Vu la définition de F (z) et le lemme (l.l5) et

[12], pour que F0(z) e FH (Z) , il faut et il suffit que soit un opérateur
de Hilbert-Schmidt, c’est-à-dire 03A8 de Hilbert-Schmidt car 03A6-1 est un opérateur
borné..

Inversement, supposons que 03A8 est un opérateur de Hilbert-Schmidt. Diaprés le
lemme (l.l5) et [12], F., = e FH (z) donc [7] g est propre. Il existe

alors un opérateur unitaire de FH e (z) tel que

donc, d’ après le théorème (2 . 14) ,

2° Suppo sons maintenant que E ~ + ; ~ n 1 est pas en général inversible.
Pour démontrer le théorème (3 .2) dans ce cas, on a besoin des résultats suivants.

(3 .3) gr ~ T C propre t ell e que $=0 . Alo rs Z e st de dimen-

sion finie.

Preuve. - Dans ce cas, = et les équations~ ? z E Z ~ A(Z’) 
sont équivalents z E Z ~ F 0 = 0 . Mais en utilisant les relations
(2.4) ~ on déduit que ~. est un opérateur unitaire, donc, si Z est de dimension

infinie, on conclut que FO(Z’) = 0 . Contradiction donc dim Z  + 0153 .

(3.4) Déf initions - Supposons que Zr = Zr2 et soit gr E TC (Zr) telle que

g = Comme gl E TC (Z ) et TC (Zr2) , on dit que g est une

transformation canonique décomposable.
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th5) MMME. - Soit + (Zr) décomposable.. Alors gr est propre si~ et seu-

lement si~ ses composantes sont propres.

Preuve. - Supposons que gr = gr EB soit propre. Soit alors FO le
nouveau vecteur de vide qui satisfait les équations, ~ Z E Z, = 0 .

(i) Supposons que FO 1 Zl 
= 0 , donc et comme i!i laissent

stables les espaces Zl et Z2’ les équations d’annihilation impliquent que

’1’1 = ’1’1- 
== 0 , donc, diaprés (2.4), (jjl = est inversible. Par conséquent,

~1 ~1

gr E TC (Zr1) est propre, diaprés le théorème 3.2. DI autre part, comme FO E 

FO vérifie les équations = Z2 ’ c’est-à-dire gr2 E est

propre.

(il) Supposons que F 
1 
= Foi Zl ’fi 0 . On a donc Fl E FR+ (;) et, ~ u ~ Zl ’

= 0 , c’est-à-dire g. est propre. De même, gp est propre.

Prouvons l’inverse en supposant que gr E TG+(Zr) et gr2 E soint propres.

gr = g~ EB g~ est propre si, et seulement si, il existe FH (Z) vérifiant les

équations d’annihilation, ~ u ~ Z, = 0 . Posons FO = Fl F2 ’ oh
i = l , 2 , est le vecteur de vide associé à g: E TG (Z:) . Comme

B ~F1~ IIF211 , on voit que F E FH (Z) et de plus il vérifie les équations

d’annihilation, donc gr = g2 est propre.

(3.6) Remarque. - Soit gr E TG+ et posons Z1 = Ker i!i et Z2 = (Ker 
D’autre part, en remarquant que g admet une décomposition polaire g = UG , car

g est inversible, on peut toujours considérer que g est auto-adjointe c’est-à-dire

que

En utilisant (2.4) et (J.7), on trouve que w(() c: 1(zi)  zi
et même pour Z~ ~ et par conséquent, si (Z~) ~ 
auto-adjointe g V 

r 

se décompose en deux composantes gl E et

g2 ç ~) ~l °

(3 .8) Fip de démonstration du théorème 3.2. - Soit gr ~ TC (Zr) , avec g auto-

adjoint. Diaprés la remarque ci-dessus, g = g. Et) gr2 et Z1 = Ker q?, Z2 = (Ker03A6).
Supposons que g est propre, donc g. et g~ sont propres, diaprés le lemme

(3*5)* Mais Z1 ~ 0 , 
donc dim Z  + 0153 . Par ailleurs q?2 = 03A6|

_ 
est

injectif, et gr2 est propre, donc il existe un nouveau vecteur de vide

F20 e FH+ (Z2) qui, sur est donné par la formule (2.13) * Mais en remarquant
que Im 03A62 03A62 ~ Im 03A62 , on déduit que Im 03A62 est dense dans Z2 . Donc

’2 iJ?2 z = sur une partie dense de 1 et avec L opérateur de Hilbert
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Schmidt. En posant u = 03A6-12 z, on voit par continuité 
1Br2 Ü = L2 9&#x3E;2 ü , donc ’1’2 est un opérateur de Hilbert-Schmidt. Comme 03A8 = 

et dim Z  + ~ , on déduit que y est de Hilbert Schmidt.

Supposons maintenant que 03A8 est un opérateur de Hilbert Schmidt et posons
gr = gr1 Ef) gr2- comme plus haut. En utilisant le fait que ’1’; ’1’2 est un opérateur

compacta on déduit de la relation 03A6*2 03A62 = 1 - 03A8*2 03A82 que 03A6*2 03A62 est un opérateur
à indice. Donc Im  i!?2 est. fermée dans Z2. D’autre part ~2 est dense

dans donc Q2 est un opérateur bijectif et par conséquence ’1’2 03A6-12 est dé

Hilbert Schmidt, et, diaprés le théorème (3.2), gr2 ~ TC (Zr2) est propre. 

comme dim Zï-  + ~ , gl E TC E: Zl est propre 13, donc g = gl Ef) g2 est propre.

C. Q~ F. D~
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