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Séminaire P. KREE 7-01
(Equations aux dérivées partielles

en dimension infinie)

4e année, 1977-1978, n°® 7, 11 p.

INTEGRATION NON COMUTATIVE
REPRESENT ATION PROJECTIVE D'ESPACES LP

par Daniel KALNINS (*)

Cet article sera divisé en trois parties, la premiére partie se proposant de rap-
peler les définitions et théorémes principaux de 1'intégration non commtative dans
le cas des traces, la deuxiéme consiste en un théoréme de représentation projective
des espaces P analogue & celui obtenu dans le cas commutatif, la troisiéme pré-

sente une application de ce théoréme & la trace de I. SEGAL et L. GROSS qui a été
introduite pour 1!'étude des champs de fermions.

1. Rappels d'intégration non cummtative.

Ls théorie débute au début des années cinquante avec les articles de J. DIXMIER
[4] et I. SEGAL [8]. Elle donne une extension non commutative de la théorie de
1'intégrale de Lebesgue. Elle permet aussi 1'étude de certains modéles en théorie

constructive des champs, voir [5], par exemple.

Soient H un espace de Hilbert complexe et L(H) 1'algébre stellaire des opéra-
teurs bornés de H dans H . C'est une C*—algébre unitaire munie de la norme
I = supyena (Te|| et de l'involution T —3 T  définie par
> *
(T"g, =X, T, vEg, neH,

avec la convention suivente pour les produits scalaires : (g , 7) est linéaire par

repport & € et antilinédaire par rapport & 1 + On a bien
*
=, v T e L .
Mme si H est séparsble, L(H) n'est pas de type dénombrsble (sauf si
dim H < + © ) e

, *
I1 existe un unique sous-espace fermé du dual L(H)  dont L(H) est le dual, cet
espace se note L(H)* et s'appelle le prédual de L(H) . Il est formé des opéra-
teurs nucléaires de L(H) saussi appelés opérateurs & trace, car on a 1'équivalence

o € L(H)*(__-—_—E‘,Ziel (lpley » €5 = Trace [p| <+ =,

pour toute base orthonormée (gi)ieI de H et |p| = (p* p)l/2 .
L(H)% ={p € L(H) ; trace |p| < + o}

est de type dénombrable si H est séparable, car tout opérateur nucléaire est limi-

™) Texte requ en Janvier 1979.
Daniel KALNINS, 41 rue Decorse, 94410 St MAWURICE.
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te uniforme d'une suite dlopérateurs de rang fini.

On peut munir L(H) de nombreuses topologies, les plus utilisées étant la topolo-
gie normique ou uniforme introduite précédemment, puis la topologie pré-faible
o(L(H) , L(H) *) , on utilisera également la topologie ¢s la convergence simple fai-
ble. On 1'appelle aussi trés souvent topologie faible diopérateurs. Clest la topo=-
logie faible sur L(H) provenant de la dualité avec le sous-espace de L(H)* for-

mé des opérateurs de rang fini.
La dualité entre L(H), et L(H) est donnée par la trace (Tlp) = tr oT , donc
la topologie de la convergence simple faible est définie par
Ta"“>T<‘—=:>V§,ﬂ€H9 (TQE;'Q>—')<T§)T)> .

Flle est moins fine que (L(H) , L(H)*) et, comme l'espace des opérateurs de
rang fini est dense en norme dans L(H)’L , €lle coincide avec o(L(H) , L(H)*) sur
les parties bornées de L(H) »

On utilisera également la topologie forte d'opérateur, clest-d-dire celle défi-
nie par
T,—>T&=1 e, H(Ta - T)n” ~—0 .

Elle est plus fine que la topologie simple faible et moins fine que la topologie

normique, et comme cette derniére, elle n'est pas compatible avec la topologie
o(L(®) , L)) .

Soit @ une sous-algeébre imvolutive et contenant 1l'unité 1, de L(H) , alors

H
les quatre propriétés suivantes sont équivalentes.

(1) & est o(L(H) , L(H), )~fermée ;

(i) @ est fermée pour la topologie faible d'opérateur

ve

(iii) @ est fermée pour la topologie forte d'opérateur ;
(iv) =0, ot &' ={TeL(H) ; TA=AT, yAeO}, & g'appelle le com-
mutant de d .

DEFINITION 1. - Une sous-algébre imvolutive et contenant 1'unité de L(H) , véri-

fiant 1'une des quatre propriétés équivalentes précédentes s!'appelle une algébre

de Von Neumann.

Se SAKAI a donné une définition abstraite d'une algébre de Von Neumann qui ne fait

pas intervenir 1l'espace de Hilbert dans lequel agit < .

DEFINITION 1's - Une algebre de Von Neumann est une C*—algébre qui est un dusl.

Les deux définitions ne sont cependant pas tout & fait équivalentes. En effet,
soit ¢ une G -algtbre dual d'un espace de Banach L‘I* s alors ﬂ* est unique et
s'appelle le prédual de o (voir [7], p. 30). Soit B 1la boule unité de &, B

est o(a, a*)-compacte donc possede des points extrémaux dtaprés le théoréme de
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Krein Milman et donc € est unitaire {(voir [7], pe 10). D'asprés [7] (p. 41), &
est *-isomorphe & une sous-algébre involutive W faiblement fermée de L(H) , ou
H est un espace de Hilbert. Mais W bien qu'unitaire ne contient pas en général
1'unité de L(H) . Lorsque nous parlerons d'algébre de von Neumann O agissant

sur un espace de Hilbert H , nous supposerons toujours que 1H € d o

Soit ¢ une algdbre de von Neumann (en abrégé V-N algébre) agissant sur un espace
de Hilbert H , et soit k‘l+ le cfne des dléments positifs de d ( & € L(H) est
positif si (dg , g} 20, vgeH). 81 (a) el est une famille filtrée crois-
sante uniformément bornée ( sup el ha | <+ o) d'éléments de a" , alors elle con-

verge pour (&, @) vers sa borne supérieure qui est dans o ([7], pe 15)

Donnons maintenant la définition d'une trace.

DEFINITION 2. - On appelle trace sur une V=N alg‘ebré d , une application g _c_l_&_a_

o dans (0, + «) , additive et positivement homogéne telle que r(ab) = 1(ba) ,
pour tout a, b € a .

La trace t est dite normale si, pour toute famille filtrée croissante (ao:)ozél
dans ¢ telle que sup uaan <+, 0N a

(sup, a ) = sup 7(a) .

(v) La trace t est dite semi-finie si

yaed ,a%£0, 3bed , bz0,telque 7(b) <+ e bga.

+ est dite finie si (1) <+ o (1 étant limite de ).

(vi) La trace t est dite fiddle si

T(a):O, a€a+-:::}a:00

Remarque. - On montre que, si ¢ est finie, ¢ est normale si, et seulement si,
elle est (@, d*)—continue ([7], pe 28).
Nous pouvons maintenant définie les espaces Lp(CI y T) o

/
DEFINITION 3 : Espaces IP(d, 1) « = Soit @ une slgdbre de V-N possédant une

trace ¢ fidéle, normale et semi-finie. Considérons 1'ensemble

*
I,={acd; (@, &) <+ o o

C'est un idéal bilatére de & « Considérons alors 1'idéal bilatére

2
L =I;={xetl; x=2_ a b,

Si ae et r(a) <+« , alors a € I, car al/ el

2 L]
Réciproquement, soit ¢ € & nI, alors «(c) <+ » , O&r, si c= Z;_.ﬂ a; b
(ai’bieIZ) , 0N a

20=c+ ¢ &abqig’lbba; Z;_l(aa+b b)—-y,

* x)
car (ai-bi)(ai-bi)gO, ¥ 1 et 2¢(c) <7(y) <+ = »
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Or tout élément de Il admet une décomposition unique en quabtre éléments de
o a I, (voir [6]), la trace  admet donc un prolongement par linéarité a 13;
qui est unique et vérifie c(ab) = r(ba) , v &, be I, « De plus, si la|] = (" a
vérifie r(|a]) <+ », alors ae I , car a=ufa ( u isométrie partielle

e @) et I1 est un idéal. -

)

On a donc 1'égalité I, = {a € € ; t(la]) <+ =} o

On démontre de meme que les ensembles Ip =f{aeld; ¢(|a|p) < + =} sont des

idéaux bilatéres de & , pour tout p >1 .
Les applications a ——3 T(]alp)l/P sont des normes qui font des idéaux Ip des
espaces normés. On pose Haup = T(lalp)l P et, par convention,
lell, = llell = S“PHxngl,er llax| -
On montre que
yaed, ybel , |r(ab)| < llall, bl -
On en déduit que Il est inclus dans Ip , pour tout p >1 , car
- -l
([al®) = (|a]P™ |a]) < 8P r(la]) <+ =
si aLeI1 « De méme IpCIq dés que qQ >D e

On notera Lp(a,, 7) le complété séparé de Ip pour la norme p , pour tout
1 <p <+ oy et, par convention, L7(&, r) désignera ¢, comvention justifiée
par le fait que Ll(a , 7) s'identifie au prédual de . L'espace IP(&, 1) est
réflexif pour 1 <p < + » et son dual s'identifie & Lq(d, T) 4 avec

-1

q 4+ p-l =1 (voir [4])«

D'autre part, sur I, , on a une inégalité de H6lder
s et ¢ r(lad]) < o (aDYP 1(p|HYe,

-1 - ‘
avec p  + q 1 =1 et SuprHqSI’bGIJ_ |T(ab)| = “a“p , pour a € Il .

va,bel

Les espaces LP(d , T) » introduits précédemment, monmtrent une analogie frappante
gvec les espaces P classiques de la théorie de la mesure, mais le nom d'intégra-

tion non commutative se justifie pleinement par le théoréme suivant.

THEORRME 1. - Toute algébre de von Neumann commutative est #-~isomorphe & un

espace L7(Q, u) , o (o, p) est un espace mesuré localisable.

Nous allons donner une démonstration de ce théoréme dans le cas ot  est une al-
gébre de V-N admettant une trace . fiddle, normale et finie (pour la démonstra—
tion dans le cas général, voir [7], pe 45). Remarquons tout d'abord que, si
@, u) est un espace mesuré localisable, L°(n, u) est bien une algébre de T-N,
car c'est une C*—alg‘ebre pour la norme sup et c'est le dual de Ll(n s p,) .
L'espace L”(Q, ,) se représente de fagon naturelle dans L(LZ(Q » w)) comme
1'algébre des opérateurs de multiplication définie par l'application m suivante.
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v Eel®, W, @ Fl, ) oG, W
g — fg

Les espaces L7(q, u) et w(L”(Q, p)) sont isomorphes comme algébres de V-N,
clest-d-dire que m est un isomorphisme d'algebres stellaires qui est coatinu pour
les topologies (L7, Ll) et 1la topologie faible d'opérateur dans L(L2) . n(}ﬂ)
est bien 1%unité de L(L%(q, ,)) . Passons & la démonstration du théordme.

Soit @ wume V-N algébre commutative admettant une trace r normale, fidéle et
finie. D'aprés la théorie de Gelfand, il existe un espace compact K tel que
d~ C(X) , C(K) d&signant la C*-algébre des fonctions continues sur K & valeur
dans G o

D'gprés le théoreme de Riesz, il existe une unique mesure de Radon positive

sur K représentant r , clest-d—dire,si a désigne l'image de a e & dans C(K),
yaed, r(a) =IK alt) au(t) «
Puisque r est fidéle, on a supp , =K et (1) =1 implique que p@® =1 .

On peut définir un #*-homomorphisme s o —3 L7(K , ) en associant & toute
fonction de C(K) sa classe dans L”(K , ) . Montrons que § est un isomorphisme
de V=N algebres.

fa,bed, )= 50 1) a® = 8@ o) 4 -

Soit (aa)ozel dans o telle que (aa) converge vers a pour (&, a*) « Akors
+ étant (@, a*)-continue, »r(aa b) comverge vers r(ab) , et donc g3(a,) comver-
ge vers ¢(a) pour la topologie (L7, Ll) , sar C(K) est dense d ans 1! Ky w)e
Donc g(a) est (L, L')-fermé dans L°(K , ) ([7], p. 40). Or
C(K) < 3(a) et C(K) est o(L°, Ll)-dense dans L7(K , ,) , d'ou 3(a) = L(K, )
et § est bien injectif car supp , =K .

Ce Qo Fo Do
Les espaces IP(d, 1) sont isomorphes isométriquement aux espaces IP(K , w
car r(|a|P) =,y |8W)|P aut) , v aea.

Nous aldons maintenant introduire la notion de convergence en mesure qui nous per—
. mettra de représenter les espaces I’ non commutatifs comme des espaces d!opérateurs

non bormés sur un espace de Hilbert.
Soit @ wune V=N algébre admettant une trace ¢ , fidéle, normale, semi-finie,
pour tout couple ¢ , § de réels positifs. On pose
N(e o 8) = {fa€ed; 3p projection € d avec |lap|| <e¢ et r(pY) < 8}

ou pt=1~7p o Les ensembles N (e s 5) forment un systéme fondamental de voisi-

nages Aquilibrés de l'origine dans d ,
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DPEFINITION 4. = On gppelle topologie de la wonvergence en mesure, la topologie

invariante par translation induite par le systeme fondamental des ensembles N(e y 85)o

Remarque. — Dans le cas ou U est une V-N algébre commutative, c'est-a-dire
L”(q , u) , cette topologie cofncide bien avec la topclogie de la comvergnce en
mesure usuelle, car les projections de L”(q , ,) sont les fonctions caractéristi-

ques d'ensenbles mesurablese.

Si H est 1l'espace de Hilbert da ns lequel agit @ , on définit de meme un sys—

téme fondamental de voisinages de l'origine de H par

O(c y 8) ={y€H; 3p projection €&, |py| <e et (p*) <6} »

La topologie d'E, y, Te sur H , engendrée sur ce systéme fondamental de
voisinages de 0 , s'appellera également topologie de la comvergence en mesure
(sur H).

On démontre que, alors, ces deux topologies sont séparées et, comme elles sont
visiblement métrisables, & (respectivement H ) s'injecte dans son complété sépa-
ré & (respectivement i ) pour cette topologie. & est une #*-algébre tupologique
possédant une représentation continue dans f , clest-d-dire que & s'identifie
& une sous-algsbre avec imvolution de L(H) , espace vectoriel des opérateurs conti-
ms de # . (voir NELSON [6]) |

Le complété & s'identifie dgalement & une algebre d'opérateurs non bornés de
H.Sit ael et y €H o Alors, si ay € H, on dira que y appartient au do-
maine de multiplication D(Ma) par 1'élément a . Donc a définit un opérateur M,
de domaine D(Ma) . On démontre que M, est fermé et affilié 3 @, c'est-a-dire
qu'il commute avec tous les opérateurs unitaires de ! (Ma est méme mesurable au
sens de I. SEGAL, voir [6]).

On a de plus M, = MZ s M =M o+ M s Mab =M M, ou + et o désignent
respectivenment la®some et le produit fort, c'est-a-dire la fermeture de ces opéra-
tionse On démontre que, si a € & s Ye>0, 1§ projecteur p e q tel que
ap € & et (p') < ¢ o Mais le résultat principal est que les espaces LP(% , 1)
s'injectent dans & s pour tout p, 1 <p g+ o (voir [6]).

Ce résultat est trés utile car il permet d'identifier les éléments abstraits de

IP (« » T) & des opérateurs non bornés sur l'espace de Hilbert H dans lequel agit
a .

On peut alors définir le produit d'un élément de IP(A, 1) par un élément de

L(a s T) yen particulier on démontre que l'on a encore une inégalité de H&lder.
yaelP@, ), vbeli(@, 1), a.beLl(a,T) , si p—l+q-1=l,
1 1
[r(@b) | < 7(|aP)YP (|p|%HY/

(voir [11]).
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Introduisons maintenant une notion d'espérance conditionnelle. On supposera pour
simplifier que @ est une V- algébre finie, c'est-d—~dire que { possede une trace
r fidéle, normale et finie, la généralisation am cas ot 1 n'est que semi-finie

étant triviale.

Soit a e d et soit T la forme linéaire sur ¢ définie par
pxet, 1 (x)=r(ax)=r(=) .

Soit @ une sous-algtbre de V-N de @ , c'est-a-dire une sous-algebre de d ,
steble pour l'imnvolution, (&, 9 )-fermée, et contenant 1'unité de & . La restrio-
tion ' de ¢ & @ est une trace sur B qui a toutes les propriétés de 1 o Si

1'on restreint Tq & B, o0na

tbeg, I‘Ta(b)l = r(ab) | < el ' (|b]) car |b| e B .

t
Donc la restriction 1/ de r & & se prolonge de fagon unique en un él ément
de Ll((B s M¥~8 , clest-d~dire qu'il existe un unique élément de B, noté

E(B(a)) tel que
ybeB ’ Ta(b) =q! (b E(B(a)) .

Eg définit une epplication de & danm 6 visiblement linéaire et qui est un
projecteur car E:éz Eg « En effet, si a€ 68, Egla) = & car 7' ((a-Eg(a))b) =0
¥ b €8, Donc |a- E(B(a)”m =0, soit E(B(a) =8

7
DEFINITION 5. ~ On appelle espérance conditionnelle relativement & @,

1'opérateur de projection E; de @ dans ® défini précédemment.

E(B est une contraction de @ danm ® pour toutes les normes P s en effet,

vyaed, ¥V bea y I‘T’ (b E(B(a))l = lT(ba)l < Hb”q “a“p ’
avec p-l + q—l =1 . Donc
1 —
%P [b]] <t yDe® |71 Egla)) | = [Ega)]l; < llall,
L'application Eg s'étend donc en une contraction de LP(d , T) dans (8 y T4,

sous-espace de Banach de IP(d, 1) o Comme E (IP(@, 1)) =IP(®, ') et que Eg

est un projecteur continu, cela montre que Lg((B , 7') est facteur direct dans
IP(a, ) , pour tout pe (1, + =) o '

D'gprés un résultat remarquable de J. TOMIYAMA, B, étant une projection de norme
1 sur une sous-algébre de V-N @ de d, on

vaed, yb,cesB, E(B(bac)zbE(B(a) c
(voir [10]).

2. Représentation projective d'espaces LP .

Soit & wune V-N algébre admettant une trace + fidéle, normale et finie, et soit
(ﬂa)ael wne fanille filtrée croissante de sous~algébres de V-N de & telles que
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. s s -
UozEI L‘la engendre , c'est-h-dire que Uong a, est ola, a*)-dense dans @ .

Considérons la famille (Eoz) oel des espérances conditionnelles relagtivement aux
aa e Pour o <B ( ﬂa cd ), notons EC‘B la restriclion de Ea au sous—espace
Lp((‘la , 1) de PE, 1) ( t, Gésigne la restriction de T 2 aa )

Les Ea vérifient les relations

B

Eo:BEB:Eoz si o<B, et EUBEBYzEOIY s a<B<Y .
On a vu, de plus, que Eoz est un irverse & gauche de 1l'injection canonique
s« 1P — 1P

Les (Lp(aa » To) o E, ) forment un systéme projectif d'espaces de Banach. Consi-
dérons dans X = proj lim (IP (aa , Ta) , Eaﬁ) le sous~espace G u Bp des familles
cohérentes bornées.

— . p — 1
Cu Bp = {(aa) H k‘la e L (aa ’ q-a) R EO’B(aB) = ﬂ.a si o< B et SUPye 1 u °‘“p<+°° e

C'est un espece de Banach pour la norme sup et nous allons démontrer qué
Lp(a ’ r) est isomorphe isométriquement & C U Bp , pour tout p € N s + w( o Dé=
montrons d'abord un lemme.

LEMME 1. - Soit O une algébre de von Neumann admettant une trace fidele,

normale et finie, et soit Cll une sous-algébre involutive de d engendrant a,

alors dl est dense dans Lp(d , T) , pour tout p € Q y + ol o

Démonstration. — Il suffit de monteer , d'aprés le théoreme de Hahn Banach, que

toute forme linéaire contimue sur IP(& , 7) , s'anmilant sur q o est nulle.

Soit ¢ dans P, o) , alors il existe un b unique dans i@, 1)

-1

(P + q—l =1) tel que y(a) = r(ab) , pour tout a dans 1P€X, 1) . Supposons

que
¥ xedl , ‘!,(x) = 7(xb) =0 «

Pour tout a € @ , montrons que t(ab) =0 . L'algébre o étant (&, a*)_
dense dans ¢ , d'aprés le théordme de densité de KAPLANSKI ([7], p. 22), 11 exis-
te une famille (aa)ozel dans @, telle que (au)ozel converge vers & pour la
topologie o(& , 0 ) et telle que ||sup, Haau < |l&ll -

Si p=1, alors bel’(d, 1) =@ et done

lim, T(aoz b) = ¢(ab) =0
car 1 &tant normale, r est (&, & )-continue, donc a —j c(ab) aussi.

Si p>1, alors, comme b € a , pour tout ¢ >0 , il existe une projection p
dans @ telle que bp € & et +(p') <¢ , et l'ona

IT((aoz - a)b)| < IT((aa - a)bp)| + T((aa - a)bpt) ’

bp edﬁl'r((ao(- a)bp)| < ¢ car «> Bo
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et
[+((a, - 2)bpY)| < [jo, = all, ~(1b0*) < 2] (PP Y,
|r((a,, - 2)bp*) | < 2j2l] , lIbll, Ma,
Donc 1im, T(aa b) = v(ab) =0 .
Ce Qe Fo Do

Comme ¢ est dense dans IP(d, 1) , pour tout p e (1, + »( , on en déduit
que est nulle.

On peut alors énoncer le théoréme suivant.

rd N
THEOREME 2. — Soit ¢ une algébre de von Neumann possédant une trace fidele,

normale et finie, et soit ('fl ) une famille filtrée, croissante de sous-algébres

el
de von Neumamm de ¢ telle que L{x I engendre @ o Alors Lp(ﬂ ’ t) est isomor-

phe igométriquement & l'espace de Banach Cu Bp , pour tout p € N, + el

Démonstration. — D'aprés le lemme précédent, Uael Lp(ﬂa , Toz) est dense dans

P (a , T) o Considérons 1'application ¢ suivante

Lp(a‘, T) "") C B
a (B, (a))

L'epplication & est isométrique sur U P(a s Toz) , car, si a € Lp(aa, Toz)’
alors EB(a) =a, pour B>a et

sup,, [[E, (@)}, = Lim, [[E, ()], =l

Corme Uae P (CI y T ) est dense dans IP(Q s T) 5 & est une isométrie de
P (a , T) dans C qu . Montrons que & est surjective si p € i) y + ol e

Soit (a ) wel dans C u Bp . G'est une famille bornée d'éléments de LP(X s T)
elle est donc (P, L3)~relativement compacte ( p-l + q"1 =1) car IP(0, 1)
est réflexif. Soit (ai) ey Ume sous-famille convergeant faiblement vers
aelP(@, 1) «Soit ael, yjeJ telaue j>u, B (a) = a, = E (a;)
Done E (a) = oz y VYael, car E , fortement continu, est donc faiblement
corrtlnu. Cela implique que a est la geule valeur d'adhérence de (a ) wel ? done
(a ) comverge faiblement vers a « En fait, (e )aeI converge fortement vers
a car 1a famille filtrée d'opérateurs (E ) el converge fortement vers 1'identité
de L(IP(a, 7)) sur U JeT 2y partie dense de IP(®, 1) . Done, puisque
(E ) est équiconkinue car sup,, h}:.‘o[“Co =1 <+ o, elle converge fortement vers
1'1dent1te de IP(Q, 1) , clest-a-dire

lim  ||E (a) - all, =0, vece P(a, 1) .

Remarquese — S1 p =2 , les E sont les projections orthogonales sur les sous-—
espaces de Hilbert Lz(ila s Toz) de A ((cl y T)



7«10

Si p=1, une famille cohérente bornée n'est pas en général faiblement relati-
vement compacte mais UozeI aa est encore dense dans Ll(d 9 7) « Donc si 1l'on
prend pour C v B1 1'espace des familles cohérentes faiblement relativement com-

pactes de (o y T) s L (a , T) sera encore isométriquement isomorphe & C uB, .

Un cadre particulidrement intéressant pour asppliquer ce théoréme est celuil ou
1'algsbre de V-N finle & admet une famille croissante (&) .y de sous-algebres
de V-N de dimension finie telle que U & engendre & (cela implique que

el
est injective, et mbme approximativement de dimension finie si & est & prédual

séparable, voir [2]), car alors sur &, 6 toutes les normes sont équivalentes et

k’la est complet pour toutes les normes P . Donc Lp(fla y 7y) =% s et un opéra—
teur de IP(Q , T) se représente comme une famille cohérente d'opérateurs bornés.
Ce cas se présente dans 1'étude des champs quantiques de fermions, et ce sera l'ob-
jet du parsgraphe suivante.

3. Lpplication du théorduc & la théoric des chuipse

Soit H wun espace de Hilbert de dimension infinie, muni d'une conjugaison J,
olest-d-dire que J est une imvolution (J° =1, ) anti-lindsire et anti-unitaire
((Ix,Jy) =, x) )e On note AH 1'eSpace de Fock anti-symétrique, c'est-a-dire
1'espace de Hilbert défini par AH =@3-) & H , some hilbertienne des A H
(W ®H=C, A H désignant le complété du prénilbertien A" H muni du pro-
duit scalaire canonique (u1 A ese AU 5 V) A oo A vn) = de‘t',[(ui R vj)] y Kn H
est aussi 1l'image de G?IlH (produit tensoriel hilbertien de n ocopies de H ) par
le projecteur orthogonal d'anti-symétrisation e = (1/ni) 2 0eC_ o) mlo) 5 ot G
est le groupe des perru'bations d'ordre n, ¢(o) 1la s:.gnature de ¢ et mlo)
1'opérateur de /x P H défini par

Vo€ Gn , n(c;)(xl ? Xy @ eas ®xn) =X (1) R eee ® X_(n)

Pour tout x dans H , on définit un opérateur C de AH par
vue AMH , Cx(u) =/M+lxau=,/n+1e(xou) .

C, s'appelle un opérateur de création. On démontre que C, est borné et que

ICll = |l (voir [3]).

On définit de m®me un opérateur d'annihilation A qui est 1'adjoint de Cy e On
a donc également HA | = ||x|| - Remarquons que 1'application x . Cy de H dans
L(AH) est llnealre, mals que, par contee, X ——= Ay est antl-llnea;Lre, car

A}\x ()\G) _)\AX.

Considérons la sous-algebre Gl de L(AH) engendrée par les opérateurs

B, =0, +&_ (X=Jx),ou x parcourt H « C'est une sous-algébre imvolutive de

L(pH) car ¥ Bi =B_ et elle contient 1'identité I de L(AH) oar
X

BxBy+ByB =2(x,yI, vx,y €H.

(voir [5])« Soit ¢ 1!'edhérence faible de Cl dans L(AH) ¢ C est une algdbre
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de V-N. Pour tout B de C, posons +(B) = (Ba, Q) , ou Q désigne le vecteur

vide, c'est-a-dire 1'élément 1 de AO H=0 o On démontre que ¢ est une trace

by

fidsle, normale et finie (les soules propriétés non triviales & démontrer étant la
normalité, c'est-d-dire (aB) = 7(BA) ; pour tout 4L et B de C et la fidélité,
voir L. GROSS [5]). On montre que AH ~13(C, 1) [5]. Soit (H) e une famille

filtrée croissante de sous-espaces de dimension finie de H , H, étant stable par

conjugaison, pour tout « , et telle que UaGI Hoz =H.

Considérons les sous-algébres ¢, de ¢C engendrées par les ensembles
{Bys5 Bie L(pH) , x € H&} , ces algébres sont imvolutives, contiennent t%gtes
les identités I et sont de dimension finie (si dim H,=n,, dim Coz =2 )
Flles forment donc une famille filtrée croissante de sous-algébres de V-N de dimen-
sion finie.

De plus, chaque CO[ laisse stable H, et Uael C, = C est bien

o(L(pH) , L(AH)’L)-dense dans C . Done UozEI C, engendre C comme V-N algdbre, et

1l'on peut appliquer le théoréme précédent. Done

pour tout pE]l,+oo[, Lp(C,T)a‘CUB ’

p
avec

CuB_ = {(B)

p wer 5 By € G o EOIB(BB) =B, sl a<B et sup, “Boznp <+ @) o

BIBLIOGRAPHIE

[1] CONNES (Lo)s = Quelques aspects de la théorie des algdbres d'opérateurs, IRMA
Strasbourg, R. C» P. 25, vole 24, p. 13-87. ~ {trasbourg, Institut de Recher-
che Mathématique Avancée, 1977.

[2] CONNES (4.). — Classification of injective factors, inn. of Math., t. 104,
1976, po 73-115.

[3] COOK (Je Ms)o = The mathematics of second quantization, Trans. hmer. math. Soc.,
te 74, 1953, po 222-245,

[4] DIXMIER (J.). — Formes lindaires sur un anneau d‘op‘érateurs, Bull. Soc. math.
France, te 81, 1953, pe 9=39«

[5] GROSS (L.). ~ Physical. ground state, J. of funct. hnalysis, t. 10, 1972,
pe 52-109.

[6] NELSON (E.). — & note on non commutative integration, J. of funct. Lnalysis,
'tr‘ 15’ 1974, Po 1.03-‘116-

[7] SiKAI (S.)s = C'= and W -algebras. - Berlin, Springer-Verlag, 1971 (Ergeb-
nisse der Mathematik, 60).

[8] SEGLL (I~ E.)e = & non commtative extension of abstract integration, Ann. of
Matho, to 57, 1953, Pe 401"'4570

[9] STINESPRING (W.). — Integration theorems for gages and duality of unimodular
groups, Trans. [mer. math. Soco., te 90, 1959, po 15=56.

[10] TOMIYMA (J.) o = On the projection of norm one in W*—algebras, Proc. Japan
Lead., te 33, 1957, p. 608-6120

Référence ajoutée & la correction des épreuves @ )
[11] KUNZE (R. A.)s — I, Fourier transforms on locally compact unimodular groups,
Trans. Amer. mathes Soc., b« 89, 1958, pe. 519-540,




